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Rozdziat 1

Pojecia podstawowe

1.1 Przedmiot zainteresowania termodynamiki

Przedmiotem zainteresowania termodynamiki jest zachowanie ukladéw ma-
kroskopowych o bardzo duzej liczbie czastek (stopni swobody). Uklady te
nazywamy ukladami termodynamicznymi. Rzad liczby czastek w takich
ukladach jest dany przez stala Avogadral

N4~ 6.022-10* mol ~* (1.1)

okredlajaca liczbe atoméw w jednym molu substancji. Jeden mol substancji
to taka liczba graméw tej substancji, ktora jest rowna w przyblizeniu jej ma-
sie atomowej?. Na przyktad, 1 mol wodoru to w przyblizeniu 1g, natomiast
jeden mol helu to w przyblizeniu 4g.

Gdyby$my chcieli znaé¢ pelny stan mikroskopowy uktadu, musieliby-
smy wyspecyfikowa¢ potozenie i ped kazdej czastki w dowolnej chwili czasu.
Mielibyémy wiec 6N parametréw mikroskopowych, gdzie N ~ Ny. Jest
to w praktyce niemozliwe, nie méwiac o tym, ze niepotrzebne, gdyz zaintere-
sowani jestedmy jedynie parametrami makroskopowymi uktadu, takimi
jak

e objetos¢ V

e ciSnienie p

! Amadeo Avogadro (1776-1856) - fizyk wioski.

20d 2019 roku jeden mol substancji okresla si¢ uktadzie jednostek SI jako doktad-
nie 6.0224076 x 1023 obiektéw danej substancji. Jest to zwiazane z przyjeciem dokladnej
wartoéci stalej Avogadra N4 = 6.0224076 x 102 mol 1.
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e temperatura T'
e liczba czastek IN.

Stan uktadu, w ktorym parametry makroskopowe nie zmieniaja sie w spo-
sOb zauwazalny nazywamy stanem réwnowagi. Termodynamika zajmuje
sie¢ opisem ukladow termodynamicznych w stanach réwnowagi, w ktérych
okreslone sa parametry makroskopowe.

Parametry termodynamiczne uktadu w stanie rownowagi nie sa od siebie
niezalezne. Wiaze je réwnanie stanu

fp,V,T,N)=0 (1.2)

z ktérego mozna wyliczy¢ dowolny z parametréw jako funkcje pozostatych,
na przyktad p=p(V,T,N).

Kazdg funkcje parametréw termodynamicznych nazywamy funkcjg sta-
nu.

1.2 Procesy termodynamiczne

Rozréznia sie uktad od otoczenia. Uktad jest oddzielony od otoczenia po-
przez swoja powierzchnie. Cieplo przepltywa z ukiadu do otoczenia, lub od-
wrotnie, poprzez te powierzchnie. Praca objetosciowa wykonywana na lub
przez uklad zmienia jego powierzchnie.

Proces termodynamiczny jest zmiang stanu ukltadu. Jezeli stan po-
czatkowy jest stanem réwnowagi, to proces moze nastapi¢ tylko na skutek
zmiany warunkéw zewnetrznych. Jezeli warunki zewnetrzne zmieniaja sie
tak wolno, ze w kazdej chwili uklad jest dowolnie blisko stanu réwnowagi
to proces taki nazywamy kwazistatycznym. Innymi slowy proces zmiany
stanu nastepuje poprzez przejscia przez kolejne stany réwnowagi.

Proces odwracalny to taki proces, ktéry moze wréci¢ do stanu poczat-
kowego poprzez odwrbdcenie warunkow zewnetrznych bez zmiany w otocze-
niu. Poprzez zaprzeczenie, proces nieodwracalny to taki proces, ktéry nie
moze powrdcié¢ do stanu poczatkowego bez zmiany w otoczeniu. Przyktadem
procesu nieodowracalnego jest gwaltowne rozprezanie gazu $ci$nietego w po-
towie naczynia w zbiorniku w préznie wytworzona w drugiej czeéci zbiorni-
ka. Nie mozna przywrdci¢ stanu poczatkowego z préznig bez ingerencji z
zewnatrz, ktéra prowadzi do zmian w otoczeniu zbiornika z gazem.

W procesach termodynamicznych wykonywana jest praca W i pobierane
lub oddawane jest ciepto Q). Praca jest na przyktad wykonywana przez
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uktad przy infinitezymalnie malym zwiekszaniu jego objetosci
W =pdV (1.3)

gdzie p jest chwilowym ci$nieniem gazu, a dV zmiang objetosci. Ciepto
jest energiag pobierana lub oddawang przez uklad bez wykonywania pracy.
Moze to prowadzi¢ do zmiany temperatury uktadu lub zmiany jego struktury
wewnetrzne;j.

Uktad jest izolowany cieplnie, gdy nie pobiera, ani nie oddaje ciepta.
Dowolny proces w takim uktadzie nazywamy adiabatycznym. Polega on
wylacznie na wykonaniu pracy.

1.3 Gaz doskonaly i temperatura

7 doswiadczenia wiadomo, ze wszystkie gazy dostatecznie rozrzedzone za-
chowuja sie w ten sam sposéb, tzn. przy tym samym cinieniu p i tempera-
turze T w stalej objetosci V' znajduje sie taka sama liczba czastek gazu N.
Gaz doskonaly jest idealizacja tego granicznego zachowania.

Réwnanie stanu gazu doskonalego jest okreélone przez prawo Boyle’a?.
Przy ustalonej temperaturze zachodzi
pV

= const (1.4)

Oznacza to, ze prawa strona zalezy od temperatury. Dokladna forma tej
zalezno$ci definiuje pewna skale temperatury. Temperatura gazu doskonate-
go T', tozsama z absolutna skala temperatury, okreslona jest nastepujacym
wyborem zaleznosci statej od T'

const = kT (1.5)

gdzie k ~ 1.38-10723 J/K jest stala Boltzmana. Tak wiec réwnanie stanu
gazu doskonatego to

pV = NET (1.6)

Uniwersalny charakter temperatury 1" wynika z uniwersalnosci gazu do-
skonatego. Jednostka temperatury, 1 K, jest okreslona poprzez liniowy wy-
kres pV/(Nk) w funkcji 7. Mierzac pV/(Nk) dla gazu doskonalego w tem-
peraturze krzepniecia Ty, i wrzenia wody Ty, oraz dzielac odcinek [T}, T,] na
sto czesci znajdujemy poszukiwana wielko$¢ jednostki temperatury.

3Robert Boyle (1627-91) - chemik i fizyk brytyjski pochodzenia irlandzkiego.
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Jezeli n jest liczba moli gazu doskonatego to liczba czastek w tym gazie
wynosi N =nN4. Wielkosé

R=kN4y~8.314 J/(mol-K) (1.7)

nazywa si¢ stalg gazowa, a réwnanie stanu przyjmuje postaé
pV =nRT (1.8)
Najprostsze procesy termodynamiczne z udziatlem gazu doskonalego to

e proces izotermiczny T = const - rOwnanie stanu to pV = const

proces izobaryczny p = const - réwnanie stanu to V/T = const

proces izochoryczny V = const - réwnanie stanu to p/T = const

proces adiabatyczny - gaz nie wymienia ciepla z otoczeniem.

1.4 Zerowa zasada termodynamiki

Okreslenie temperatury ciata polega na doprowadzeniu do kontaktu ciepl-
nego ciala z termometrem i poczekaniu na ustalenie sie stanu réwnowagi
termometru. Termometrem moze by¢ zbiornik z gazem doskonalym. Mie-
rzac cidnienie i objeto$¢ gazu po osiggnieciu stanu réwnowagi, a nastepnie
obliczajac pV/(Nk) znajdujemy temperature ciala bedacego w kontakcie
cieplnym z gazem doskonalym.

Pomiaru temperatury mozemy tez dokonywaé przy pomocy termome-
tréw dzialajacych na innej zasadzie, na przyklad rozszerzalnosci liniowej
lub objetoséciowej pod wplywem dostarczonego ciepla.

Przedstawiona procedura znajdowania temperatury pokazuje, ze w swej
istocie temperatura jest parametrem okreslajacym warunek rownowagi ter-
micznej cial. Uwazamy, ze w stanie réwnowagi zaréwno ciato jak i termometr
maja ta sama temperature. Termometr pozwala jedynie na liczbowe okre-
Slenie temperatury w przyjetej skali.

Uniwersalnoé¢ tak zdefiniowanego pomiaru temperatury zapewnia zero-
wa zasada termodynamiki.

Jezeli ciato A jest w rownowadze termicznej z ciatem B oraz z ciatem
C to ciala B i C tez sq w réwnowadze termicznej miedzy sobq.




Rozdziat 2

Pierwsza zasada
termodynamiki

2.1 Energia wewnetrzna

Pierwsza zasada termodynamiki opiera si¢ na zalozeniu, ze dowolny uktad
termodynamiczny w stanie réwnowagi posiada energiec wewnetrzng U, ktéra
jest funkcja stanu,

U=U(A) (2.1)

gdzie na przyklad stan A = (pa,Va).

Konsekwencja tego zalozenia jest stwierdzenie, ze zmiana energii uktadu
AU w dowolnym procesie (niekoniecznie zachodzacym poprzez osiaganie
kolejnych stanéw réwnowagi termodynamicznej), prowadzacym od stanu A
do stanu B, jest réwna réznicy energii w tych stanach

AU =U(B)-U(A) (2.2)
W szczegblnoscei dla procesu kotowego, w ktérym A = B, mamy
AU =0 (2.3)

Stuszno$¢ przyjetego zatozenia co do energii wewnetrznej uktadu jest po-
twierdzona na drodze doswiadczalnej.

Waznym wnioskiem z zalozenia, ze energia U jest funkcjg stanu jest
stwierdzenie, iz infinitezymalna zmiana energii wewnetrznej dU jest réznicz-
ka zupelng. Obliczajac zmiane energii pomiedzy dowolnymi stanami A i B

10
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otrzymujemy wynik (2.2), niezalezny od drogi w przestrzeni stanéw laczacej
te punkty,

lZEU:U@ﬂ—WA) (2.4)

W szczegoblnosei dla procesu kotowego otrzymujemy
dezo (2.5)

Niezaleznoéé zmiany energii wewnetrznej od drogi (procesu termodyna-
micznego) jest kluczowa dla zrozumienia réwnowaznosci pracy i ciepla jako
dwdch réznych form energii prowadzacych do tej zmiany. Uogdlnienie tej
obserwacji jest podstawg sformulowania pierwszej zasady termodynamiki.

2.2 Praca i cieplo jako formy energii

Zalézmy, ze uklad jest izolowany cieplnie od otoczenia. Jego energia nie
ulega zmianie, chyba, ze uktad wykonuje prace W > 0. Wtedy

AU = —W (2.6)

Znak minus jest konieczny, gdyz przyjeliémy konwencje, iz praca wyko-
nana przez uklad jest dodatnia, co prowadzi do zmniejszenia energii
wewnetrznej ciata. Jezeli nad ukladem jest wykonywana praca to W < 0 i
zmiana energii wewnetrznej jest dodatnia.

Dos$wiadczenie Joule’a! pokazalo, ze przejécie ukladu od stanu A do
stanu B mozna osiggnac¢ zaréwno poprzez wykonanie pracy jak i dostarczenie
do uktadu ciepta. W doswiadczeniu Joule’a temperatura statej objetosci
wody pod ci$nieniem atmosferycznym zostala zmieniona o 1°C' (od 14.5°C
do 15.5°C') na dwa sposoby: podgrzewajac ja lub wykonujac prace krecac
mieszadetkiem zanurzonym w wodzie. W pierwszym wypadku zmiana energii
wewnetrznej zostala osiggnieta przez dostarczenie ciepta @,

AU =Q (2.7)

a w drugim poprzez wykonanie pracy W, zgodnie z réwnaniem (2.6).

Dla 1 g wody ciepto @) okreélone w tym doswiadczeniu definiuje energie
cieplng réwna 1 calorii (cal). Tlo§¢ wykonanej pracy by osiagnaé¢ ten sam
efekt to 4.184 joula (J). Stad cieplny réwnowaznik pracy

1 cal =4.184 J (2.8)

! James Prescot Joule (1818-89) - fizyk brytyjski.



ROZDZIAL 2. PIERWSZA ZASADA TERMODYNAMIKI 12
t.aczac oba sposoby zmiany energii wewnetrznej uktadu termodynamicz-

nego otrzymujemy pierwsza zasade termodynamiki
AU=Q-W (2.9)

przy czym przyjeliémy konwencje, ze ciepto Q) > 0, gdy jest dostarczone do
uktadu, natomiast praca W > 0, gdy uklad wykonuje prace. Innymi stowy

Energie wewnetrzng uktadu mozna zmienic na dwa sposoby, mecha-
niczny, poprzez wykonanie pracy oraz niemechaniczny, poprzez wy-
miane energii w formie ciepia.

W procesie kotowym AU =0 i wtedy
Q=W (2.10)

Infinitezymalnie mate ciepto i praca, D@ i DW, nie sg rézniczkami zu-
pelnymi, co oznacza, ze calki w przestrzeni parametréw z tych wielkosci
zaleza od drogi laczacej stan poczatkowy i koncowy. Dopiero ich réznica
jest rézniczka zupelng. Tak wiec, pierwsza zasada termodynamiki w
postaci rézniczkowej to réwnosé

dU = DQ — DW (2.11)

2.3 Uzupelnienie matematyczne

Ciepto DQ i praca DW sg przykladami form rézniczkowych. Zdefiniujmy
dowolng forme rézniczkowsg DZ, okreSlong na dwuwymiarowej przestrzeni
stanéw (z,y),

DZ = M(z,y)dx+ N(x,y)dy (2.12)

Forma rozniczkowa DZ jest rézniczka zupelna gdy istnieje funkcja réznicz-
kowalna Z = Z(x,y) taka, ze

0z Y4
M= N=22 2.1
ox oy (2.13)
Wiedy 07z 0z
DZ=—dv+——dy=dzZ (2.14)

oz y
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Warunkiem koniecznym i wystarczajacym by DZ byla rézniczka zupelna
jest spelnienie réwnania

ON O0M
or Oy
Latwo sprawdzi¢, ze warunek (2.13) pozwala je spelié¢ ze wzgledu na prze-
mienno$¢ pochodnych czastkowych stuszna, gdy funkcja Z jest dwukrotnie

(2.15)

rozniczkowalna w sposob ciagtly.

Pokazemy, ze catka po krzywej zamknietej C' z rézniczki zupetnej znika.
Na mocy catkowego twierdzenia Greena na plaszczyznie mamy

de:jg Mdyc—i-Ndy:/ (aN—W)da;dy (2.16)
c C s\ oz Oy

gdzie S jest powierzchnig ograniczong krzywa C. Warunek zupetnosci réz-
niczki (2.15) prowadzi do znikania calki po krzywej zamknietej

7( 7 =0 (2.17)
C

Whika stad, ze catka z rézniczki zupelnej nie zalezy od drogi pomiedzy
ustalonymi punktami A i B. Rozwazmy dowolne dwie takie drogi, C i Cb, i
utworzmy krzywa zamknieta C' = Cy U (—Cy), gdzie (—C2) oznacza krzywa
zorientowana przeciwnie do krzywej Co. Wtedy

]{dZ:/ dZ+/ iz= [ az- [ az=o0 (2.18)
C Cl 702 Cl CQ

i stad

/dZ: iz (2.19)
C1 Co

2.4 Praca przy rozprezaniu gazu

Policzmy prace wykonang przez gaz w procesie kwasistatycznym odwracal-
nym w trakcie rozprezania od objetosci V; do objetosci Vo > V.

Niech gaz znajduje sie w cylindrze o polu przekroju podstawy S, zakon-
czonego ruchomym ttokiem. Kwasistatyczno$é procesu oznacza, ze w kazdej
chwili cisnienie na tlok ze strony gazu p jest rownowazone przez ci$nienie
zewnetrzne P. Proces rozprezania nastepuje poprzez przejscia przez kolejne
stany rownowagi z ci$nieniem gazu p = p(V,T). Tak wiec praca wykonana
przez gaz

DW = Fydx = (Fy/S) (Sdx) =pdV >0 (2.20)
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P

<y

g V2

Rys. 2.1: Odwracalne izotermiczne rozprezanie gazu.

gdzie Fj jest sila wywierana na tlok przez gaz (réwnowazona przez sile
zewnetrzna). Catkowita praca to

Va
W= pdV (2.21)
\ %1

Wartosé calki po prawej stronie zalezy do krzywej p=p(V'), laczacej punkty
(Vi,p1) i (Va,p2), i jest réwna liczbowo polu powierzchni pomiedzy ta krzywa
o osig pozioma V. Jest to ilustracja faktu, ze DW nie jest rézniczks zupelna.
Przy sprezaniu gazu dV < 0i DW =pdV < 0. Stad catkowita praca W jest
ujemna i réwna liczbowo polu pod krzywa p = p(V') wzietym ze znakiem
minus. Zakladajac, ze gaz jest gazem doskonalym o réwnaniu stanu

pV =RT (2.22)

a proces jest izotermiczny (71 jest stale), otrzymujemy

Va RT Va dv Vs
= — dV =RT — =RTIn| = 2.2
W /Vl V V="h Vi Vv . n<‘/1> ( 3)

W procesie kotowym, gdy wracamy do stanu poczatkowego, praca W
jest dodatnia dla obiegu procesu na plaszczyznie (V,p) zgodnym z ruchem
wskazowek zegara i ujemna dla obiegu przeciwnego. Praca W jest rowna
sumarycznemu cieplu pochlonietemu i oddanemu przez uktad @, gdyz w
procesie kotowym W = Q.
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2.5 Cieplo wlasciwe i pojemnos¢ cieplna

Zakladajac, ze mamy do czynienia jedynie z praca objeto$ciowa, pierwsza
zasada termodynamiki przyjmuje postaé

dU = DQ — pdV (2.24)

gdzie p jest cisnieniem ukladu termodynamicznego w stanie rownowagi.

Pojemno$¢ cieplna uktadu C, przy stalym parametrze x definiujemy
jako stosunek
_Dbe

©=r .

(2.25)

Definicja ta ma sens tylko wtedy gdy D@ jest rézniczka zupelna. W prze-
ciwnym wypadku ilos¢ ciepta potrzebna do ogrzania ukladu o dT' stopni
zalezalaby od drogi po jakiej przebiega proces dostarczania ciepta i definicja
powyzsza bylaby niejednoznaczna.

Cieplo wlasciwe ¢, to stosunek pojemnosci cieplnej uktadu termody-
namicznego do jego masy.

Cp=—2 (2.26)

m

Z réwnania (2.24) znajdujemy dwa procesy kwasistatyczne, w ktérych
ciepto jest rézniczka zupelna, przy stalym cisnieniu i przy stalej objetosci,

(DQ)y =dU i (DQ)p=dU+pdV =d(U+pV) (2.27)

i wtedy pojemno$¢ cieplna przy stalej objetosci to

oU
Cy=|—=— 2.28
v (3T)v (2.28)
natomiast pojemno$¢ cieplna przy stalym ci$nieniu to
OH
C, == 2.29
(8T)p (2.29)

gdzie wielko$¢ H = U + pV nazywamy entalpia.
Aby znalezé ogélny zwiazek pomiedzy zdefiniowanymi pojemnosciami
cieplnymi zapiszmy réwnanie (2.24) w postaci

oU oU
DQ = dU +pdV = (8T>VdT+ <av>TdV +pdV (2.30)
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i stad na podstawie (2.28)

_DQ::CVJF+{<25>T+4ﬂdV’ (2.31)

Dzielac obie strony przez dT’, otrzymujemy w procesie przy stalym ciSnieniu

o-cv (%) +4] (20 o

Poniewaz zaréwno energia wewnetrzna U jak i objetosé V' rosna z tempera-
tura, obie pochodne po prawej stronie sg dodatnie i

Cp > Oy (2.33)

Jest to oczywiste, gdyz czedé ciepta w procesie przy stalym ci$nieniu prze-
ksztalca sie na prace objeto$ciows, ktorej nie ma w procesie o statej objetosci.

Policzmy ciepto wtasciwe gazu doskonatego dla masy jednego mola ga-
zu, gdy V = RT/p. Wiemy, ze energia gazu doskonalego zalezy tylko od
temperatury, tak wiec z réwnania (2.32) otrzymujemy przy stalym ci$nieniu

R
cp:cv+pE:cV+R (2.34)

Przy zmianie fazy substancji, na przyklad z formy cieklej w gazowa (pa-
rowanie) lub z formy stalej w ciekla (topnienie), a takze z formy stalej w
gazowa (sublimacja), nie towarzyszy zmiana temperatury substancji mimo,
ze pochlaniane jest cieplo. Jest to tzw cieplo ukryte, ktére stuzy do zmiany
struktury wewnetrznej substancji w procesie przejécia fazowego. Ilos¢ ciepta
potrzebna do przeksztalcenia jednostki masy substancji w tym procesie na-
zywa sie¢ odpowiednio cieplem parowania, topnienia i sublimacji.

2.6 Proces adiabatyczny

Proces adiabatyczny to proces, w ktérym nie ma wymiany ciepta pomiedzy
uktadem i otoczeniem, D@ = 0. Wtedy

dU = —DW (2.35)

i DW jest rézniczka zupelna.
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adiabata
/

izoterma

Rys. 2.2: Adiabata jest bardziej stroma niz izoterma.

Znajdziemy réwnanie dla tego procesu dla jednego mola gazu doskona-
tego. Rozwazajac kwasistatyczny proces adiabatyczny z praca objetosciowa
dostajemy z réwnania (2.35)

cydl = —pdV (2.36)

Podstawiajac réwnanie stanu gaz doskonalego, p = RT/V, otrzymujemy

drT av
—+R—=0 2.37
cy T + v ( )
i stad wynika
d(InT+ (R/cy)InV) =0 (2.38)

Catkujac, dostajemy nastepujace rownanie dla kwasistatycznego adiabatycz-
nego procesu z gazem doskonalym

TVE/CV = const (2.39)
Podstawiajac natomiast réwnanie stanu 7' = pV/R, znajdujemy
pV" = const (2.40)
gdzie k to stosunek molowych ciepel wlasciwych gazu doskonatego

c cy+R
& _ v >
cvy cy

K= 1 (2.41)

Adiabata jest wiec bardziej stroma niz izoterma pV = const
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2.7 Mechanizmy przekazywania ciepta

Istnieja trzy mechanizmy przekazywania ciepla:

e przewodnictwo cieplne
e konwekcja

e promieniowanie.

Przewodnictwo cieplne polega na przekazywaniu energii wewnetrz-
nej ciata w formie ciepla przez ciato cieplejsze do ciata zimniejszego poprzez
wsp6lng powierzchnie S ciala przewodzacego (plytki przewodzacej) o dlu-
gosci L. Strumien ciepla (moc) Py obliczmy ze wzoru

Q — kS Thigh - Tlow

< - (2.42)

Pprzew =
gdzie k[W/(m- K)| wspolczynnik przewodnosci cieplnej wlasciwej ciala prze-
wodzacego. Przykladowe wartosci tego wspotezynnika to 0.026 dla suchego
powietrza, 0.024 dla pianki polituretanowej, 1.0 dla szkla okiennego, 14 dla
stali, 401 dla miedzi i 428 dla srebra.

Konwekcja polega na przemieszczaniu sie gazu lub cieczy wynikajacego
z kontaktu z cieplejszym cialem. Proces taki obserwujemy w atmosferze w
postaci pradéw termicznych, w oceanie w postaci pradéw oceanicznych, czy
w Storicu w postaci pradéw konwekcyjnych przenoszacych energie reakcji
termojadrowych w strone powierzchni Stonca.

Promieniowanie to wymiana energii w postaci ciepla miedzy ciatlem
a jego otoczeniem przy pomocy fal elektromagnetycznych, ktore jako ukiad
termodynamiczny niosa energie i entropi¢. Moc promieniowania Ppyom, zalezy
od powierzchni S i temperatury ciata T,

Pyrom =0eST? (2.43)

gdzie o = 5.67-1078W/(m? - K%) to stala Stefana-Boltzmana. Parametr
e € [0,1] wyraza zdolno$¢ emisyjna ciala. Wartosé e = 1 charakteryzuje cialo
doskonale czarne. Pochtania ono catkowicie padajaca na niego promieniowa-
nie.



Rozdziat 3

Druga zasada termodynamiki

3.1 Procesy nieodwracalne

Druga zasada termodynamiki jest wywnioskowana na podstawie obserwacji,
ze w przyrodzie istnieja procesy zachodzace tylko w jednym kierunku. Takie
procesy nazywamy nieodwracalnymi. Przykladami sa

o tasowanie kart - powr6t do stanu poczatkowego z okreslonym utoze-
niem kart jest nieobserwowany. Prawdopodobienstwo takiego zdarze-
nia to 1/52! ~ 1/(8-1057)

e rozprezenie gazu w zbiorniku podzielonym na dwie czedci - powr6t do
stanu poczatkowego, w ktérym gaz znajduje sie tylko w jednej czesci
zbiornika jest nieobserwowany

e spadajacy kamien nigdy nie podniesie si¢ uzyskujac energie poten-
cjalng kosztem ciepta, chociaz byloby to zgodne z zasada zachowania
energii.

Przyklady te pokazuja, ze nieodwracalno$é procesu jest pojeciem sta-

tystycznym, gdyz powrdt uktadu do stanu poczatkowego nie jest w zasadzie
niemozliwy, a jedynie bardzo malo prawdopodobny.

3.2 Sformulowania drugiej zasady termodynamiki

Powyzsze obserwacje doprowadzily historycznie do nastepujacych dwoch
rownowaznych sformutowan drugiej zasady termodynamiki.

19
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Sformutowanie Kelvina' - nie istnieje proces termodynamiczny, kt6-

rego jedynym wynikiem jest pobranie ciepta z danego zbiornika i catkowita
zZamiana go na prace.

Sformulowanie Clausiusa® - nie istnieje proces termodynamiczny,

ktorego jedynym wynikiem jest pobranie ciepla ze zbiornika chlodniejsze-
go i przekazania go do zbiornika cieplejszego.

Na podstawie powyzszych sformutowan mozna wyrazi¢ druga zasade ter-
modynamiki przy pomocy nowej funkcji stanu - entropii

S =S(A) (3.1)

gdzie na przyklad stan A = (pa,Va).

Sformulowanie przy pomocy entropii - entropia uktadu izolowanego
cteplnie nigdy nie maleje

AS=S(B)-S(A)>0 (3.2)

gdzie A to stan poczatkowy, a B to stan koncowy. Wynika stad, ze stan réw-
nowagi termodynamicznej izolowanego cieplnie uktadu jest stanem o mak-
symalnej entropii.

3.3 Silnik Carnota

Pojecie entropii jako nowej funkcji stanu narodzito sie na podstawie analizy
wydajnoéci silnikéw cieplnych. Pytanie o maksymalna wydajnos¢ zamiany
ciepta na prace w procesie cyklicznym prowadzi do procesu rozwazanego
przez Carnota.

Zdefiniujmy jednak wczeéniej silnik cieplny jako uktad termodynamicz-
ny podlegajacy procesowi kolowemu (w ktérym stan poczatkowy jest iden-
tyczny ze stanem konicowym) o nastepujacych krokach

« silnik pobiera ciepto Q2 > 0 z grzejnicy o temperaturze 15
o silnik oddaje ciepto ()1 > 0 do chlodnicy o temperaturze 17 < T5

 silnik wykonuje prace W > 0.

William Thomson, Baron Kelvin (1824-1907) - fizyk brytyjski.
2Rudolf Clausius (1822-88) - fizyk niemiecki, urodzony w Koszalinie.
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a,

§ T
(;ﬁ:—-w

: 2

Q

Rys. 3.1: Proces Carnota.

Poniewaz proces jest kolowy, po jego wykonaniu calkowita energia uktadu
U nie ulega zmianie, AU = 0. Stad z zasady zachowania energii wynika

AU=Qy—Q1—W =0 (3.3)

Stad catkowita praca wykonana przez silnik jest réwna réznicy ciepta po-
branego i oddanego przez silnik

W=0Q2—Q (3.4)

Zdefiniujmy wydajnosé silnika 7 jako stosunek wykonanej przez silnik pracy
do pobranego ciepta

W @

n=_-=1-=

Q2 Q2

Carnot? pokazal, ze maksymalna wydajnoéé jest osiggana przez silnik
pracujacy w cyklu odwracalnym ztozonym z nastepujacych krokéw:

(3.5)

e izotermiczne rozprezanie gazu przy stalej temperaturze Ts, zwiazane
z pobraniem ciepta Q2 z grzejnicy i wykonaniu pracy przez gaz (AB)

o adiabatyczne rozprezanie gazu bez wymiany ciepta z otoczeniem, zwia-
zane ze spadkiem temperatury gazu do wartosci 77 i wykonaniem pracy
przez gaz (BC)

o izotermiczne sprezanie substancji przy statej temperaturze T, zwia-
zane z oddaniem przez gaz ciepta Q1 do chlodnicy i wykonaniem nad
gazem pracy (CD)

3Sadi Carnot (1776-1832) - fizyk i matematyk francuski.
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Rys. 3.2: Odwrotny proces Carnota.

o adiabatyczne sprezanie gazu do stanu poczatkowego, zwiazane z po-
wrotem temperatury gazu do wartoéci To i wykonaniem nad gazem
pracy (DA).

Stosujac rozumowanie dla gazu doskonalego, patrz rozdzial (3.3.1), mozna
otrzymac nastepujacy wynik co do stosunku ciepta oddanego @1 do ciepta
pobranego Q2 we wzorze na wydajnosé silnika (3.5)

T
&G_5h (3.6)

Q2 Th

Stad wydajnosé silnika cieplnego Carnota

T
=1—-— 3.7
e T (3.7)
Poniewaz T7 < T to wydajnosé¢

0<ne<1 (3.8)

Zauwazy, ze 100% wydajno$é osiggneliby$Smy dla temperatury chlodnicy
T1 = 0K. Byloby to jednak sprzeczne ze sformulowaniem Kelvina drugiej
zasady termodynamiki co oznacza, ze temperatura zera bezwzglednego jest
tylko wartoscig asymptotyczna, do ktorej dazy temperatura uktadu termo-
dynamicznego.

Odwracalnos¢ procesu Carnota oznacza, ze silnik moze réwniez pracowaé
w cyklu odwrotnym, pobierajac cieplo @1 > 0 z chlodnicy przy pomocy
wykonanej na silniku pracy W > 0, a nastepnie oddajac ciepto Q2 > 0 do
grzejnicy. Jest to cykl chlodziarki, w ktérym z zasady zachowania energii

Qi+W=0Q2 (3.9)
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P4

Rys. 3.3: Proces Carnota przy pomocy gazu doskonatego.

Definiujac sprawnos¢ chlodziarki tak jak dla silnika pracujacego w cyklu
normalnym

_w
Q2

widzimy, ze jest ona stosunkiem wykonanej na ukladzie pracy do ciepta
oddanego do grzejnicy.

n (3.10)

3.3.1 Dowdd relacji (3.6)

Niech substancja czynna w silniku Carnota bedzie gaz idealny. Energia we-
wnetrzna gazu idealnego zalezy tylko od temperatury, tak wiec nie ulega
zmianie w procesie izotermicznym ab i cd. Stad praca wykonana przez gaz
na odcinku ab jest réwna pobranemu cieptu @2 i zgodnie ze wzorem (2.23)
Wynosi,

Wap = Q2 = RT5 ln(%/va) . (311)
Natomiast na odcinku cd praca wykonana nad gazem jest réwna oddanemu

cieptu @1,
|Weal = Q1 = RT1In(V,/Vy) (3.12)

Tym samym
@ T In(V,/Vy)

= 3.13
QT (Vi) (319

Z réwnania (2.39) otrzymujemy dla procesu adiabatycznego be
To(Vy) =1y (V) ! (3.14)

oraz dla procesu adiabatycznego da

Tr(Vo) =t =Ty ()t (3.15)
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Rys. 3.4: Dowolny silnik X oraz silnik Carnota C pracujacy w cyklu odwrot-
nym.

Dzielac stronami obie réwnoéci otrzymujemy

-G

czyli
Vo Ve
— =— 3.17
V.o (3.17)
Tak wiec iloraz logarytméw we wzorze (3.13) wynosi 1 i stad wzoér (3.6)
Q1 Th
—_— = 3.18
Qe Ty (3.18)

3.4 Maksymalna wydajnos¢ silnika Carnota

Istota dowodu, iz silnik Carnota jest silnikiem o maksymalnej mozliwej wy-
dajnosci jest odwracalno$é procesu Carnota, tzn. moze on pracowaé w
cyklu odwrotnym pobierajac ciepto z chlodnicy przy pomocy pracy i prze-
kazujac je do grzejnicy.

Zalézmy bowiem, ze istnieje silnik X pracujacy w cyklu normalnym
pomiedzy temperaturami grzejnicy o temperaturze T5 i chlodnicy o tem-
peraturze T < T, ktérego wydajnos$é n’ jest wicksza od wydajnosci silnika
Carnota C pracujacego w cyklu odwrotnym w tych samych warunkach,
tzn. ' > ne.

Niech silnik wydajniejszy wykona prace W’ > 0. Z definicji wydajnosci
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wynika, ze cieplo pobrane przez silnik to

W/
a ciepto oddane to
1
Qi=QL,—wW'=w' <77’ - 1> (3.20)

Niech praca W’ zostanie zuzyta w cyklu odwrotnym Carnota C na pobranie
ciepta z chlodnicy. Cieplo pobrane przez silnik Carnota to

1
Q=W ( - 1) : (3.21)
nc
a oddane to W
Qo= — (3.22)
nc

Przy zalozeniu, ze ' > n¢ grzejnica zyskala ciepto gdyz sumaryczny bilans
cieplny jest dodatni,

Q—Qy=W' (7]10—” >0, (3.23)

natomiast chtodnica utracita taka sama wielkos¢ ciepta, gdyz jej bilans ciepl-
ny to
, 1 1
Q-—-Q1=-W{(—-+ (3.24)
nc 1
Jedynym wiec efektem dziatania obu silnikow jest przeniesienia ciepta z ciata
zimniejszego do cieplejszego, co jest sprzeczne z druga zasada termodyna-
miki w sformutowaniu Clausiusa. Tym samym zalozenie o istnieniu silnika o
wydajnoéci wiekszej niz wydajnoéé¢ silnika Carnota prowadzi do sprzecznosci
z przyjeta zasada i musi zachodzié

n' <nc (3.25)

Podobnie mozna udowodnié, ze kazdy inny silnik odwracalny ma wy-
dajnosé ré6wng wydajnosci silnika Carnota 7nc. Gdyby bowiem mial
wydajno$é mniejsza, 7’ < nc, to stosujac powyzsze rozwazania z silnikiem
Carnota pracujacy w cyklu normalnym i silnikiem mniej wydajnym w
cyklu odwrotnym, popadlibyémy w sprzecznos¢ z druga zasadg termody-
namiki, tak jak poprzednio. Stad wynika, ze zalozenie o gazie doskonalym
jako substancji czynnej w silniku Carnota jest czysto techniczne i nie ma
znaczenia dla otrzymanego wyniku.

Podsumowaniem powyzszych rozumowan jest stwierdzenie.
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Tylko silniki pracujgce w cyklu odwracalnym osiggajqe maksymalng
sprawno$é rowng no = 1—"T1 /T, gdzie Ty to temperatura chlodnicy,
a Ty to temperatura grzejnicy

3.5 Entropia

Zauwazmy, ze réownanie (3.6) dla procesu odwracalnego mozna zapisaé w

postaci

o

T, T
Stosunek pobranego lub oddanego ciepta do temperatury, w ktérej to naste-
puje zostal nazwany przez Clausiusa entropig ukladu. Scisle rzecz biorgc
jest to zmiana entropii uktadu, gdyz entropia w termodynamice jest okreslo-
na jedynie z dokladnoscia do statej. Warunek (3.26) dla silnikéw pracujacych
w cyklu odwracalnym oznacza, ze entropia Sy pobrana z grzejnicy jest w
calosci oddana do chlodnicy,

(3.26)

So =5 (3.27)

Poniewaz 15 > 17, réznica Q2 — @1 jest dodatnia i rowna wykonanej pracy
na podstawie zasady zachowania energii (pierwszej zasady termodynamiki).

Dla silnikéw pracujacych w cyklu nieodwracalnym oddane ciepto Q1 jest
wieksze niz dla silnikow odwracalnych przy tym samym cieple pobranym Qs.
Sprawnosé takiego silnika jest mniejsza, gdyz wykonana praca W = Q2 — Q1
jest mniejsza niz dla silnika odwracalnego, tzn.

Q1 _Th

e — 3.28

Q2 Ty (3.28)
Zapisujac te relacje w postaci

Q1 _ Qo

XL X2 3.29

71 - Ty ( )

widzimy, ze entropia przekazana do chtodnicy S przez silnik nieodwracalny
jest wieksza niz entropia pobrana z grzejnicy

Sl > SQ (3.30)

Tym samym silnik nieodwracalny zwieksza entropie Wszech$wiata (chtod-
nicy+grzejnicy).
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Relacja (3.29) jest szczegdlnym przypadkiem nieréwnosci Clausiusa dla
proceséw kotowych
Q2 n (—=Q1)

Ty T
gdzie Q2 to dodatnie ciepto pobrane do ukladu, natomiast —(Q)1 to ujem-
ne cieplo pobrane, czyli oddane, przez uktad. Réwnoé¢ zachodzi tylko dla
silnikéw odwracalnych.

<0 (3.31)

3.6 Entropia jako funkcja stanu

W ogélnosci, dla dowolnego odwracalnego kotowego procesu zachodzi

Qi
T

i odw

=0 (3.32)

Wynik ten mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposéb - suma ciepel pobranych
i oddanych przez uklad (odpowiednio, dodatnich lub ujemnych) podzielona
przez temperature uktadu, w ktorej to nastapilo jest réwna zeru w procesie
kolowym. Zauwazmy, ze z zasady zachowania energii dla takiego procesu
catkowita energia nie ulega zmianie i stad relacja

AU=Qi-W=0 => Y Q=W#0 (3.33)

Oznacza ona, ze ciepto nie jest zachowane w procesie kotowym. Catkowita
zmiana ciepla jest réwna dodatniej lub ujemnej pracy.

W granicy ¢ — oo, réwnanie (3.32) przyjmuje postaé

&
T
Pozwala ono zdefiniowaé entropie jako funkcje stanu. Rozwazmy bowiem
réznice entropii pomiedzy stanami A i B w procesie odwracalnym. Jest

ona réwna sumie wymian ciepta podzielonego przez temperature, zadang w
granicy ¢ — oo calka

=0 (3.34)

odw

ASap = S(B)— S(A) = /B DQ

T (3.35)

odw

Dla procesu kolowego, gdy A = B, otrzymujemy warunek (3.34).

Pokazemy, ze zmiana entropii ASap nie zalezy od stanéw posrednich,
ktére prowadza od stanu A do stanu B. Innymi stowy catka we wzorze (3.35)
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nie zalezy od drogi. W tym celu rozwazmy dwie drogi, C i Cy, prowadzace od
stanu A do stanu B i policzmy réznice catek po tych drogach. Otrzymujemy

o T Lo 17

co oznacza nasza teze. Mozliwoé¢ zamiany drogi Co na droge przebiegana
w kierunku przeciwnym —Cy wynika z odwracalnosci procesu. Tak wigc
entropia w dowolnym stanie B jest okreslona jednoznacznie przez wzor

=0 (3.36)

odw odw

B
S(B) = /A DTQ +5(4) (3.37)

pod warunkiem, ze znamy entropie stanu referencyjnego A. Termodynamika
nie pozwala na okrelenie wartoéci entropii w stanie referencyjnym bez do-
datkowej umowy - potrafimy obliczy¢ jedynie zmiane entropii. Tym niemniej
entropia jest funkcjg stanu, a nie drogi po ktérej stan jest osiggany.

3.7 Forma rézniczkowa entropii

Warunek (3.34) oznacza, ze rézniczka entropii

_Dbe
as=—* (3.38)

dla procesow odwracalnych jest rézniczka zupelna. Pierwsza zasada termo-
dynamiki z praca objetosciowa przyjmuje zatem postac

dU = TdS — pdV (3.39)

z ktorej wynika relacja
1 p
dS = —=d =d A
S T U+ T V (3.40)

Traktujac entropie jako funkcje energii wewnetrznej i objetosci, S = S(U,V),

otrzymujemy
sy 1 s\ _»p
<3U>V_T’ <8V)U_T (345
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Rys. 3.5: Proces odwracalny R i nieodwracalny I.

3.8 Druga zasada termodynamiki a entropia

Na podstawie drugiej zasady termodynamiki w sformutowaniu Kelwina moz-
na pokazaé, ze dla dowolnych proceséw, w ktérych okreslona jest tempera-
tura, zachodzi nieré6wnosé Clausiusa

D9

. (3.42)

gdzie r6wno$¢ ma miejsce tylko dla proceséw odwracalnych. Dowod
tej nier6wnosci przeprowadzimy w rozdziale (3.8.1). Szczegdlny przyklad
jej zastosowania do silnikow cieplnych omoéwiliSmy w poprzednim rozdziale.
W tym rozdziale pokazemy, ze nieréwnosé Clausiusa pozwala sformutowaé
druga zasade termodynamiki przy pomocy entropii.

W tym celu rozwazmy dwie drogi taczace stan poczatkowy A i konco-
wy B, ktére odpowiadajg procesowi odwracalnemu R i nieodwracalnemu I.
Utworzmy proces kotowy I'U(—R), ktérego mozliwosé realizacji po drodze
—R wynika z jego odwracalnosci. Z nieréwnosci Clausiusa dostajemy

D@ DQ
- =< A4
/1 <o (3.43)
Dla procesu odwracalnego zachodzi
D
bQ =S(B)-S(A)=AS (3.44)
r T
i stad relacja dla dowolnego procesu I
D
Ass [D9 (3.45)
1 T

gdzie rownos¢ zachodzi tylko wtedy gdy I jest procesem odwracalnym. Dla
uktadu izolowanego cieplnie D@ = 0 i zmiana entropii uktadu jest nie-
ujemna

AS >0 (3.46)



ROZDZIAL 3. DRUGA ZASADA TERMODYNAMIKI 30

Otrzymujemy w ten sposéb druga zasade termodynamiki sformutowang
przy pomocy entropii.

Entropia ukladu izolowanego cieplnie nigdy nie maleje, osiggajgc w
stanie rownowagi termodynamicznej maksymalng wartosé.

Wazne sa nastepujace uwagi.

e Zasada wzrostu entropii nie stosuje sie do ukladéw nieizolowa-
nych, dla ktérych entropia moze rosnaé lub maleé¢ ze wzgledu na jej
przeptywy do lub z otoczenia.

e Zmiana entropii jest réwna réznicy S(B)—S(A) niezaleznie od tego
w jaki sposdb przebiegal proces pomiedzy stanami A i B, gdyz
entropia jest funkcja stanu.

o Wzér na zmiane entropii uktadu termodynamicznego
D
AS = / bQ (3.47)
c T

jest stuszny tylko dla proces6w odwracalnych, niezaleznie od drogi
C, po ktoérej przebiega proces w przestrzeni stanow.

¢ Dla procesow nieodwracalnych zmiana sumarycznej entropii ukta-
du i otoczenia jest zazwyczaj wieksza niz catka (3.47) - patrz
przykiad w rozdziale 4.1.

« Entropia jest funkcja ekstensywna, tzn. entropia dwoch uktaddéw jest
sumyg entropii kazdego uktadu

Sl+2 =51+5, (3.48)

Uktadem izolowanym cieplnie jest nasz Wszechs$wiat, a wiec entropia
Wszechswiata nigdy nie maleje. Powstaje przy tej okazji pytanie czy Wszech-
Swiat dazy do stanu o maksymalnej entropii, okreslanej jako $mier¢ cieplna
Wszechswiata i co ten stan w praktyce oznacza.

Innym pytaniem jest jak pogodzi¢ odwracalno$é¢ w czasie klasycznych
praw fizyki, ze strzatka czasu wyrdzniajaca kierunek ewolucji Wszechéwia-
ta do stanu o maksymalnej entropii. Laczy sie z tym zagadnienie tamania
symetrii wzgledem odwrdcenia w czasie przez oddziatywania stabe w mikro-
Swiecie.
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Rys. 3.6: Proces uzywany w dowodzie nieréwnosci Clausiusa.

3.8.1 Dowdd nieréwnosci Clausiusa (3.42)

Rozwazmy dowolny uktad termodynamiczny pracujacy w cyklu kolowym, w
ktorym jest okreélona temperatura. Podzielmy go na infinitezymalnie mate
kawalki numerowane indeksem i. Dla dowolnego ¢ zachodzi na podstawie
pierwszej zasady termodynamiki

dU; = DQ; — DW; (3.49)
W procesie kotowym )", dU; = 0 i stad réwnoéc¢ ciepta i pracy uktadu
> DQ;=)_ DW; (3.50)
i i
Niech ciepto D@Q; bedzie dostarczone przez silnik Carnota C; pracujacy w

cyklu odwrotnym pomiedzy chtodnicg o stalej temperaturze Ty a uktadem
o temperaturze T;. Mamy wtedy

DQ; = DQ" + W” (3.51)

gdzie DQEO) jest cieptem pobranym z chlodnicy, a DWZ-(O) jest praca wyko-
nana nad silnikiem Carnota. Z réwnania (3.6) wynika

pQ;  DQY
T, T

(3.52)
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i stad

7

DQi pQ\” 1 (0)

- =—> DO 3.53
R D, (3.53
gdzie ostatnia suma po prawej stronie to sumaryczne ciepto pobrane z lub
oddane do chlodnicy. Liczac je na podstawie (3.50) i ((3.51) otrzymujemy

> Q" =¥ (D@~ pw”) = S pwi - Y oW (3.54)

Ostatnia wyrazenie po prawej stronie jest sumaryczna praca (dodatnia lub
ujemna) uktadu i silnikéw Carnota.

Zarowno uklad jak i silniki Carnota pracuja w cyklach kotowych, po-
wracajac do stanu poczatkowego Jezeli prawa strona réwnania (3.54) jest
dodatnia oznacza to, ze jedynym efektem po wykonaniu cyklu jest pobranie
ciepta z chlodnicy i caltkowita zamiana go na prace. Jest to sprzeczne z dru-
ga zasada termodynamiki w ujeciu Kelvina i stad ), DQEO) < 0. Tak wiec z
réwnania (3.53) otrzymujemy

3 DJ?“' <0 (3.55)

(2
co w granicy ¢ — oo prowadzi do nieré6wnosci Clausiusa (3.42).

Jezeli proces kolowy uktadu jest odwracalny to odwracajac go otrzymuje-
my réwnanie (3.54), w ktérym Y, DQEO) jest cieptem oddanym do chlodnicy.
Aby nie popasé w sprzecznos¢ z druga zasada termodynamiki musimy zato-
zy¢, ze cieplo jest rzeczywiscie oddane, tzn. ), DQ,EO) > 0, a uktad+silniki
wykonaly prace. Tym samym

DQ;
> @ >0 (3.56)
~ T
(2
Laczac to réwnanie z réwnaniem (3.55) otrzymujemy dla odwracalnego pro-
cesu kolowego
DQ

Z T =0 (3.57)

co ostatecznie koniczy dowéd twierdzenia (3.42).



Rozdziat 4

Z.astosowania

4.1 Rozprezanie gazu doskonalego

Niech! gaz doskonaly zamkniety w izolowanym termicznie od otoczenia
pojemniku, zgromadzony w objetosci Vi, rozprezy sie¢ w préznie zajmu-
jac objetos¢ Vo > V;. Rozprezenie nastepuje poprzez gwaltowne usuniecie
przegrody oddzielajacej gaz w préznie. Jest to proces adiabatyczny, gdyz
izolowany termicznie gaz nie wymienil ciepla z otoczeniem. Nie jest to jed-
nak proces kwasistatyczny ze wzgledu na gwaltowne usuniecie przegrody.
Gaz doskonaty nie wykonal przy rozprezeniu w préznie pracy, a wiec jego
energia wewnetrzna U nie zmieniata si¢ i w konsekwencji temperatura 7" nie
ulegta zmianie.

Aby obliczyé zmiane entropii gazu rozwazmy quasistatyczne izoter-
miczne rozprezanie gazu od objetosci V4 do objetoéci Vo > Vi, patrz rozdzial
2.4. Gaz w tym procesie nie jest izolowany termicznie od otoczenia, gdyz w
kazdym kroku procesu nastepuje przeplyw ciepta pomiedzy otoczeniem i
gazem, ktéry utrzymuje gaz w stalej temperaturze T'. Entropia jest funkcja
stanu, a wiec réznica entropii pomiedzy stanami poczatkowym i koncowym
w tym procesie jest taka sama jak w procesie rozprezania gazu w proznie.

Energia wewnetrzna w quasistatycznym procesie izotermicznym nie ule-
ga zmianie, wiec praca W wykonana przez gaz jest rowna cieptu pobranemu
przez gaz z otoczenia Qpobrane

Va Va qVv Vs
W = omne:/ dV = RT — = RTI () 4.1
QP b 1%} b 1%} V " Vl ( )

1Rozdzialy 4.1 - 4.6 powstaly we wspélpracy z Adamem Bzdakiem.

33
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Rys. 4.1: Odwracalne izotermiczne rozprezanie gazu

Stad zmiana entropii gazu

Q b V2
(AS)gaz = % = Rln(vl> >0 (4.2)
Entropia gazu wzrosta, jednoczeénie o ta sama warto$¢ zmalala entropia
otoczenia, dlatego

(As)gaz + (AS)otoczem'e =0 (43)

Calkowita entropia ukladu gaz-+otoczenie dla quasistatycznego procesu izo-
termicznego pozostata wiec stala, nastapit tylko przeplyw entropii. Stad
wynika, ze jest to proces odwracalny.

W procesie rozprezania gazu w préznie zmiana entropii gazu jest dana
wzorem (4.2), natomiast entropia otoczenia nie ulegla zmianie ze wzgledu
na izolacje termiczna pojemnika z gazem. Tym samym calkowita entropia
uktadu+otoczenia wzrosta ze wzgledu na wzrost entropii gazu

(AS>ga2’ + (As)otoczenie = (AS)gaz >0 (4.4)

Rozprezanie gazu w préznie jest wiec procesem nieodwracalnym.

Wazne sg nastepujace uwagi.

o Wzrost (4.2) entropii gazu w procesie adiabatycznego rozprezania ga-
zu w proznie bez wykonywania pracy ma charakter czysto geome-
tryczny, gdyz wynika ze zwiekszenia objetosci przestrzeni konfigura-
cyjnej dostepnej dla gazu. Tym niemniej, jedyna metoda obliczenia
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zmiany entropii w termodynamice fenomenologicznej jest postuzenie
sie odwracalnym procesem izotermicznym, w ktorym zmiana entropii
zachodzi na skutek przeplywu ciepta, zgodnie ze wzorem dS = DQ/T.

o Jezeli proces rozprezania izolowanego od otoczenia gazu w proznie jest
procesem adiabatycznym kwasistatycznym, przechodzacym przez ko-
lejne stany rownowagi, to gaz wykonuje prace. Jego energia wewnetrz-
na zmniejsza sie, natomiast entropia nie ulega zmianie, gdyz DQ =0
i stad

(AS)ga-=0 (4.5)

Jest to proces odwracalny, gdyz mozna powrdci¢ do stanu poczatkowe-
go sprezajac kwasistatycznie gaz bez zmian zachodzacych w otoczeniu.

4.2 Przewodnictwo cieplne

Rozwazmy dwa ciata o temperaturach odpowiednio T3 i 15, ktére sa w kon-
takcie termicznym miedzy soba, ale jako catos¢ sg izolowane od otoczenia.
Calkowita energia wewnetrzna tych cial pozostaje wiec stata

d(Uy +Uy) =0 (4.6)

Jedynym zachodzacym procesem jest wymiana ciepta miedzy cialami, ktora
na ogo6l nie jest procesem réwnowagowym.

Wystarczy wyobrazié¢ sobie co sie dzieje po zetknieciu dwoch cial o tem-
peraturze na przyktad 100 K i 1000 K. Proces jest gwaltowny, ale po pewnym
czasie ustali sie stan réwnowagi termodynamicznej, w ktérym przeplywy cie-
pla ustana, a oba ciala beda mialy te sama temperature réwnowagi T. Z
drugiej zasady termodynamiki, ktéra mowi, ze nie jest mozliwy przeptyw
ciepta od ciala zimniejszego do cieplejszego, wynika, ze T znajduje sie po-
midey T1 i TQ.

Aby obliczyé temperature rownowagi T postuzymy sie rozumowaniem,
w ktérym stan poczatkowy oraz stan konicowy cial taczymy trajektoria w
przestrzeni stanéw réwnowagowych. W tym celu rozwazmy dla kazdego ciala
z osobna dwa procesy kwasistatyczne, w ktorych wymieniane jest jedynie
ciepto pomiedzy cialami a kolejno dolaczanymi nieskoriczonymi? zbiorni-
kami ciepta, o temperaturach réznigcymi sie o wartos¢ +d1" od aktualnych
wartosci temperatury cial.

2To znaczy, ze pojemnos¢ cieplna zbiornika jest tak duza, iz przeptyw ciepta pomiedzy
zbiornikiem a ciatem nie zmienia temperatury zbiornika z doktadnoécia liniowa w dT'.
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DQ, DQ,

Rys. 4.2: Pierwszy krok w procesie wyréwnania temperatur (4.9) dla 75 > T7.

W kazdym kroku procesu, do ciata zimniejszego wplywa ze zbiornika
ciepto
D@ = CydIh (4.7)

powodujac wzrost temperatury ciala o infinitezymalna wartos¢ d17, do war-
tosci temperatury zbiornika. Podobnie, z ciata cieplejszego odplywa do zbior-
nika taka sama wartosé ciepta

DQs = CydT, (4.8)

powodujac obnizenie temperatury ciata o d15. Realizowane sg wiec dwa ciagi
proceséw rownowagowych. Na przykiad, dla 77 < T zachodzi

T — (T1+dT1) — (T1+2dT1) —...—T,
TQ — (T2 — dTg) — (T2 — QdTg) —...—T, (49)

natomiast dla 77 > T, zamieniamy znaki w ciggu proceséw. Pierwszy krok
w tych procesach jest pokazany na rysunku 4.2.

Dla Ty < T* < T3, ciepto pobrane w sumarycznym procesie to

T*
AQl = CydIl >0 (4.10)
T
natomiast ciepto oddane to
T*
AQQZ/ CydT <0 (4.11)
Ts

Sumarycznej bilans wymiany ciepta dla calego procesu wynosi

AQr =—-AQ2 (4.12)
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co dla stalego ciepta wlasciwego, Cy = const, daje réwnanie
Cy(T,—T) =Cy(To —Ty) (4.13)
z ktérego wyliczamy temperature rownowagi

T, = 3(T1 + T») (4.14)

Policzmy calkowita zmiane entropii w calym procesie (4.9). Wymaga to
sumowania (caltkowania) po niezaleznych wymianach ciepla

T CydT L CydT
AS = V2o / v (4.15)
T n T
Dla statego Cy, znajdujemy
T* T* (Tl + T2)2
AS=Cyln| — |+Cyln| = | =CyIn| ——— 4.16
v n<T1> i H(T2) v n( 4T, (4.16)
Poniewaz argument logarytmu jest wiekszy od jedynki, gdyz
(Ty +T)? > 4T\ Ty, (4.17)
otrzymujemy wzrost entropii
AS >0 (4.18)

Proces wyréwnania temperatur w ukladach izolowanych od otoczenia jest
nieodwracalny. Studzac szklanke z goraca herbata zwickszamy entropie
Wszechswiatal!

Wzor (4.16) jest symetryczny ze wzgledu na zamiane temperatur. Nie-
odwracalny kierunek procesu jest wiec zakodowany w takiej samej dodatniej
zmianie entropii dla obu przypadkéw, 15 > T7 oraz 17 > Ts.

Warunek wzrostu entropii pozostaje prawdziwy dla réznych pojemnosci
cieplnych Cy obu cial, ktére moga zaleze¢ od temperatury, gdyz stuszne jest
twierdzenie.

Twierdzenie

Dla catkowalnych i dodatnich funkcji Cy1(7T) i Cy2(T) istnieje dokladnie
jedna warto$¢ 7% € (T1,T5), dla ktérej zachodzi

T* 1>
Cyv1(T)dT = / Cy2(T)dT (4.19)

*

T
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Dla tak otrzymanej warto$ci 7™ zachodzi

T

2 T 4.20
T - (4.20)

W powyzszym twierdzeniu T, jest temperatura réwnowagi termodyna-
micznej, wynikajaca z warunku (4.12) zapisanego dla dowolnych ciepel wta-
Sciwych. Nier6wnosé (4.20) jest warunkiem wzrostu entropii (4.15) w takim
przypadku. Po dowdd tego twierdzenia odsylamy czytelnika od Dodatku A.

4.3 Nieodwracalnos¢ przeplywu ciepta

Aby lepiej zrozumieé wynik (4.16), rozwazmy dwa ciata bedacych w kontak-
cie termicznym i izolowanych od otoczenia o temperaturach

TW=T-AT, To =T+ AT (4.21)

gdzie réznica temperatur jest skonczona, ale mala, |AT| < T, a znak AT
pozostaje nieokreslony. Wtedy zmiany entropii w procesie wyréwnania tem-
peratur do wartosci 1" dla obu uktadéw wynosza z doktadnoscia do cztonéw
kwadratowych w AT

T dr AT (AT)?
ASl—CV/TiAT—T ~Cy ( T+

T 4ar AT  (AT)?
A% =Cy /T—i—AT T~ <_T T (422)

Dla inifinitezymalnych wartosci AT = dT — 0, zachowujemy tylko wy-
razy liniowe i stad infinitezymalne zmiany entropii ciat
CydT

dSy = = = —dS, (4.23)

Mozemy zinterpretowaé te relacje jako bezposredni przeplyw entropii pomie-
dzy cialami réznigcymi sie o infinitezymalng warto$é¢ temperatury. Bedzie
to proces odwracalny poprzez zmiane znaku d7'. Dlatego catkowita entropia
dwoéch cial pozostaje stata,

dS =dS1+dS; =0 (4.24)
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Dla skoniczonych, ale matych wartosci AT, zatrzymujemy wyrazy kwa-
dratowe w (4.22), otrzymujac dla calkowitej zmiany entropii

(AT)?
T2

co oznacza, ze w ukladzie dwoéch cial zostala wyprodukowana entropia.

AS =Cy

>0 (4.25)

Kwadratowa zalezno$é od AT w powyzszym wzorze oznacza, ze produk-
cja entropii jest taka sama dla obu kierunkéw przepltywu ciepta: £+ AT. Ze
wzgledu na wzrost entropii, proces ten jest nieodwracalny. Mozna go jed-
nak zinterpretowac jako ztozenie odwracalnego przeptywu entropii pomiedzy
ciatami i produkcji entropii w obu ciatach. Mechanizm takiej produkcji nie
moze by¢ jednak wyjasniony w ramach termodynamiki réwnowagowe;.

4.4 Przeplyw ciepta w procesie Carnota

Rozwazmy proces wystepujacy w analizie silnika Carnota, gdy mamy do
czynienia z dwoma nieskonczonymi zbiornikami ciepta o ustalonych tempe-
raturach, T» > T} (grzejnica i chlodnica). Przeplywowi ciepta AQ > 0 od
grzejnicy do chlodnicy towarzyszy dodatnia zmiana entropii obu zbiornikéw

AQ  AQ 1 1
AS=——+—=AQ|=——=1]>0 4.26

Ty * T @ ( ) (4.26)
co oznacza, ze proces jest nieodwracalny.

Dodajac do tego procesu odwracalny silnik Carnota, ktory wykonuje
prace W > 0 z maksymalna sprawnoscia

= =1——" (4.27)

powodujemy, ze proces staje sie odwracalny. Z zasady zachowania energii
wynika bowiem, ze ciepto oddane do chtodnicy wynosi teraz

AQ1=(AQ-W) < AQ (4.28)
i catkowita zmiana entropii to
AQ  AQ 1 1 w
AS=——>= =AQ|—=——=)—— 4.2
5 T5 + T Q <T1 T2> T ( 9)
Wyliczajac z warunku (4.27),
w 1 1
— =AQ [ —— — 4.
T ? (Tl TQ) (4.30)
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otrzymujemy
AS=0 (4.31)
Proces przeptywu ciepla polaczony z wykonaniem pracy przez odwracalny
silnik Carnota stal sie odwracalny!
Mozemy wiec w odwrotnym cyklu Carnota pobraé¢ ciepto z chtodnicy
i przenie$¢ je do grzejnicy. Nie narusza to drugiej zasady termodynamiki

w sformulowaniu Clausiusa, gdyz odbywa sie to kosztem dodatkowej pracy
dostarczonej do silnika Carnota z zewnatrz.

Powyzsze rozumowanie pozwala popatrze¢ na odwracalny cykl Carnota
jako proces, w ktérym w sposdb maksymalnie mozliwy w $wietle drugiej
zasady termodynamiki zamieniana jest czeS¢ pobranego ciepta na prace po-
przez redukcje do zera zmiany entropii zbiornikow w cyklu.

4.5 Entropia gazu doskonalego

Korzystajac ze wzoru (2.30),

ou ou
DQ=d dV =\ =) dI'+| =) d d 4.32
Q=av+pav = (55) ar+(Gp) avepav. (432

otrzymujemy wzor na zmiane entropii w procesie odwracalnym

=303, 1 (5),

Warunek dla entropii S = S(7,V) jako rézniczki zupelnej w rozwazanym

przypadku to
o 1 /70U 01 oU
av [T (aTM =ar [T ((av)ﬁpﬂ (434)

Traktujac wielkoéci w nawiasach kwadratowych jako funkcje dwoch nieza-
leznych parametréow (7,V), otrzymujemy po wykonaniu rézniczkowan na-

stepujace rownanie
oUu op
) =7(=2) — 4.
(av), =7 (52), (43

Wzér ten wiaze wlasnosci energii wewnetrznej uktadu termodynamicznego
z rownaniem stanu. W Dodatku B przedstawimy wyprowadzenie Feynmana
tego wzoru.
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Wykorzystujac réwnanie stanu gazu doskonalego p =nRT/V po prawej
stronie réwnania dostajemy

Op nRT
T(aT)V—p_V —p=0 (4.36)
Jako wniosek U
-~ — 4,
( aV)T 0, (4.37)

co oznacza, ze energia wewnetrzna gazu doskonatego nie zalezy od objetosci i
jest jedynie funkcja temperatury, U = U (T'). Jest to konsekwencja zalozenia,
ze entropia S jest funkcja stanu oraz réwnania stanu gazu doskonatego.

Korzystajac z réwnania (4.33) i réwnania stanu gazu doskonatego, otrzy-
mujemy

dT av
ds = — R— 4.38
nev o +n v (4.38)
gdzie ¢y jest molowym cieplem wlasciwym. Stad entropia przy zalozeniu,

ze cy nie zalezy od temperatury
S=ncylInT+nRInV + 5 (4.39)

gdzie stata Sy pozostaje nieokre$lona. Logarytm objetosci otrzymalidmy juz
rozwazajac przemiane izotermiczng gazu doskonalego, teraz znajdujemy po-
dobng zalezno$é¢ od temperatury.

4.6 Wielkosci i parametry ekstensywne

Zalézmy, ze mamy do czynienia z uktadem termodynamicznym zlozonym z n
moli substancji w objetosci V. Zwigkszmy taki uklad dwukrotnie dodajac do
niego identyczny uktad w tym samym stanie co wyjsciowy. Jezeli zatozymy,
ze uklady nie oddzialuja ze soba to energia wewnetrzna nowego uktadu jest
réwna sumie energii podukladéw

U2n,2V)=U(n,V)+U(n,V)=2U(n,V) (4.40)

Oznacza to w szczegllnosci, ze energia jest proporcjonalna do masy uktadu,
ktéora w tym przypadku wzrosta dwukrotnie. Tak samo wzrosta objetosé
uktadu V' przy zachowaniu stalej gestosci n/V.

Zaréwno wielkodci jak i parametry termodynamiczne, ktére sa proporcjo-
nalne do masy uktadu nazywamy ekstensywnymi. Wielkoscia ekstensywna
jest tez entropia, gdyz w przykltadzie powzej

S(2n,2V)=S(n,V)+S(n,V)=25(n,V) (4.41)
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W ogblnosci warunek ekstensywnosci mozemy zapisa¢ jako warunek skalo-
wania dla dowolnego A > 0,

S(An,AV) =AS(n,V) (4.42)

Jezeli zalozymy, ze Sy we wzorze (4.39) jest stala to wzér na entropie
gazu doskonaltego nie spetnia tego warunku, gdyz zachodzi

(An)eyInT + (An) RIn(AV)+ Sy # AneyInT+nRInV +Sy)  (4.43)

Prowadzi to do paradoksu Gibbsa, gdyz dzielac myslowo uktad gazu dosko-
natego na mniejsze nieoddzialujace miedzy soba poduktady nie dostaniemy
wlasnosci ekstensywnosci entropii. Aby to otrzymaé Sy musi mieé¢ postaé

Sp = —nRlnn+nS) (4.44)

gdzie S|, jest niezalezna od liczby czastek stala. Wtedy entropia gazu dosko-
nalego
S=ncyInT+nRIn(V/n)+nS) (4.45)

ma wlasnosé (4.42). Mechanika statystyczna, patrz rozdzial 9, prowadzi do
takiego rozwiazania.



Rozdziat 5

Potencjaly termodynamiczne

5.1 Entropia

Z nieréwnodci (3.45) zapisanej w postaci rézniczkowej

ds > DTQ (5.1)

wynika nastepujaca relacja dla rézniczki zupelnej energii
dU = DQ —pdV <TdS —pdV (5.2)
i stad dla rézniczki entropii otrzymujemy
ds > ~dau+Lav (5.3)
T T

Dla ukladéw izolowanych od otoczenia (dU = 0) oraz nie wykonujacych pra-
cy (dV =0) entropia nie maleje, osiagajac w stanie réwnowagi maksimum,

dS >0 (5.4)

co jest trescia drugiej zasady termodynamiki.

Dla infinitezymalnych zmian odwracalnych zachodzi
1 P
dS = =dU+ =dV 5.5
T+ (5.5)

Traktujac entropie jako funkcje S = S(U,V) mamy

o5 o8
ds = <8U>VdU+ <W>UdV (5.6)

43
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i stad otrzymujemy

) R, e

Z rownan tych po wyeliminowaniu U wynika réwnanie stanu

5.2 Energia wewnetrzna

7, warunku
dU <TdS — pdV (5.9)

wynika, ze dla uktadu izolowanego termicznie i mechanicznie (dS =dV =0),
energia wewnetrzna nie wzrasta, osiagajac w stanie réwnowagi mini-
mum,

dU <0 (5.10)
Dla infinitezymalnych zmian odwracalnych zachodzi
dU =TdS —pdV (5.11)

Traktujac energie jako funkcje entropii i objetosci, U = U (S, V), mamy

U oU
dU = (aS)VdSJr ((W)de (5.12)

i stad otrzymujemy réwnania Mazwella', z ktérych mozna otrzymaé wszyst-
kie wlasnoéci termodynamiczne ukiadu

@), (), o

Z réwnan tych po wyeliminowaniu S wynika réwnanie stanu, f(7,p, V) =0.

5.3 Entalpia

Dodajac do obu stron relacji (5.9) rézniczke zupelna

d(pV) =pdV +Vdp (5.14)

! James Clerk Maxwell (1831-79) - fizyk i matematyk szkocki.
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otrzymujemy

dH <TdS+Vdp (5.15)
gdzie wprowadziliémy nowa funkcja stanu, entalpie
H=U+pV (5.16)

Dla ukladu izolowanego termicznie, w stalym ci$nieniu (dS = dp = 0) en-
talpia nie wzrasta, osiagajac w stanie réwnowagi minimum,

dH <0 (5.17)

Dla infinitezymalnych zmian odwracalnych

dH =TdS+Vdp (5.18)
Znajac H = H(S,p), mamy
OH OH
H=(— —_— 1
d <8S>pd5+(ap>sdp (5.19)

skad otrzymujemy z relacji Maxwella

T @I;)p, V= (%ﬁf)s (5.20)

Z réwnan tych po wyeliminowaniu S wynika réwnanie stanu, f(7,p,V)=0.

5.4 Energia swobodna Helmholtza

W praktyce nie kontrolujemy entropii, jedynie temperature. Odejmujac od
obu stron relacji (5.9) rézniczke zupelna

d(TS)=TdS+ SdT (5.21)
otrzymujemy
dF < —=5dT —pdV (5.22)
gdzie
F=U-TS (5.23)

jest energig swobodng Helmholtza®. Dla ukladu izolowanego mechanicznie
w stalej temperaturze (dV = dT = 0) energia swobodna nie wzrasta,
osiggajac w stanie réwnowagi minimum,

dF <0 (5.24)

2Hermann von Helmhotz (1821-94) - fizyk niemiecki.



ROZDZIAL 5. POTENCJALY TERMODYNAMICZNE 46

Dla infinitezymalnych zmian odwracalnych
dF = —=SdT —pdV (5.25)

Znajac F' = F(T,V), mamy

oF oF
F=(— T+ | =— 2
d <8T>Vd +<8V)Tdv (5.26)
skad wynikaja réwnania Maxwella
oF oF
- _ == 2
s=-(or)y = (w), 527

Ostatnie réwnanie jest réwnaniem stanu, f(7,p,V) =0.

5.5 Potencjal Gibbsa

Zwykle reakcje chemiczne zachodzg przy stalym cignieniu atmosferycznym.
W zwiagzku z tym potrzebujemy nowa funkcje, ktéra osiaga minimum w
stanie réwnowagi. Dodajac rézniczke zupelna

d(pV) =pdV +Vdp (5.28)
do obu stron nieréwnosci (5.22) dostajemy
dG < —SdT'+Vdp (5.29)

gdzie
G=F+pV (5.30)

jesty potencjatem Gibbsa® lub entalpig swobodng. Dla proceséw w stalym
ci$nieniu i temperaturze (dp = dT = 0) potencjal Gibbsa nie wzrasta,
osiggajac w stanie réwnowagi minimum,

dG <0 (5.31)
Dla infinitezymalnych zmian odwracalnych

dG = —SdT +Vdp (5.32)

3 Josiah Willard Gibbs (1839-1903) - fizyk amerykariski.
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’ Nazwa \ Potencjat \ Rownanie Proces \ Warunek ‘
entropia | S=S(U,V) | dS=>dU/T+ (p/T)dV | dU=dV =0| dS>0
energia | U=U(S,V) dU <TdS — pdV dS=dV=0| dU<0
entalpia | H=U+pV dH <TdS+Vdp dS=dp=0 | dH <0
energia F=U-TS dF < —SdT —pdV dl'=dV =0| dF <0
swobodna
entalpia | G=F+pV dG < —=SdT+Vdp dl'=dp=0 | dG<0
swobodna

Tablica 5.1: Potencjaly termodynamiczne i odpowiadajace im procesy, w

ktérych osiagaja one minimum lub maksimum.

i jezeli znamy G = G(T,p) to

oG oG
= R — _—
dG <8 )pdﬂ +(8p>po

skad otrzymujemy rownania Maxwella

oG
5‘<a:r>p’

Ostatnie rownanie jest réwnaniem stanu.

oG
-
op/)r

5.6 Potencjal chemiczny

(5.33)

(5.34)

Jezeli liczba czastek w ukladzie ulega zmianie to pierwsza zasade termody-

namiki dla proceséw odwracalnych mozna uogélni¢ do

dU = TdS — pdV + pdN

(5.35)
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gdzie p nazywamy potencjalem chemicznym. Zmiana energii dU jest réz-
niczka zupelna, tak wiec
ou
=== 5.36
a <3N )s,v (5.36)

Potencjatl chemiczny jest wiec réwny energii potrzebnej do dodania jednej
czastki do uktadu izolowanego cieplnie o statej objetosci.

Zmiana energii swobodnej dla proceséw odwracalnych jest dana przez
dF = =SdT' — pdV + udN (5.37)

co prowadzi do réwnania Maxwella dla procesu przy statym 7"i V

oF
=== 5.38
a (31\7 )T,V (5.38)
Podobnie, zmiana potencjatu Gibbsa w procesie odwracalnym to
dG = —-SdT'+Vdp+ pdN (5.39)

i stad dla proceséw ze stalym T i p

w= (((;?[)T’p (5.40)

5.7 Wielki potencjal Gibbsa

W wielu uktadach relatywistycznych liczba czastek nie jest zachowana. Nie
mozemy wtedy ustali¢ liczby N; mozemy jednak ustali¢ u. W zwiazku z tym
wprowadza sie wielki potencjal Gibbsa

G=G—uN (5.41)

Odejmujac rézniczke d(uN) = udN + Ndp od obu stron réwnania (5.39),
dostajemy dla proceséw odwracalnych

dG = —-SdT'+Vdp— Ndu (5.42)
7 nieréwnosci Clausiusa wynika warunek
dg <0 (5.43)

ktory mowi, ze w procesach z dT' = dp = du wielki potencjal Gibbsa osiaga
minimum.
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Znajac G = G(T,p, ) obliczymy

oG 0g 0g
ag=-(57) ar+(5) ap+(5)) d 5.44
or Viu 8}7 T,u b 8:“ S,V : ( )

i stad zachodzi na podstawie por6wnania z réwnaniem (5.42)

o) (&) (5)
S=—|55 , V=|+ , N=—|+— 5.45
<6T V,u 8]9 T,p aiu S,V ( )

7 dwéch ostatnich réwnan po wyeliminowaniu p otrzymujemy réwnanie sta-
nu

f(T,p,V,N)=0 (5.46)

5.8 Warunki ré6wnowagi termodynamicznej
Zapiszmy réwanie (5.35) w postaci
1 D %
dS=—=dU+ =dV — =dN 5.47
7T T (5.47)

Jezeli potraktujemy entropie jako funkcja energii, objetodci i liczby czastek,
S =S(U,V,N), to z warunku rézniczki zupelnej otrzymujemy

(25 L (B) sz (B _h sy
ou)yy T’ ovV)un T’ ON/)yy T '

Rozwazmy dwa zbiorniki kontaktujace sie z soba termicznie oraz me-
chanicznie, ale pozostajace odizolowane od otoczenia. Po osiagnieciu stanu
réwnowagi termodynamicznej entropia catego uktadu wynosi

S(U,V,N) = (U1, Vi, Ni) + So(Us, Vo, No) (5.49)
oraz zachodza warunki
U=U;+Us, V=V+VW, N =N;+ Ny (5.50)

W stanie rownowagi catkowita entropia ukltadu izolowanego osiagga maksi-
mum. W zwiazku z tym zmiana entropii przy infinitezymalnych zmianach
energii, objetodci i liczby czastek obu ukladéw wynosi zero

05 =051+659=0
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przy spelnieniu warunkow wynikajacych z izolacji uktadu i zachowanej liczby
czastek

SUL+0Us =0,  0Vi+6Va=0,,  Ni+6No=0 (5.51)

Na ich podstawie oraz przy wykorzystaniu relacji (5.48), otrzymujemy

55 = (-7 o+ (B-BYovi- (M- L2Ysmi—0 (.2

7 dowolnosci 0U1,6V1,0 N1 wynika

1 1 P P2 )
== £ _ £ === 5.53
T Ty’ n Ty AT L ( )

i stad réwnosé temperatur, cinienn i potencjaléw chemicznych jako warunek
réwnowagi termodynamicznej uktadéw

Ty =T, P1=D2, p1 = 2 (5.54)



Rozdziat 6

Entropia Boltzmanna

6.1 Trzecia zasada termodynamiki

Entropia jest okreslona z dokladnoscia do stalej, a w procesach termody-
namicznych okreslamy jedynie jej zmiany. Czy istnieje bezwzgledna wartoséé
entropii, ktéra mozna przyporzadkowaé kazdemu uktadowi termodynamicz-
nemu?

Na to pytanie odpowiedzial Nernst! formulujac trzecia zasade termo-
dynamiki.

W granicy gdy temperatura T — 0 entropia S dgzy do stalej uniwer-
salnej, S — Sy.

Planck zaproponowal warto$é¢ Sp = 0, ktéra moze dotyczy¢ jedynie faz
czystych i skondensowanych, jak przyktadowo metale. Czysta faza skonden-
sowana w T'= 0 powinna znajdowaé w réwnowadze pelnej w Scisle okre-
Slonym stanie o najnizszej energii. W ogdlnodci istnieje jednak entropia
resztkowa Sy, do ktorej dazy entropia, gdy T'— 0. Przyktadem takiej sytu-
acji jest uktad N identycznych atoméw tworzacych krysztal domieszkowany
jednym atomem innym niz pozostate. Entropia resztkowa odpowiada temu,
ze atom ten moze znajdowaé sie w réznych weztach sieci. Nie jest to faza
czysta, gdyz uktad znajduje sie w stanie réwnowagi niepelnej, gdy domiesz-
kujace atomy zmieniaja swoje polozenie.

Jednym z wnioskow z trzeciej zasady termodynamiki jest odpowiedZ na
pytanie jak zachowuje sie pojemnosé¢ cieplna uktadu przy statej objetosci,

Walther Nernst (1864-1941) - fizyk niemiecki, urodzony w WabrzeZnie.

o1
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Cy(T), w granicy T — 0. Jezeli podgrzejemy uklad o dT stopni przy stalej
objetosci V' to pochlonie on ciepto DQ = Cy(T')dT. Tym samym entropia
uktadu o temperaturze T' jest dana przez

S(T) = /OTCVZE,T/)dT’+SO (6.1)

przy zaltozeniu, ze catka w powyzszym wzorze istnieje. Calka istnieje, gdy
Cy(T)~T<, a>0 (6.2)

dla T"— 0. Stad, pojemno$¢ cieplna dazy do zera, gdy istnieje entropia dana
wzorem (6.1)
Cy(T)—0, gdy T—0 (6.3)

Jezeli pojemno$¢ cieplna nie zachowuje sie tak jak powyzej (jest tak na
przyktad dla gazu doskonatego) to jedyne co mozemy policzy¢ przy pomocy
wzoru caltkowego z pojemnodcia cieplna to réznica entropii. Zaktadajac, ze
znamy entropie S(Tp) ukladu w temperaturze Ty, otrzymujemy

s(r)-s(m) = [ AT

dr’ 4
T (6.4)

Préba przejscia z Ty — 0 prowadzi do rozbieznej catki po prawej stronie row-
nania (6.4). Tak samo zachowuje sie entropia S(71p), aby S(T") bylo skon-
czone. Oznacza to, ze entropia ukladu nie istnieje w tej granicy (tak jest dla
gazu doskonalego). Fizyczne powody takiej sytuacji oznaczaja najczesciej
wyjscie poza zakres stosowalno$ci modelu uktadu termodynamicznego lub
przejécie fazowe na drodze T — 0, prowadzace do uktadu termodynamicz-
nego z nowymi stopniami swobody.

6.2 Statystyczna definicja entropii

Pelne zrozumienie warunku Nernsta jest mozliwe na gruncie statystycznej

definicji entropii, wprowadzonej przez Boltzmanna?.

Niech A oznacza stan termodynamiczny ukladu okre$lony przez para-
metry makroskopowe ukladu, takie jak temperatura, ci$nienie, objeto$é¢ czy
liczba czastek. Od tej pory taki stan bedziemy nazywaé¢ makrostanem.
Interpretujac uktad termodynamiczny jako uktad mikroskopowy ze sktadni-
kami, ktorymi mogg by¢ klasyczne czastki punktowe lub czastki kwantowe,

2Ludwig Boltzmann (1844-1906) - fizyk austriacki.
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atomy czy czasteczki chemiczne, wprowadzmy pojecie mikrostanu charak-
teryzujacego taki uktad. W przypadku klasycznych czastek moglaby to byé
pelna lub czesciowa informacja o potozeniu i pedzie kazdej czastki, a dla
czastek kwantowych bylby to stan kwantowy scharakteryzowany przez od-
powiednie liczby kwantowe.

Oznaczmy przez I'(A) catkowita liczbe mikrostanéw ukladu odpowiada-
jacych danemu stanowi makroskopowemu A. Wtedy entropia Boltzman-
na stanu A to

S(A)=kInT'(A) (6.5)
gdzie k to stala Boltzmanna.

Warunek Nernsta z Sy = 0 oznacza, ze dla T'— 0 uklad dazy do jedynego
mozliwego mikrostanu w tej temperaturze. Problem czy taki stan istnieje
w rzeczywistoéci fizycznej wymaga szczegdlowej analizy opartej o zasady
mechaniki kwantowej, co pozostaje poza zakresem tego wykltadu.

6.3 Przyklad

Przydatno$é takiej definicji entropii zilustrujemy na nastepujacym modelo-
wym przykladzie.

Rozwazmy izolowany od otoczenia zbiornik o objetosci 2V i podzielmy
go mys$lowo na polowe. Po umieszczeniu w zbiorniku N rozréznialnych
czastek, okreslmy mikrostan takiego ukladu przez podanie, w ktorej potéwce
zbiornika znajduje sie kazda czastka. Bedzie to wiec N wyrazowy ciag zer i
jedynek, na przyklad

(110...110) (6.6)

—_———
N

gdzie 0 oznacza, ze czastka jest w prawej poldéwce, natomiast 1 oznacza,
ze czastka jest w lewej poldéwce zbiornika. Calkowita liczba mikrostandw
uktadu wynosi wiec 27V,

Zaloézmy, ze wszystkie czastki uktadu znajduja sie w lewej poléwce zbior-
nika, co definiuje makrostan A ukladu. Taka sytuacja moze nastapi¢ w
wyniku sprezenia uktadu do potowy zbiornika. Otrzymujemy w ten sposob
tylko jeden mikrostan z samymi jedynkami

(111...111) (6.7)
Stad entropia stanu A wynosi

Sy=knl=0 (6.8)
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Niech B bedzie makrostanem, dla ktérego czastki uktadu moga znaj-
dowaé sie w calej objetosci zbiornika bez zadnych ograniczen. Odpowiada
to na przyktad usunieciu fizycznej przegrody dzielacej zbiornik i rozprezeniu
gazu w proznie. Kazdy mozliwy mikrostan, tacznie ze stanem (6.7), odpo-
wiada makrostanowi B i stad entropia

Sp=kmn2", (6.9)
przyjmujaca maksymalna wartos¢. Réznica entropii dla tych standéw
AS =Sp— S =FkIn2Y =kNIn2 (6.10)

jest wynikiem, ktéry otrzymaliSmy z rozwazan termodynamicznych dla roz-
prezenia gazu w préznie ze zbiornikiem podzielonym przegroda na dwie cze-
Sci o réwnej objetosci, poréwnaj wzor (4.2)!

Na podstawie tego przykladu mozemy sformutowaé interpretacje fizycz-
na drugiej zasady termodynamiki, mowigca o wzroscie entropii w procesach
zachodzacych w ukladach izolowanych od otoczenia

Uklad izolowany dgzy do makrostanu z maksymalng liczbg mikrostanow.

Zwrbémy uwage, ze entropia jest proporcjonalna do liczby czastek V. Dla
makroskopowej liczby N ~ 10?3, pomimo malej wartosci stalej Boltzmanna,
k ~ 10723 J/K, entropia jest rzedu jedynki w przyjetym uktadzie jednostek

S~ kN ~1J/K (6.11)

6.4 Uogodlnienie dla dowolnej liczby komoérek

Przedstawiony przyklad mozna uogdlni¢ wprowadzajac podzial myslowy
zbiornika o objetosci 2V na 2M komorek o identycznej objetosci, w kto-
rych umieszczamy N rozréznialnych czastek.

Mikrostan uktadu jest okreslony przez N wyrazowy ciag z elementami
ze zbioru {1,2,...,2M}, okreslajacymi w ktérej komorce znajduje sie czast-
ka. Przykladowo, dla 2M = 4 komoérek jeden z mikrostandéw to ciag

(134...122) (6.12)

—_———
N

Zakladajac, ze w pojedynczej komoérce moze znajdowaé sie dowolna liczba
rozréznialnych czastek, otrzymujemy (2M )Y mozliwych mikrostanéw.
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Dla stanu A z czastkami tylko w lewej potéwce zbiornika, mamy naste-
pujaca liczbe mikrostanéw
Ly=MN (6.13)

natomiast dla stanu B bez zadnych ograniczen, otrzymujemy
I'p=2M)>N (6.14)
mikrostanéw. Stad zmiana entropii po usunieciu przegrody
AS=Sp—Sa=kNIn(2M)—kNInM = kNIn2 (6.15)

Otrzymujemy wiec te sama zmiane entropii co poprzednio, identyczng ze
zmiang wyliczong z rozwazan termodynamicznych!

Jako wniosek, warto$¢ bezwzgledna entropii makrostanu uktadu zale-
zy od definicji mikrostanu - w przykladzie to sposéb podzialu zbiornika
na elementarne komérki. Jednak réznica entropii pomiedzy dwoma stanami
makroskopowymi od tej definicji nie zalezy. Dlatego entropi¢ Boltzmanna
nazywa sie entropiq ziarnistg (po angielsku "coarse-grained entropy").

6.5 Uklad w stanie réwnowagi

Jak wyglada rozktad czastek w zbiorniku o objetosci 2V po rozprezeniu i
ustaleniu stanu réwnowagi. Podzielmy myslowo zbiornik na potowe i okresl-
my jego makrostan poprzez podanie ile czastek znajduje sie¢ w kazdym z
dwdch poduktadéw o réwnych objetosciach V/

(n1,n2), gdzie ni+ng = N = const (6.16)

gdzie N dla uproszczenia analizy jest parzyste. Makrostan odpowiada sy-
tuacji, gdy makroskopowo widzimy ile jest czastek w kazdym poduktadzie,
ale nie potrafimy zobaczy¢ ich mikroskopowych numeréw, ktére je rozrdz-
niaja. Uktad jako calosc¢ jest izolowany od otoczenia, mozemy wiec postuzyé
si¢ metoda Boltzmanna, w ktérej wszystkie mikrostany sa réwnoprawdo-
podobne, a stan rownowagi jest okreslony przez makrostan z najwieksza
liczba mikrostanéw. Interesowaé nas beda takze niewielkie odchylenia od
stanu réwnowagi, nazywane fluktuacjami.

Mikrostan okreélamy poprzez podanie, w ktérym podukiadzie znajduje
sie dana czastka, 0 lub 1. Bedzie on dany przez N wyrazowy ciag zer i jedny-
nek. Liczba mikrostanéw I'(k) dla danego makrostanu (k, N — k) jest réwna
liczbie ciagéw z k jedynkami i N —k zerami. Musimy wigc wybraé k liczb ze
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zbioru N liczb, ktérym przyporzadkujemy jedynki, natomiast pozostalym
N —k liczbom musimy przyporzadkowaé zera. Stad liczba mikrostanow

I'(k) = <JZ> (6.17)

co prowadzi do ponizszego wyniku z makrostanami po lewej i liczba odpo-
wiadajacych im mikrostandéw po prawej stronie

(N,0) — (g) =1

(N—-1,1) — <N>:N

N!

N !
(N/2,N2) - (N/Q):(N/Z)!(N/2)!

(I, N—1) — (NA_Tl):N

ON) (%):1

Suma mikrostanéw jest réwna catkowitej liczbie mikrostanéw uktadu
N
N N
Lot :g (k:) =2 (6.18)

Maksymalna liczba mikrostanéw odpowiada makrostanowi z réwna licz-
ba czastek w obu uktadach

Uimaz = < N ) L (6.19)
N/2 (N/2)I(N/2)!
Stosujac wzér Stirlinga dla N > 1
N!'~NVe NVorN (6.20)
otrzymujemy
maz & NNe N v2orN oV | 2 (6.21)

(N/2)N2e=N/2y/aNy2 = VN
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Dla N > 1 mamy
Cinaz = 2V = Ty (6.22)

co oznacza, ze maksymalna entropia
Smax X kInTyp, =kNIn2+O(In N) (6.23)

jest w dobrym przyblizeniu réwna entropii Boltzmanna okreslonej przez cal-
kowitg liczbe mikrostanéw

Smax ~ kln 2N = SBoltzmann (624)

6.6 Fluktuacje wokdt wartosci Sredniej

Aby zrozumie¢ fizyczny powdd dla relacji (6.24), wprowadzmy prawdopo-
dobienistwo makrostanu (ni, N —n;) dzielac liczbe mikrostanéw dla tego
makrostanu przez catkowita liczbe mikrostanéw

1 (N 1 N!
P — = —— .2
N () 2N <n1> 2N ng (N —ny)! (6:25)

WykorzystaliSmy tu zalozenie Boltzmanna o tym, ze wszystkie mikrostany sa
rownoprawdopodobne. Dla naszych celow lepsza miara prawdopodobienstwa
makrostanu bedzie podanie jaka jest réznica r czastek pomiedzy ukladami

r=n1—(N—-ny)=2n;—N (6.26)

gdzie —N <r < N. Wyliczajac ny = (N +r)/2, otrzymujemy ze wzoru (6.25)
prawdopodobienstwo

1 N!
2N (N =7r)/2)Y((N +7)/2)!

Py(r)= (6.27)
Dla r =0 mamy réwna liczba czastek w uktadach. Dla matych odchylen od
sytuacji, r < N, i duzej liczby czastek wykorzystamy wzér Stirlinga (6.20)
by otrzymaé proporcjonalny do rozkladu Gaussa3

7"2
Py(r) = \/% exp {_2]\7} (6.28)

3W eksponentach w (6.20) rozwijamy wyktadnik do rzedu r?/N2.
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z wartodcia Srednig i wariancja
(ry=0, o*(r)=N (6.29)

co oznacza, ze r fluktuuje wokét wartosci r = 0 z odchyleniem standardowym
réwnym /' N. Korzystajac z relacji ny = (N +r)/2 = N — ng, dostajemy

n=1IN+1VN, ny=3NF3VN (6.30)

co tym razem oznacza, ze liczby czastek w obu potéwkach zbiornika fluktuuja
wokét wartosci éredniej N/2 z odchyleniem standardowym réwnym /N /2.
Dla makroskopowej liczby czastek, N ~ 10?4, otrzymujemy bardzo mate
fluktuacje, VN ~ 10", wokél wartoéci $redniej N/2 ~ 10%3.

Policzmy liczbe mikrostanéw dla stanéw bliskich rownowagi biorac pod
uwage male fluktuacje. Dla r = 0 otrzymamy nastepujaca liczbe mikrostandw

2
~ 2N — = Fmas (6.31)

r=0 s

Teq =2V - Py (r)

Dla makroskopowej liczby czastek, N ~ 10?4, liczba mikrostanéw wynosi

024 024

Teq ~ 210 /1012 ~ 10(10%°-12) 91 (6.32)
i bardzo niewiele sie r6zni od calkowitej liczby stanéw I' = 2V, Stad entropia
stanéw bliskich réwnowagi jest z dokladnoscia do cztonéw O(In N) okreslona

przez wzoér Boltzmanna
Seq =k InTeq ~ SBoltzmann = kIn 2V (6.33)

Przyczyna tego jest fakt, iz liczba mikrostanéw 2% jest eksponencjalnie wiek-
sza niz liczba czastek N.



Rozdziat 7

Przyklady obliczen entropii

7.1 Czastki nierozréznialne

Do tej pory rozwazalidmy czastki rozréznialne. Zatézmy, ze mamy teraz do
czynienia z N nierozréznialnymi czastkami, ktore tworza izolowany od
otoczenia uklad o statej objetosci V. Podzielmy te objetos¢ na M identycz-
nych rozréznialnych komérek.

Rozwazmy prostszg matematycznie sytuacje, gdy w komérce moze znaj-
dowaé sie co najwyzej jedna czastka, przy zaltozeniu, ze liczba komorek
jest wieksza niz liczba czastek, M > N. Mikrostan bedzie okreslony przez
podanie czy dana komorka jest pusta (0) czy zajeta (1). Poniewaz komérki
sa rozroznialne, mikrostan to M wyrazowy ciag okreslajacy stan komorek

(110...110) (7.1)

—_———
M

Catkowita liczba mikrostanéw wiec I' wynosi

M M!
= (N) ~ NI(M—N)! (7.2)

Jezeli liczba komoérek jest réwna liczbie czastek, M = N, to mamy tylko
jeden mikrostan ze wszystkimi wypelnionymi komérkami i I' = 1.

W sytuacji, gdy gdy liczba komérek M jest znacznie wieksza niz liczba
czastek N i zachodzi M > N > 1, korzystajac ze wzoru Stirlinga

N~ NVe NVorN (7.3)

99
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MM M
F= NN \/ 227N (M —N) (7.4)

Dla N/M <1 mamy

(G

otrzymujemy

Ostatni czynnik wynosi

M M—-N
<M ! N) _ o (M-N)In(1-N/M) o, N(M-N)/M , N (7.6)

i ostatecznie otrzymujemy

I~ \/2177\7 G\QN@N (7.7)

Liczac entropi¢ Boltzmanna z dokladnoscia O(In N), dostajemy

S:klnF:kN{ln (%)H} (7.8)

Te postaé entropii znajdziemy w rozdziale 9 przy rozwazaniach gazu dosko-
nalego za pomoca metody Gibbsa. Pominiete poprawki rzedu O(In N) we
wzorze (7.8) sa zaniedbywalnie mate w granicy N — oo, gdyz S ~ N.

Wzér (7.8) ma wlasnos$é skalowania (4.42). Zmieniajac A-krotnie liczbe
czastek NV i objeto$é¢ uktadu V przy niezmienionej objetosci komoérki elemen-
tarnej,

N — AN, V=V (7.9)

dostajemy AM komérek. Stad wynika

Sy = k(AN) {m (%) + 1} ~ S (7.10)

co oznacza, ze entropia (7.8) jest wielkoScia ekstensywna.

7.2 Czastki rozréznialne

Wiasnosdci skalowania nie ma entropia policzona w ten sam sposéb dla cza-
stek rozréznialnych. Liczbe mikrostanéw (7.2) musimy wtedy pomnozyé
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przez liczbe permutacji N czastek w zajetych przez nie komérkach

r= G\{)N! (7.11)

Mnozac (7.7) przez warto$¢ N! w przyblizeniu (7.3),

I~ (\/2177\[ <A]§>N eN> (NVeNVarN), (7.12)

otrzymujemy nastepujaca liczbe mikrostanéw dla czastek rozréznialnych
I~ MY (7.13)

Stad entropia
S=klnl'=kNInM (7.14)

ktéra nie spetniaja warunku skalowania, gdyz
Sy =Ek(AN)In(AM) £ \S (7.15)

Entropia czastek rozréznialnych nie jest wiec wielkoscia ekstensywna.

Zauwazmy, ze po podzieleniu liczby mikrostanéw (7.11) przez N! otrzy-
mujemy na powrdt uktad czastek nierozréznialnych z entropia podlegajaca
skalowaniu. Ta prosta obserwacja pozwoli nam w rozdziale 9 skonstruowaé
model gazu doskonalego z entropia bedaca wielkoscia ekstensywna.

7.3 Entropia mieszania

Jak nalezy rozumie¢ brak wtasnosci ekstensywnosci entropii dla uktadu cza-
stek rozré6znialnych? Tropem w kierunku zrozumienia tego problemu jest

entropia mieszanial.

Polaczmy dwa uktady czastek rozréznialnych ztozone z N czastek i M
komoérek kazdy w jeden uktad o 2N czastkach i 2M komoérkach. Liczb mi-
krostanéw takiego uktadu wynosi

Ty = @\{) (2N)! (7.16)

gdzie pierwszy czynnik po prawej stronie pierwszej rownoéci to liczba spo-
sobéw wybrania 2N komorek sposréd catkowitej ich liczby 2M, natomiast

'Pomyst takiej analizy pochodzi od Adama Bzdaka.
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drugi czynnik to liczba sposobéw, na ktoéry mozna je wypelnié przez 2N
rozroznialnych czastek. W przypadku czastek nierozréznialnych czynnik z
silnia jest nieobecny.

Dla M > N > 1 zastosujmy przyblizony wzér (7.13) dla podwojonych
wartosci M i N,

Ty = (2M)?N =22V (M2 = 22N(1)? (7.17)

gdzie I'1 to liczba mikrostanéw kazdego ukiadu z osobna.

Polaczenie dwéch uktadéw prowadzi wiec do eksponencjalnie wiekszej
liczby mikrostanéw calego ukladu od iloczynu liczby mikrostanéw (')
Stad wyrazenie na entropie catosci

5’2:klan:lenF1+k(2N)ln2:251+Sm (718)

gdzie wyrazenie

Sy = k(2N)In2, (7.19)

to entropia mieszania. Nie znika ona po podzieleniu przez N w granicy
termodynamicznej, N — oo, co powoduje, ze entropia uktadu po potaczeniu
(zmieszaniu) nie spelnia warunku ekstensywnosci.

ZinterpretowaliSmy wiec brak ekstensywnosci jako rezultat pojawienia
sie dodatkowej entropii S, wynikajacej ze zmieszania uktadéw. Entropia
mieszaniny

Sy > 257 (7.20)

co oznacza, ze proces mieszania czastek rozréznialnych jest niedowracalny.
Jest to fizyczny powdd braku ekstensywnosci entropii dla czastek rozréoznial-
nych.

Dla czastek nierozréznialnych, liczba mikrostanéw dwoéch identycz-
nych uktadéw po polaczeniu wynosi

Iy = @%) (7.21)

Dla M > N > 1 stosujemy wzor (7.7) dla podwojonego M i N, otrzymujac

1 M CN)
L~ s <N> 2N — N (Ty)? (7.22)

gdzie 'y to liczba stanéw (7.7) dla pojedynczego ukladu. Tym razem liczba
mikrostanéw jest tylko potegowo wigksza od (I'1)2. Stad entropia catoéci

Sy =2kInTy + SkIn(7N) =251+ Su (7.23)
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gdzie entropia mieszania wynosi
Sm = 3kIn(mN) (7.24)

Po podzieleniu przez N, entropia mieszania znika w granicy termodynamicz-
nej i entropia uktadu po zmieszaniu

So =25, (7.25)

Mieszanie jest wigc procesem odwracalnym, gdyz mozemy podzieli¢ uktad
na dwa poduklady takie jak przed zmieszaniem z rowna liczbg czastek V.

7.4 Mieszanie ukladéw réznych czastek

Pokazemy, ze juz dwa rézne uktady czastek nierozréznialnych o tej samej
liczbie czastek N prowadzg do entropii mieszania jak dla czastek rozréznial-
nych dang wzorem (7.19).

Przykladem niech beda gazy dwoch réznych pierwiastkow. Po ich zmie-
szaniu, dostaniemy nastepujaca liczbe mikrostanéw

[y = <2]]\\[4 ) <2M]\7 N) (7.26)

Pierwszy czynnik odpowiada liczbie sposobow wybrania sposréd 2M komé-
rek N z nich do zapelnienia przez ukltad 1, natomiast drugi czynnik okresla
liczbe sposobow wybrania sposréd pozostatych 2M — N komérek N z nich
do zapelnienia przez uktad 2.

Stosujac wzér (7.7) do obu czynnikéw we wzorze (7.26) w przyblizeniu
M > N > 1, dostajemy

2
1 /2M\VN
Dom | —— (== €&V 7.27
2 <\/27TN ( N> ) ( )
co prowadzi do relacji
Iy~ 22M(I))? (7.28)

gdzie I'; to liczba mikrostanéw (7.7) kazdego ukladu przed polaczeniem.
Stad entropia catego uktadu

Sy =28, +k(2N)In2 (7.29)
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z identyczna entropia mieszania jak dla czastek rozréznialnych
Sm =k(2N)In2 (7.30)

Sm nie znika po podzieleniu przez N w granicy termodynamicznej co ozna-
cza, ze zmieszanie dwoch dwoch réznych uktadéw czastek nierozréznialnych
jest procesem nieodwracalnym, gdyz

Sy > 25 (7.31)



Rozdziat 8

Metoda Gibbsa

8.1 Zespo6t Gibbsa

Rozwazmy myélowo n identycznych makroskopowo uktadéw znajduja-
cych sie w réwnowadze termodynamicznej. Kazdy z nich ma wiec te sama
liczbe N identycznych czastek i objetos¢ V.

Zespot uktadow traktowanych jako calos¢ jest izolowany termicznie i
mechanicznie od otoczenia, co oznacza, ze calkowita energia zespoltu F po-
zostaje stala, a catkowita entropia zespotu S przyjmuje maksymalng
wartosé,

E = const, S = max (8.1)

Tak zdefiniowany zespot uktadéw nazywamy zespolem Gibbsa.

Jak scharakteryzowa¢ mozliwe konfiguracje uktadéw w zespole Gibbsa?
Kazdy z nich znajduje si¢ w jednym z stanéw ¢ o energii E,. Jesli mamy
do czynienia z uktadem kwantowym, ¢ jest oznaczeniem stanu kwantowego
ukladu traktowanego jako catosé. Dla izolowanego ukladu N czastek w statej
objetosci V, energie F, sa wyznaczone jednoznacznie.

Niech n4 oznacza liczbg uktadéw znajdujacych si¢ w stanie g. Zachodzi
wtedy
> ng=n, > ngEg=E (8.2)
q q

gdzie catkowita liczba ukladéw n oraz energia F pozostaja state. Zdefiniujmy
makrostan catego zespotu Gibbsa jako ciag

(n1,n2,...,nq...) (8.3)

65
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okreslajacy ile uktadéw zespotu ny jest w stanach okreslonych przez q.

Pozostaje odpowiedzie¢ na pytanie ile wynosi liczba mikrostanéw I' dla
danego makrostanu (8.3). Innymi stowy, ile wynosi liczba réznych przypo-
rzadkowan n ukladow zespotu Gibbsa do stanéow q? Poniewaz uklady sa
rozroznialne, liczba ta wynosi

p:()<—)<——) (8.4
ni n9 ns

Korzystajac ze wzoru

otrzymujemy
n! n!

nilnalng!. .. Hq ng!

r= (8.6)

Podkreslmy, ze wystepujacy tu iloczyn jest iloczynem po stanach ¢, a nie po
wartosciach energii. Moze wiec istnie¢ wiele stanéw ¢ o tej samej energii E,.

Stad wartosé entropii Boltzmanna zespotu dla danego rozktadu uktaddw
zespolu pomiedzy stany ¢

Szklankln( n )zk(lnn!—Zlnnq!> (8.7)
11 7

|
q’I’Lq.

8.2 Rozktad najbardziej prawdopodobny

Najbardziej prawdopodobny rozktad uktadéw w zespole Gibbsa otrzymuje-
my maksymalizujac entropie (8.7) przy zachowaniu wiezéw (8.2).

W granicy n — oo, kazda z liczb n, jest duzo wigksza od jedynki i mozna
stosowaé przyblizony wzor Stirlinga

In(ng!) = nglnng —ny (8.8)

Stad entropia (8.7) zespolu

S
E:nlnn—n—zq:(nqlnnq—nq) (8.9)

Korzystajac z pierwszego z warunkéw (8.2), dostajemy

S
T :nlnn—%:nqlnnq (8.10)
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Zdefiniujmy prawdopodobienistwo, ze uklad zespotu Gibbsa jest w stanie ¢
ng

=— 8.11

Pq =" ( )

Wiezy (8.2) przyjmuja wtedy postaé
qu =1, quEq =
q q

gdzie E to $rednia energia przypadajaca na jeden uktad zespotu Gibbsa,
natomiast Srednia entropia przypadajaca na uklad to

= F = const (8.12)

s =

S===-k) pglnp, (8.13)
q

Entropia ta nazywana jest entropia Gibbsa.

Chcemy zmaksymalizowaé to wyrazenie przy zachowaniu warunkéw (8.12).
Stosujemy w tym celu metode mnoznikéw Lagrange’a wariujac wielkoé

S= —qu Inpg —a <qu - 1) -p (ZPqEq _E> (8.14)
q q q

gdzie o i B to mnozniki Lagrange’a. Dokonujac niezaleznych wariacji 6pg,
tak by z dokladnoscia do cztonéw liniowych w dp, zachodzito S = 0, otrzy-
mujemy
68 ==Y (Inpg+BE;+a+1)dp,=0 (8.15)
q
7 niezalezno$ci dpy., dostajemy

Inp,+BE;+InZ =0 (8.16)
gdzie In Z = o+ 1 Stad otrzymujemy rozklad Boltzmanna,
1
Dg = Ze*ﬁEq (8.17)

Stata 7, zwana funkcja rozkladu, wyliczymy z warunku unormowania
1
. —BEq _ 8.18
e .
Sr- 3 8.15)

co daje
Z=> e Pl (8.19)
q

Zesp6t Gibbsa opisywany rozktadem Boltzmanna nazywany jest zespolem
kanonicznym.
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8.3 Srednia energia ukladu

Znajac rozklad prawdopodobienstwa p, mozemy policzy¢ srednig energie
ukladu w zespole Gibbsa.

E=> p.E, (8.20)
q

gdzie E, = E,(V). Podstawiajac rozklad Botzmanna (8.17), znajdujemy

o s, __ L0 (§~pm\ __1(0Z
*Z%:qu Z(,)B(Z ) = Z(f)ﬁ>v (8.21)

Stad otrzymujemy

E=- (8;1;) (8.22)

8.4 Srednia entropia uktadu

Podobnie, ze wzoru (8.13) znajdziemy $rednig entropie ukladu zespotu
Gibbsa dla rozkladu Botzmanna (8.17)

— e_ﬁEq e_ﬁEq
S=-k)_ Z ln< Z ) (8.23)

co prowadzi do

_ 1 1
- — —BE, — —BE,
S k:an(Z Eq e )—G—kﬁ(z gq E,e ), (8.24)

Wyrazenie w pierwszym nawiasie jest rowne 1, natomiast wyrazenie w dru-
gim nawiasie to Srednia energia uktadu. Stad relacja

S=knZ+kBE (8.25)

ktéra moze by¢ zapisana przy pomocy (8.22) w postaci

S:k:( _8 5) nZ (8.26)
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8.5 Zwigzek z termodynamikg

Poszukiwany zwiazek z termodynamiks fenomenologiczng otrzymamy utoz-
samiajac energie U i entropie S uktadu termodynamicznego ze Srednig ener-
gia F' i érednig entropie S uktadu w zespole Gibbsa

U=E, S=3 (8.27)

Ten sposéb obliczen funkeji termodynamicznych nazywa sie Sredniowaniem
po zespole Gibbsa. Ma ono sens fizyczny, gdy statystyczne odchylenia od
wartosci érednich, nazywane fluktuacjami, znikaja w granicy termodyna-
micznej: N,V — o001 N/V = const.

Tak wiec na podstawie pierwszej zasady termodynamiki zachodzi
dE =TdS — pdV (8.28)

co mozna zapisaé w postaci

L= P
dS=—dE+=dV 8.29
TAE+ 7 (8:29)
Roézniczkujac relacje (8.25), otrzymujemy

d}f =d(InZ)+Edf+BdE (8.30)

Poniewaz Z = Z(,V) znajdujemy

d}f: Ka(lanﬁz>v+E] d5+(8;/2)5dv+5df7 (8.31)

Wyrazenie w pierwszym nawiasie kwadratowym znika na podstawie (8.22).
Stad otrzymujemy relacje

dS = (kB)dE +k (aan> dv (8.32)
vV /)3
i po poréwnaniu z (8.29) znajdujemy
= (8:33)
=7 )

oraz

p=kT (8;I‘1/Z>T (8.34)



ROZDZIAL 8. METODA GIBBSA 70

8.6 Srednie ciSnienie

Cisnienie p to $rednie ci$nienie uktadu w zespole Gibbsa. Podstawmy bowiem
(8.19) do powyzszego wzoru

1 deFal (k1) dE,
=kT— —_— | == — .
p=Fk ZZ< oV 2 Pa gy (8.35)
q T q
7 drugiej strony przy stalej temperaturze T
dE
dE, = —P,dV = Tvq dv (8.36)

gdzie P, to ci$nienie w ukladzie znajdujacym si¢ w stanie ¢. Stad otrzymu-
Jjemy

dE
P,=——1 8.37
co daje érednie cidnienie uktadu w zespole Gibbsa
p=> peFy (8.38)
q

gdzie p, to prawdopodobienstwo Boltzmanna.

8.7 Srednia energia swobodna

Relacja (8.25) przyjmuje teraz postaé

— E
S=klnZ+5 (8.39)

z ktorej wynika wzor na srednig energie swobodna uktadu
F=E-TS=-kTlhZz (8.40)

Z relacji (8.34) wynika wzér

(Y -

Ponadto, policzmy

oF olnZz
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Ze wzoru (8.22) wynika

— olnZz
E =kT? 8.43
< orT )v (8.43)
co prowadzi do B B
<6F> =—klnZ — £ (8.44)
0 T
\%
skad otrzymujemy
- oF
=—| = 4
5 ( aT) ) (8.45)

Wzory (8.41) i (8.45) sa zgodne ze wzorami termodynamicznymi, ktére wy-
nikaja z relacji
dF = —SdT — pdV (8.46)

8.8 Pojemnos¢ cieplna

Rozwazmy pojemnos¢ cieplna przy staltej objetosci V'

D@
Cy =— 8.47
VToar |, (8.47)
Korzystajac z relacji dE = DQ dla dV = 0, otrzymujemy
OF
Cy = () (8.48)
oT v
Korzystajac z (8.22), wyrazenie to mozemy zapisa¢ w postaci
1 (6°lnZ
Cv=—|—+ 8.49
=i (a5), o)

Pojemnosé cieplna mozna réwniez zapisaé przy pomocy energii swobod-
nej F. Podstawiajac (8.43) do (8.48) mamy

B OolnZz o (0*InZ
Cv—2kT< a7 )V—l—kT ( 572 )V (8.50)

Z relacji InZ = —F/(kT) otrzymujemy

0’F
\%
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8.9 Fluktuacje energii

Pokazemy, ze pojemnosé cieplna przy stalej objetosci C'y jest proporcjonal-
na do fluktuacji energii, zdefiniowanej jako dyspersja rozktadu prawdopodo-
bienistwa Boltzmanna

of = (E~E)? = (E?) - (E)’ (8.52)

Policzmy przy stalej objetosci V/

1 _ 10*Z
(E?) = EZEge BEq — 795 (8.53)
q

i stad po wykorzystaniu relacji (8.22), otrzymujemy

2 —o 10°Z 1 (0Z\* 0 (10Z
=B~z (55) ~o5(za5) &

co mozemy zapisa¢ w nastepujacej formie

0?’InZ
02 = <8;2>V (8.55)

Poréwnujac powyzsza réwnosé z (8.49), znajdujemy

2
_ UE(T)
v =72

(8.56)
Tak wiec pojemnoéé cieplna jest proporcjonalna do fluktuacji energii uktadu
wokét wartodcei Sredniej.

8.10 Entropia a pojemnos¢ cieplna

Znajac Cy = Cy(T'), mozemy policzy¢ srednia entropie dla proceséw zacho-
dzgcych w stalej objetosci

o DQ’ _ Cy(T)dT
T |4

T (8.57)

i stad

U

(T) = /0 TCVT(,T/)dT' (8.58)
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Wykorzystujac (8.56), otrzymamy

T

— 1 [oi(T)

S(T) = %/ ET,3 a1’ (8.59)
0

Srednia entropia uktadu jest wiec bezposrednio miara fluktuacja jego energii.

Istnienie calki (8.58) dla dolnej granicy 7'= 0 wymaga by
0%(T) ~T?", T—0 (8.60)

gdzie a > 0, lub
Cy(T)~T<, T—0 (8.61)

co oznacza, ze pojemnos$¢ cieplna musi byé nieosobliwa i znikaé¢ dla T' = 0.
Warunek (8.61) nie zachodzi dla gazu doskonaltego, dla ktérego ¢y = const.
Stad wynika logarytmiczna rozbiezno$¢ entropii dla 17" — 0.

8.11 Zespol mikrokanoniczny

Zatézmy, ze energia uktadu w zespole Gibbsa ma stala wartos¢ dla kazdego
mikrostanu ¢, tzn. £, = e. Drugi z warunkéw (8.2) przyjmuje teraz postaé

ane:ne:E (8.62)
q

Rezygnujemy z niego we wzorze (8.15) na funkcje do minimalizacji pozosta-
wiajac tylko mnoznik «, co prowadzi do stalego rozktadu prawdopodobien-

stwa 1
(8.63)

Niech liczba uktadéw w zespole Gibbsa n bedzie réwna liczbie mikrostandw.
Mamy wtedy

Sp===1 (8.64)
Z
q=1
co daje Z =nistad .
Py=- (8.65)

Oznacza to, ze mikrostany sa réwno prawdopodobne.
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Tak zdefiniowany zespdél nazywany jest zespolem mikrokanonicz-
nym. Entropia Gibbsa jest wtedy réwna entropii Boltzmanna-Plancka

— "1 1
- Sl = k1 .
S kkz::l - n(n) klnn (8.66)

Zwroémy uwage, ze zespot Gibbsa jest w tym przypadku jedynie wizuali-
zacja ukladu o zdanych parametrach makroskopowych (e, V, N), znajdujace-
go sie we wszystkich mozliwych mikrostanach. Mozna wiec nie odwolywac sig
do idei zespotu Gibbsa, pozostajac przy interpretacji Boltzmanna entropii
zdefiniowanej dla pojedynczego uktadu, ktéra wymaga zliczenia wszystkich
mozliwych mikrostanéw dla zadanego makrostanu uktadu.

8.12 Entropia von Neumanna

Odpowiednikiem entropii Gibbsa w mechanice kwantowej jest entropia von
Neumanna (zwykle definiowana bez stalej wymiarowej k)

S=—-Trplnp (8.67)

gdzie p jest hermitowskim operatorem gestosci, ktéry reprezentuje stan w
mechanice kwantowej. W bazie standéw wlasnych operator gestosci jest dia-
gonalny

P1 0 0
0 ...0 ... pn

co pozwala zapisa¢ S w postaci

N
S=-=> pulnp, (8.69)
n=1

gdzie wartosci wlasne p, > 0 spelniaja warunek normalizacyjny

N
> =1 (8.70)
n=1

na podstawie wlasnosci macierzy gestosci Trp = 1.

Chociaz uktad wartosci wlasnych {p,} spelnia warunki rozkltadu praw-
dopodobienstwa, odpowiadajace im stany wtasne nie musza byé¢ stanami
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wlasnymi zupelnego ukladu obserwabli, ktéry pozwala okresli¢ jednoznacz-
nie stan kwantowy uktadu. Liczby p,, nie okreslaja wiec prawdopodobienstwa
takiego stanu. Tkwi w tym podstawowa cecha mechaniki kwantowej jaka jest
superpozycja standéw i wynikajacy z niej efekt interferencji przy pomiarze
wartosci wielkosci fizycznych.



Rozdziat 9

Gaz doskonaly raz jeszcze

9.1 Funkcja rozkladu

Rozwazmy gaz ztozony z N nierozréznialnych klasycznych czastek o masie

m, ktore nie oddzialuja ze soba. Oznacza to, ze energia kazdej czastki to

energia kinetyczna,

P2 +pp+p
2m

E,= : (9.1)

gdzie (pg,py,p-) to skladowe kartezjanskie pedu czastki. Gaz znajduje si¢ w
objetosci V. Funkcja rozkladu dla takiego uktadu to

1 d’pi d*q;
Z= M/m{ﬁz }H%ﬁ 9.2)

i=1

gdzie = 1/(kT). Wyrazenie to odpowiada sumowaniu po wszystkich sta-
nach uktadu g w definicji (8.19) funkcji rozkladu

Z =Y e Pk (9.3)
q
W naszym przypadku ukladem jest N czastek, natomiast

dgpz dd%
dr = I] ey (9.4)

jest liczba stanéw w elemencie objetoéci I, d3p; d®q; przestrzeni fazowej
uktadu (q1,...,93N,P1,---,p3n). Stala h ma wymiar statej Plancka i moze
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by¢ z nig utozsamiona. Czynnik N! uwzglednia nierozréznialnosé cza-
stek, gdyz przy ustalonej konfiguracji czastek w przestrzeni fazowej, stany
réznigce sie permutacja czastek sa utozsamione.

Powyzszy wzoér mozna zapisa¢ w postaci

3N
i korzystajac ze wzoru
o0 2 s
—az® . — 7
/_ooe x \/; (9.6)
otrzymujemy
[e's) 2
P _[2mm
/_ooeXp{ ﬁZm}dp 5 (9.7)
Stad
1 N /9 3N/2
7= () (55) o)
NI\ h3 B

9.2 Funkcje stanu

Obliczmy $rednia energie swobodnag
F=—-kT'lhZz (9.9)

dla gazu doskonalego. Ze wzoru (9.8)

3N (27rka

an:Nan—l—Tln 2 )—lnN! (9.10)

Dla N > 1 zastosujmy wzor Stirlinga

InN!'=NInN—-N+O(InN) (9.11)

ktére prowadzi do wzoru

Vv 3 2rmkT
an:N{ln<N>+21n< 2 )—l—l}—l—(’)(ln]\f) (9.12)

W granicy termodynamicznej czlon O(InN) jest zaniedbywalnie maly w
stosunku do cztonu proporcjonalnego do N. Pomijajac go, otrzymujemy

— |4 3 2rmkT
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Energia swobodna (9.13) ma wlasno$¢ ekstensywnosci
F(AN,\V)=\F(N,V) (9.14)

Kluczem do tego wyniku jest obecno$é czynnika N! wynikajacego z nieroz-
réznialnosci czastek. Dostarcza on logarytm N In IV, ktory jest niezbedny by
we wzorze (9.13) pojawila sie wielko$¢ intensywna v = V/N.

Znajomosé energii swobodnej pozwala obliczyé¢ Srednie ciSnienie gazu

doskonalego
OF NkT
p:_( ) _ NkT (9.15)
T

v 1%

Otrzymujemy w ten sposéb réwnanie stanu dla gazu doskonatego, ktére jest
postulowane w termodynamice fenomenologiczne;j.

Podobnie obliczymy Srednig entropie gazu doskonalego

_ OF 174 3 2rmkT 5
S__<8T>V_kN{ln(N)+21n<hQ>+2} (9.16)

Otrzymana entropia jest takze wielkoscig ekstensywna spelniajaca réwnanie

S(AN,AV) = AS(N,V) (9.17)

dzieki obecnoéci czynnika N! w funkcji rozktadu. Przypomnijmy, Ze jest
on wynikiem nierozréznialnosci czastek, usuwajac w ten sposéb paradoks
Gibbsa w podejsciu fenomenologicznym. Laczac bowiem dwa identyczne
uktady z gazem doskonalym o tej samej temperaturze, objetosci V' i liczbie
czastek N, otrzymujemy dla nowego ukiadu wlasnos$é addytywnosci

S(2N,2V) = 25(N,V) = S(N,V)+5(N, V) (9.18)

Dla éredniej energii gazu doskonatego otrzymamy

— oln”Z 3N 3
E=— = —=—NkT 1
( o3 )V 25 ~2V* (9.19)

Srednia energia zalezy jedynie od temperatury oraz liczby czastek gazu do-
skonatego, a nie zalezy od jego objetosci. Jest ona wielkoscig ekstensywna
gdyz spelnia relacje skalowania

E(AN,\V) = AE(N,V) (9.20)
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Spetnione relacje skalowania pozwalaja rozwazaé¢ granicy termodyna-
miczna dla wielkoéci ekstensywnych

N,V = oo (9.21)

tak, ze objetosé przypadajaca na jedna czastke (objetosé wlasciwa) jest stata
v = 4 = cons (9.22)

Uzasadnia to zaniedbanie cztonéw rzedu O(In N) w wyrazeniach na oblicza-
ne wielkosci Srednie.
Srednia energia czastki gazu doskonalego to
E 3
E)=—=—-kT 9.23
(B)=—=3 (9.23)

Wynik ten ilustruje zasade ekwipartycji energii:

Srednia energia przypadajoca na kazdy stopieri swobody czqstki,
ktory wchodzi w kwadracie do jej energii calkowitej wynosi kT'/2.

Tréjka we wzorze (9.23) wynika z trzech kwadratéw skladowych pedu w
wyrazeniu na energie kinetyczna.

9.3 Pojemnosé cieplna

Pojemnosé cieplna przy stalej objetosci to

OF 3 3
Vv <8T> B k 2nR (9 2 )
1%
gdzie n jest liczba moli gazu. Ponadto
5
Cp,=Cy+nR= §nR (9.25)
i stosunek pojemnosci wlasciwych jest staly i wynosi wynosi
C, 5
=== 9.26
=G T3 (9.26)

Pojemnosé cieplna Cy jest miarg fluktuacji energii gazu, wyrazona wzo-
rem (8.56). Liczac dyspersje z tego wzoru, otrzymujemy

3
0% =kT?*Cy = 5N(kT)2 (9.27)
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Srednia energia gazu doskonalego to

3 NkT (9.28)

E
2

is stad stosunek pierwiastka z dyspersji do wartosci sredniej

2
=/ 2
3N (9.29)

muﬁ
t_[jw

ktory jest miara szerokosci rozkladu prawdopodobienistwa. Jest on nieza-
lezny od objetosci gazu V' i temperatury 7', a w granicy termodynamicznej,
N — o0, dazy on do zera. Oznacza to, ze gaz doskonaly ma z bardzo dobrym
przyblizeniem energie réwna wartosci sredniej.

W ogélnosci, dla ukladu termodynamicznego opisywanego rozktadem
Botzmanna, dla ktérego srednia energia zalezy od temperatury w nastepu-
jacy sposob

E=aT® (9.30)
gdzie o > 0, otrzymujemy
dE
= — =qgaT"! 31
Cy o7 = 4¢ (9.31)

Stad wynika miara fluktuacji

VOB VET2Cy  pl1-a)/2
==

= (9.32)

Dla o > 1, miara fluktuacji energii rosnie do nieskoriczonosci przy T — 0.



Rozdziat 10

Entropia gazu doskonalego

10.1 Zachowanie dla 7"— 0

Poréwnajmy entropie gazu doskonalego,

— |4 3 2mrmkT 5

ze wzorem (4.39) otrzymanym na gruncie termodynamiki fenomenologicznej
S=ncyInT+nRInV + Sy

Przyjmujac N =nN,4 we wzorze (10.1) i korzystajac z relacji (9.24), otrzy-
mujemy
- ommk\ 3/2 ¢5/2
S=ncylnT+nRInV +nRIn <7Tm> - (10.2)
h? N
co pozwala nam okresli¢ stata Sy we wzorze (10.2) po utozsamieniu S = S.
Obliczenie tej statej bylo jednym z najwiekszych sukcesow podejicia staty-
stycznego [1].
Wzér (10.1) jest jest rozbiezny logarytmicznie w granicy 7' — 0 przy usta-
lonej objetosci V. Fizyczny powdd tej rozbieznodci zostanie zanalizowany w
nastepnym rozdziale.

81
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10.2 Zakres stosowalnosci

Zatozymy, ze stala h we wzorze (9.2) to stata Plancka!. Tym samym wpro-
wadziliSmy gruboziarnisty podzial przestrzeni fazowej jednej czastki na
ziarna o wymiarze liczbowym statej Plancka. Jest to zgodne z zasada nie-
oznaczonosci Heisenberga, ktéra mdéwi, ze nieoznaczonosé iloczynu pedu i
polozenia jest rzedu stalej Plancka.

Zgodnie z zasadami mechaniki kwantowej czastka o pedzie p ma dtugosé
fali de Broglie’a A réwna

A=— 10.3
» (10.3)
Z zasady ekwipartycji energii (9.23),
(*) _3
—~ =_kT 10.4
2m 2 ( )
wynika, ze $redni kwadrat ped czastki to
(p*) = 3mkT (10.5)
Definiujac $rednig cieplng dtugosé fali de Broglie’a czastki jako
h h
Ae= (10.6)

SRy VBmiT

zapiszemy wzér na entropie (10.1) w postaci
— v 2me/?
el (=)}

V= (10.8)

jest érednia objetoscia zajmowana przez czastke w gazie. Te postaé¢ entropii
nazywa si¢ wzorem Sackura-Tetrodego.

gdzie

Przyjmijmy, ze A\, to wymiar charakterystyczny czastki gazu doskonalego
o temperaturze T, podczas gdy $rednia odlegto$¢ pomiedzy czastkami to

A= (10.9)

10d 2019 roku stala Plancka w ukladzie jednostek SI ma dokladna wartosé h =
6.62607015 x 107> J-s.
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Brak oddzialywania pomiedzy czastkami oznacza, ze cieplna dlugosé fali de
Broglia czastek jest duzo mniejsza niz érednia odlegto$¢ miedzy nim

Ae < A (10.10)

Wtedy entropia gazu doskonatego wynosi
— A
S ~ 3kN In X >1 (10.11)

Gdy cieplna dlugoéc¢ fali czastek jest rzedu éredniej odlegtosci miedzy nimi,
Ae~ A (10.12)

przyblizenie gazu doskonatego zalamuje sie, gdyz funkcje falowe czastek
przekrywaja sie. Uklad wykazuje wlasnosci kwantowe, ktére moga prowadzic¢
do kolektywnego stanu kwantowego lub przejéé¢ fazowych.

Zachodzi to dla T'— 0 przy stalej objetosci gazu V', gdyz wtedy

Ae ~ ——= — 00, (10.13)

1
vT
co tlumaczy sens fizyczny sens rozbieznosci entropii w tej granicy. Wynika
ona z zalamania sie klasycznego obrazu nieoddziatujacych i niezaleznych od
siebie czastek.

Przykladowo, dla gazu ztozonego z N = 10%* atoméw helu znajdujacego
sie w objetoéci V =1 m? i temperaturze pokojowej T = 300 K, otrzymujemy
warunek gazu doskonatego

Aem3- 100" m < A=10"%m (10.14)

Obie wielkosci sa poréwnywalne w temperaturze 7'~ 1072 K.

10.3 Interpretacja wzoru na entropie

Wprowadzmy komorke elementarna o objetoéci A2. Liczba M takich komérek
w przestrzeni o objetosci V' wynosi

M=, (10.15)

Szl <

Warunek dla gazu doskonalego,

-
A=y 7 > (10.16)
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IR

Rys. 10.1: Gaz doskonaly w modelu komérkowym. Liczba komérek M o
wymiarze czastki A\ jest duzo wigksza niz liczba czastek N: M > N. Wtedy
odlegto$é miedzy czastkami A > A..

oznacza, ze

c

3

4 4 N <A> N> N (10.17)
Ac

tzn. liczba komoérek M do zajecia przez czastki o wymiarze A, jest duzo

wieksza niz liczba czastek N. Wzér dla entropii gazu doskonalego (10.7)

mozna wtedy zapisa¢ w postaci (7.8) dla modelu N nierozréznialnych czastek

zajmujacych M komorek:

_ M
S~ kN ln(N> (10.18)

Powstaje wigc obraz ukladu skladajacego si¢ ze znacznie oddalonych od
siebie czastek, co jest zgodne z zalozeniem o braku oddzialywan pomiedzy
czastkami gazu doskonatego, patrz Rys. 10.1.

Zalezno$¢ od temperatury dla entropii (10.18) tkwi w liczbie komérek
M = V/\3 poprzez zaleznoéé od temperatury ich objetosci,

A3~ T2 (10.19)

co daje liczbe komorek
M ~ T3/ (10.20)
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Dla T — oo, komérki zmniejszaja swoja objetosé, co w stalej objetosci
V' zajmowanej przez gaz prowadzi do potegowego wzrostu ich liczby:

M — oo (10.21)

Prowadzi to do logarytmicznej zaleznoéci entropii gazu doskonatego od tem-
peratury. Dla T — 0 liczba komoérek maleje do zera

M —0 (10.22)

co prowadzi do logrytmicznej rozbieznosci entropii (10.18) w funkcji tempe-
ratury. W tej granicy liczba komorek staje sie mniejsza niz liczba czastek

M <N (10.23)

i przyblizenie gazu doskonalego zalamuje sie.

10.4 Rozprezanie w proéznie

W rozdziale 4.1 rozwazyliSmy rozprezanie gazu doskonalego w proznie od
objetosci V1 do objetosci
Vo =al} (10.24)

(gdzie o > 1) w dwdch procesach adiabatycznych bez wymiany ciepla z oto-
czeniem. Pierwszy z nich zaszedl w sposéb nieréwnowagowy poprzez gwal-
towne usuniecie przegrody i uwolnienie gazu w préznie bez wykonania pracy
przez gaz, natomiast w drugim nastapitlo kwasistatyczne rozprezanie, w
ktorym gaz przechodzit poprzez kolejne stany rownowagi wykonujac prace
objetosciowa. Zmiane entropii w obu procesach mozna zinterpretowaé przy
pomocy modelu z rozdziatu 7.1.

Przy gwaltownym nieréwnowagowym rozprezeniu gazu doskonatego,
temperatura gazu nie ulega zmianie co oznacza, ze objetos¢ komérki ele-
mentarnej )\i’ pozostaje taka sama. Zmienia sie natomiast liczba komorek
elementarnych o ten sam czynnik liczbowy a co zmiana objetosci,

My = oMy (10.25)

Zmiana entropii w takim procesie obliczona przy pomocy wzoru (10.18) to

_ oM My _ Va
AS-kNln( N > /<:Nln<N>—kNlnoz—k:Nan1 (10.26)
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Rys. 10.2: Rozprezenie gazu w proznie w dwdch procesach adiabatycznych:
nieréwnowagowym (Srodek) i kwasistatycznym (na prawo). W procesie nie-
réwnowagowym nie zmienia sie wymiar komoérki, a w procesie kwasistatycz-
nym liczba komérek pozostaje stala.

co jest zgodne ze wzorem (4.2) w przypadku jednego mola gazu.

Srodkowy rysunek na Rys. 10.2 ilustruje ten przypadek na przykladzie
przestrzeni konfiguracyjnej gazu w dwoéch wymiarach. Liczba komorek ele-
mentarnych wzrosta 4-krotnie, tak jak objeto$¢ koncowa gazu, bez zmiany
objetosci komoérki. Dodatnia zmiana entropii wynika z wiekszej liczby do-
stepnych komoérek (stanéw) dla czastek gazu po rozprezeniu.

W procesie adiabatycznym kwasistatycznym objetosé i temperatura
gazu zmieniaja sie tak, ze liczba komorek pozostaje stata. Udowodnimy to
wychodzac z rownania procesu adiabatycznego dla gazu doskonatego,

TV L = const, (10.27)
gdzie k = 5/3, z ktérego otrzymujemy
T (V4)2/? = Ty (V)3 (10.28)
Podstawiajac Vo = Vi, znajdujemy
Ty = a?3 Ty (10.29)

1/2

Zgodnie ze wzorem A\, ~ T~ /“ wymiar komoérki elementarnej zmienia sie w

nastepujacy sposob

At = a3 (10.30)
Stad liczba komorek elementarnych nie ulega wiec zmianie
Va Vi Vi
My= 2o =00 g (10.31)

()‘61)3 (041/3 )‘01)3 B ()‘cl)
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i w rezultacie entropia (10.18) pozostaje stata
Sy =5 (10.32)

co jest zgodne z wynikiem (4.5).

Prawy rysunek na Rys. 10.2 ilustruje te sytuacje. Objetosé koncowa wzro-
sta 4-krotnie, tak jak objeto$é¢ elementarnej komoérki. Ich liczba nie ulegla
jednak zmianie. W trakcie kwasistatycznego rozpreznia, czastki nie zmienia-
ja komorek, roénie jedynie ich objetosé cieplna A3, tak jak objeto$é dostepnej
przestrzeni. W obrazie kwantowomechanicznym, odpowiada to przesuwaniu
poziomoéw energetycznych uktadu wraz ze znajdujacymi sie na nich czastka-
mi bez zmiany liczby obsadzen pozioméw.

10.4.1 Entropiczna strzatka czasu

Dwa przyklady z rozprezaniem gazu doskonalego pozwalaja nawiazaé do
zagadnienia strzalki czasu, czyli uptywu czasu tylko w jednym kierunku.

Zwykle gwaltowne rozprezanie gazu w préznie shuzy jako ilustracja za-
sady wzrostu entropii, ktéra okresla kierunek biegu czasu. Uklad termody-
namiczny jakim jest Wszechswiat ewoluuje tak jak gaz w kierunku stanu z
maksymalna entropia. Jest to zasada statystyczna, co oznacza, ze zmniejsze-
nie entropii podczas ewolucji (rozumiane jako fluktuacja, czyli odchylenie od
wartodci redniej) nie jest wykluczone na podstawie zasad pierwszych lecz je-
dynie tak mato prawdopodobne, ze nie realizuje si¢ w obecnej skali ewolucji
Wszechswiata.

Przyktad z kwasistatycznym rozprezaniem gazu, dostarcza innej logicz-
nej mozliwosci. W ewoluujacym w ten sposéb Wszechswiecie nie ma wyréz-
nionego kierunku czasu okreslonego przez zasade wzrostu entropii, gdyz ta
pozostaje stala. Obecne rozumienie ewolucji Wszechs§wiata raczej przeczy
takiej mozliwosci, ale nie jest wykluczone, ze byta ona lub moze by¢ reali-
zowana na ktoryms z etapéw ewolucji. Oznaczatoby to zamrozenie czasu
wyznaczonego przez zmiane entropii na takim etapie ewolucji.

10.5 Przeplyw ciepla

W rozdziatach 4.2 i 4.3 pokazali$my, ze przeptyw ciepta prowadzacy do wy-
réwnania temperatur dwoch uktadéw pozostajacych w kontakcie cieplnym,
ale izolowanych od otoczenia jest procesem nieodwracalnym, gdyz entropia
w takim procesie rosnie.
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Rys. 10.3: Wyréwnanie temperatur dla dwoch ukladéow gazu doskonalego
izolowanych od otoczenia i oddzielona od siebie poruszajaca si¢ bez tarcia
bariera diatermiczna. Warunek réwnowagi to réwnos¢é ci$nienn i temperatur,
a takze objetosci na podstawie rownania stanu.

Zanalizujmy jeszcze raz to zagadnienie przy pomocy dwdch ukladéw gazu
doskonalego o tej samej liczbie czastek N. W stanie poczatkowym pierwszy
z nich znajduje si¢ w objetosci V; i temperaturze 11, a drugi w temperaturze
Ts i objetosci Va, patrz Rys. 10.3. Oba uklady sa izolowane od otoczenia i
oddzielone od siebie bariera diatermiczna (pozwalajaca na przeplyw ciepta)
i poruszajaca sie bez tarcia.

Stan réwnowagi odpowiada takiemu potozeniu bariery, przy ktérym po
obu jej stronach panuje to samo cisnienie p i temperatura 7T. Z roéwnania
stanu otrzymujemy wiec nastepujacy warunek dla gazéw doskonaltych zlo-
zonych z takiej samej liczby czastek

Vi _pVy
271 10.33
T =7 (10.33)
otrzymujemy takg samg objeto$¢ gazu w stanie réwnowagi
Vi=Vi=V (10.34)

pokazany na prawym rysunku 10.3. W oczywisty sposéb objetos¢ calego
uktadu nie zmienia sie

Vi+ V=2V (10.35)
7 zasady zachowania energii, mamy
gNkT1+gNkT2 = ;(QN)kT (10.36)

co prowadzi do temperatury otrzymanej w rozdziale 4.2

T+
2

T—

(10.37)
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Policzmy zmiane entropii w tym procesie wykorzystujac réwnanie (10.1),
zachowujac w zapisie jedynie niekasujace sie cztony. Réznica entropii stanu
konicowego i poczatkowego to

AS =k(2N) {m@]‘\/{) + % lnT} —kN {m(‘if‘f) + gln(Tng)} (10.38)

V2 3 T*
AS=EkN<1 -1 10.
S=k {H<V1V2>+2H<T1T2>} (10.39)

Relacje (10.35) i (10.37) prowadza do wniosku, ze oba logarytmy sa dodat-
nie? i stad

co daje

AS >0 (10.40)

Proces wyréwnywania temperatur jest wigc nieodwracalny. Wynik (10.39)
otrzymamy takze w przypadku, gdy gwaltownie usuniemy bariere i pozwo-
limy uktadowi osiagnaé¢ identyczny koncowy stan réwnowagi.

10.5.1 Nieporuszajaca sie bariera

Zalézmy, ze diatermiczna bariera oddzielajaca dwa zbiorniki gazu nie po-
rusza sie i jest caly czas w polozeniu takim jak na lewym rysunku 10.3.

Po wyréwnaniu temperatur i osiagnieciu stanu réwnowagi, zmiana en-
tropii gazu jest dodatnia. Proces zachodzi bowiem bez zmiany objetosci obu
uktadéw gazu. Nalezy zatem podstawié¢ V2 — V4 Va we wzorze (10.39), co
daje

AS = 3kNn ( L ) >0 (10.41)
2 T

OtrzymaliSmy wiec wzér (4.16), gdyz dla gazu doskonatego Cy = 3kN/2.
Zmiana entropia jest w tym przypadku mniejsza niz poprzednio o czynnik
logarytmiczny w objetodciach gazoéw. Zauwazmy, ze z réwnania stanu wy-
nika, iz cisnienia gazu po obu stronach unieruchomionej bariery sa roézne.
Wynik (10.41) otrzymamy takze, gdy V3 = Vo =V w stanie poczatkowym,
niezalezenie od tego czy bariera ma mozliwo$¢ poruszania sie.

Przepisujac otrzymane wyniki wzrostu entropii przy pomocy modelu z
komérkami elementarnymi i entropia zadana wzorem (10.18) znajdujemy z

2Przy spelnieniu warunkéw (10.35) i (10.37), nie istnieja warunki poczatkowe (V1,77)
i (Vo,T?) dla gazéw doskonalych, ktére prowadza do AS =0.
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warunku S > S1 + .59, relacje

M My M,
k(2N) ln(2N> > kN ln< L ) (10.42)
Stad relacja dla liczby komoérek M w sumarycznym ukladzie po wyréwnaniu
temperatur

M > 2~/ M1 My (1043)

Nieodwracalnos¢ procesu manifestuje sie wiec we wzroécie liczby komorek
elementarnych, zgodnie z powyzszym wzorem.

10.5.2 Dwa procesy adiabatyczne

Pozostat jeszcze do rozwazenia przypadek, gdy sumaryczna objeto$¢ zbiorni-
kéw z gazem moze ulegaé¢ zmianie. Zapiszmy wiec wzdr na entropie (10.39) w
postaci, w ktérej dopuszczalna jest zmiana objetosci gazéw bez zachowania
sumarycznej objetosci,

Vi — v/, Vo — Vg, (10.44)
Otrzymamy
/TS/Z /T3/2
WiT; VT
Jezeli
V1T13/2 =V/T%?, V2T23/2 = V}T3/2 (10.46)

to zmiana entropii AS =0 i proces jest odwracalny. Réwnania (10.46) odpo-
wiadaja dwom niezaleznym, adiabatycznym procesom quasistycznym, zacho-
dzacym w kazdym ukladzie niezaleznie. Jednak w takim przypadku ukltady
sg izolowane od siebie termicznie i nie wymieniaja ciepla miedzy soba co
oznacza, ze zachodzace procesy nie ilustruja procesu wyréwnywania tempe-
ratur, ktory analizujemy.

Jako ostateczny wniosek, zgodny z druga zasada termodynamiki, proces
wyréwnania temperatur poprzez kontakt termiczny ukladéw izolowanych
od otoczenia jest nieodwracalny, gdyz sumaryczna entropia uktadéw zawsze
ro$nie.



Dodatek A

Dowdd relacji (4.19) i (4.20)

Zdefiniujmy! nastepujaca funkcje temperatury 7' dla T} < T

T 15
A1) = [ Cyi(Tyar — / Cyo(T')dT" (A.1)
T T
Na granicach przedziatu [T7,T5] otrzymujemy
Ty
f(M) =~ Cyao(T)dT' <0
T
Ty '
F(Ty) = / Cyr(T')dT' > 0 (A.2)
Ty

Funkcja f(7') zmienia znak co oznacza na podstawie podstawowego twier-
dzenia analizy matematycznej, ze istnieje T € (T1,1»), dla ktérego

J(T7) =0 (A.3)

W przypadku dwoch ciat o pojemnosciach cieplnych Cy1(T') i Cyo(T), po-
zostajacych w kontakcie cieplnym, T jest temperatura réwnowagi termody-
namicznej. Stad dostajemy réwnosé pobranego i oddanego ciepta w procesie
wyrdéwnywania temperatur
T Ty
AQ1 = Cy1(TdT" = Cyo(TdT" = —AQ> (A4)
Ty T+
Aby pokazaé, ze istnieje doktadnie jedna wartos¢ temperatury réwnowagi
T, policzmy pochodng
df (T))

g7 = (1) +Cv2(T) >0 (A.5)

'Dowéd twierdzenia powstal w dyskusji z Adamem Bzdakiem.
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Funkcja f(T) jest wiec funkcja rosnaca i stad T* jest jedyna wartoscia, dla
ktoérej zachodzi (A.3).

Aby udowodni¢ druga czesé twierdzenia méwiacego o wzroscie entropii
w procesie wyréwnywania temperatur, dokonajmy oszacowania dla wielkosci

*\ E CVI(T/) / & OV?(T/) /

Z warunku 7™ € (T1,T») mamy
1 1 1

— < < — A7
T < T+ < T (A7)
Na podstawie tej nieréwnosci otrzymujemy
1 [T 1 T3
g(T™*) > — Cy(THdT — —. CVQ(T,)dT/
T J1 T* Jpx
co mozemy zapisaé w postaci
T*
g(T™) > f(T* ) =0 (A.8)

gdzie wykorzystaliSmy réwno$é (A.3). UdowodniliSmy tym samym wzrost
entropii w procesie wyréwnywania temperatur

T Gy (T7) T Cyo(T7)
as= [ TdT'—l—/T =2l ar >0 (A.9)
1 2



Dodatek B

Wyprowadzenie wzoru (4.35)

Wzor (4.35) jest konsekwencja I i IT zasady termodynamiki. Wiaze on ener-
gie wewnetrzna ukladu z réownaniem stanu. Jest to tak wazna relacja, ze
wyprowadzimy ja raz jeszcze postugujac sie metoda zaproponowang przez
Feynmana w swoich Wykladach z Fizyki.

Rozpocznijmy od I zasady termodynamiki
dU = DQ —pdV (B.1)

Energia wewnetrzna jest funkcja stanu, a wiec dU jest rézniczka zupelna.
Przyjmujac, ze (T,V) sa niezaleznymi zmiennym zapiszmy ten warunek

ou ou
AdU=|—) dI'+| =) d B.2
v (5T)V +<3V>T v (B2)
Po prawej stronie relacji (B.1), DQ jest ogélna forma rézniczkowa
D@ D@
DQ=(— T+ — B.
o= (), + (7 ), B3

co oznacza, ze funkcje po prawej stronie nie sg pochodnymi czgstkowymi
funkcji @, gdyz ciepto @ nie jest funkcja stanu.

Pierwsza z tych funkcji to pojemnosé cieplna przy statej objetosci

DQ
Cy=|— B.4
v= (), (B.4)
Dla proceséw z V = const z réwnania (B.1) otrzymujemy
ou DQ
dU=|——| dI'=|—=) dT B.
v=(5r), 7= (), ®3)
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ci$nienie

objetosc

Rys. B.1: Infinitezymalny cykl Carnota.

i stad

ou
Cy = | — B.6
v=(57). (5.6)

Druga z funkcji we wzorze (B.3), (DQ/dV ), wymaga wickszej uwagi. Jej
sposob obliczenia, przedstawiony przez Feynmana, wykorzystuje 11 zasade
termodynamiki dla proceséw odwracalnych wyrazong przy pomocy wzoru
Carnota (3.7) na sprawno$é¢ silnikéw odwracalnych

W= Qs (1—T1) (B.7)

T
gdzie Q)2 to cieplo pobrane przez silnik z grzejnicy o temperaturze 1o, T
to temperatura chtodnicy, natomiast W to praca wykonana przez silnik w
jednym cyklu odwracalnym. Cykl ten w przestrzeni (p,V') jest pokazany na
rysunku 3.3.

Idac za Feynmanem, rozwazmy taki cykl dla infinitezymalnej zmiany
wartoséci objetosci AV przy temperaturze grzejnicy T = T, chlodnicy T1 =
T — AT, gdy pobrane zostato ciepto @2 = AQ i wykonana zostala praca
W = AW, patrz rysunek (B.1). Wtedy relacja (B.7) to

AW = AQ % (B.8)

Zauwazmy, ze cieplo AQ) zostalo pobrane w procesie izotermicznego roz-
prezania o warto$¢ AV przy temperaturze T'. Obliczajac je bedziemy znali
poszukiwana wielko$é¢ (DQ/dV)p. W tym celu zauwazmy, ze praca AW,
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réwna zakreskowanemu polu na rysunku (B.1), jest réwna polu prostokata
o bokach Ap i AV przy inifinitezymalnych wartosciach tych zmian,
AW =ApAV (B.9)

Tym samym z (B.8) znajdujemy

AT
Poszukiwane ciepto to
A
AQ=T2=L Ay (B.11)

AT
i w granicy AT — 0 przy infinitezymalnej zmianie objetosci dV otrzymujemy

DQ:T(%)V v (B.12)

Tak wiec dla ustalonego 7', z réwnania (B.2) znajdujemy

oU dp
dU=|—) dV=(T|=| —-p]|d B.1
v=(av ), =(7(51), ) (B13)
Poprzez poréwnanie obu stron otrzymujemy réwnanie (4.35)
oUu dp
— ) =T|(=) - B.14
(av)T <0T>v i (514

Zwroémy uwage, ze w wyprowadzeniu nie wykorzystywalidémy zalozenia,
ze gaz doskonaly jest substancja czynna silnika Carnota. Wiemy juz, ze tak
nie musi by¢. Moze to byé dowolna substancja (uklad termodynamiczny),
ktora pozwala zrealizowaé odwracalny cykl Carnota. Musi ona jednak spel-
nia¢ wyprowadzone réwnanie (B.14).
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