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Rozdziat 1

Transformacja Lorentza

1.1 Szczegdlna teoria wzglednosci

Szczegdlna teoria wzglednosci jest teoria relacji pomiedzy czasem i przestrz-
enia, ktore w sposéb naturalny wynikaja z dwoch fundamentalych zatozen.

e Zasada wzglednosci Galileusza jest stuszna w odniesieniu do zjawisk
elektromagnetycznych. Innymi stlowy, przy pomocy zjawisk elektroma-
gnetycznych nie mozna wyrézni¢ zadnego inercjalnego ukladu odnie-
sienia.

e Predkos¢ éwiatta ¢ jest taka sama dla wszystkich obserwatoréw iner-
cjalnych i jest niezalezna od ruchu zrédla. Jest to uniwersalna (nieza-
lezna od inercjalnego uktadu odniesienia) predkosé w STW.

Opierajac sie na tych postulatach mozna wyprowadzi¢ nowe w stosunku do
transformacji Galileusza relacje pomiedzy pomiarami czasu i przestrzeni.

Dodajmy, ze zasada wzglednosci Galileusza zostata w toku rozwoju fizyki
rozszerzona na wszystkie zjawiska fizyczne poza grawitacja. W tym ostat-
nim przypadku szczegdlna teoria wzglednosci zostata rozszerzona do ogélnej
teorii wzglednosci, w ktorej inercjalne uktady odniesienia traca wyrézniona
role na rzecz dowolnych (odwracalnych) transformacji czasu i przestrzeni.

Zbadajmy jakie sa konsekwencje zalozen szczegdlnej teorii wzglednosci.
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Rys. 1.1: Metoda radarowa rekonstrukcji wspotrzednych zdarzenia. Czas t
na osi pionowej powinien by¢ pomnozony przez uniwersalna predkosé c, by
otrzymaé¢ wspolrzedng o wymiarze dtugosci na tej osi. Podobnie dla osi ¢'.

1.2 Metoda radarowa

Dla uproszczenia rozwazan rozwazmy ruchy jednostajne wzdluz osi = da-
nego uktadu inercjalnego, powigzanego z obserwatorem S pozostajacym w
spoczynku w poczatku uktadu. Oznacza to, ze jego wspdlrzedna w ukladzie
inercjalnym to x = 0, niezaleznie od czasu ¢ mierzonego przez zegar pozosta-
jacy razem z nim w spoczynku w tym punkcie. Na Rys. 1.1, pionowa 0§ ct to
linia sSwiata obserwatora inercjalnego S. Czerwone linie na tych rysunkach
to linie $wiata sygnaléw Swietlnych. Przecinaja one oS ct po katem 45°, gdyz
maja one réwnania, odpowiednio,

ct =z +cty ct =—x+cty (1.1)

Niech obserwator S wysyta sygnal swietlny w chwili ¢; w kierunku do-
datnim osi z. Sygnal ten ulega odbiciu od zwierciadta, powracajac do ob-
serwatora S w chwili t9 - patrz Rys. 1.1 (po lewej). Obserwator S stwierdzi,
iz odbicie sygnatu nastapito w chwili ¢ takiej, ze czas tam i czas z powrotem
sa, sobie réwne

t—ty =ty —t. (1.2)

Innymi stowy uzna, ze odbicie jest réwnoczesne z chwila

t1+1t2
2 b)

t= (1.3)

wskazywana przez jego zegar wlasny. Uzna on, ze odleglos¢ =z w jakiej
nastapito odbicie jest réwne potowie czasu tam i z powrotem pomnozone-
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go przez predkosé Swiatla c,

to—1
r=c>—1>0 (1.4)
2
Wryliczajac t1 oraz to jako funkcje zmiennych (¢,x) otrzymujemy
x x
t1=10t——, to=t+—. (1.5)
c c

Rozwazmy drugiego obserwatora inercjalnego S’, oddalajacego sie od S
ze stala predkoscia wzdluz osi z - patrz Rys. 1.1 (po prawej). Zakladamy, ze
obserwatorzy dysponuja identycznymi zegarami zsynchronizowanymi w taki
sposéb, ze w chwili ich spotkania

t=t=0. (1.6)

Wprowadziliémy w ten sposéb nowe oznaczenie czasu t’ dla obserwatora S,
dopuszczajac mozliwos¢ przypisania temu samemu zdarzeniu réoznych war-
tosci czasu przez obu obserwatorow. Jezeli obserwator S wie, ze sygnat odbit
sie od poruszajacego sie wzgledem niego obserwatora S’ to przypisze temu
obserwatorowi wartos¢ bezwzgledna predkosci

v :% (1.7)

Wtedy réwnania (1.5) przyjma postaé
tlzt(l—ﬁ), tzzt(l —i—ﬁ) (1.8)

gdzie
v
=—. 1.9
f=- (19)
Jaka chwile t' zarejestruje S’ w momencie odbicia sygnatu $wietlnego?
Postuzymy sie nastepujacym rozumowaniem, wspartym Rys. 1.1 po prawej
stronie. Odstep czasu t’ w ukladzie S’ pomiedzy minieciem sie obserwatoréw
a odbiciem sygnaltu, jest proporcjonalny do odstepu czasu t; w uktadzie S

pomiedzy minieciem sie obserwatoréw, a chwila wystania sygnatu
' =a(V)t, (1.10)

gdzie wspoétezynnik proporcjonalnosci v zalezy od predkosci V. Podobnie,
z perspektywy obserwatora S czas odebrania powracajacego sygnatu to jest
proporcjonalny do czasu jego wyslania t' przez obserwatora S,

ty = a(=V)t'. (1.11)
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Rys. 1.2: Tlustracja relatywistycznego efektu Dopplera.

Odbicie sygnalu przez obserwatora S’ jest bowiem tozsame z jego wystaniem
w kierunku obserwatora S. Zasada wzglednoéci prowadzi do wniosku, ze
wspotczynnik proporcjonalnosci o jest w obu relacjach taki sam i zalezy
tylko od modutu wzglednej predkosci obserwatoréow,

a=a([V]). (1.12)

W przeciwnym przypadku, ktérys z obserwatoréw inercjalnych bytby wy-
rézniony. Eliminujac z obu relacji ¢/, otrzymujemy

ty = ot;. (1.13)

Podstawienie relacji (1.8) pozwala wyliczy¢

_J1+B

1.3 Relatywistyczny efekt Dopplera
Rozwazmy w ukladzie S’ zjawisko okresowe polegajace na emisji promieni
Swietlnych z okresem Tj, przyktadowo w chwilach - patrz Rys. 1.2,

t' =Ty, 2Ty, 3T, ... (1.15)

Obserwator S odbiera je w nastepujacych chwilach mierzonych przez jego

zegar
t=T,2T,3T,.... (1.16)



ROZDZIAL 1. TRANSFORMACJA LORENTZA 9

Zgodnie ze wzorem (1.11), zwiazek miedzy okresami tego zjawiska jest dany
relacja,

T:aTg = 7T0. (117)

Stad, ze wzoru na diugoséé fali, A = T, otrzymujemy wzér na przesuniecie
Dopplera
1+8
A= 4/—= Xo. 1.18
Y (118)
Diugosé fali elektromagnetycznej emitowanej przez Zréodio oddalajace sie od
obserwatora S ulega zwiekszeniu ("przesunieciu ku czerwieni"), gdyz A > \p.

Dla zblizajacego sie zrodla mamy

To=aT (1.19)
skad wynika wzdér
A ey (1.20)
=\ 153 b )
oraz
1-p
A=y/—= Xo- 1.21
e (1.21)

Otrzymujemy zmniejszenie dlugosci fali mierzonej przez obserwatora S ("prze-
suniecie do nadfioletu"), gdyz A < Ap.

1.4 Transformacja Lorentza

Rozwazmy raz jeszcze odbicie sygnalu sSwietlnego, tym razem w dowol-
nym miejscu, z punktu widzenia dwéch obserwatoréw inercjalnych S i S’
oddalajacych sie od siebie z predkoscia V.

Obserwator S wysyla promien $wietlny w chwili ¢1, a nastepnie odbiera
go po odbiciu w chwili £y, przypisujac zdarzeniu odbicia wspélrzedne (¢,x),
powiazane z czasami emisji i odbioru sygnalu wzorami (1.5), patrz Rys. 1.3,

fh=t—", to=t+2 (1.22)
C C

Analogicznie, obserwator S’ przypisze temu samemu zdarzeniu swoje wspol-
rzedne (t',2'), rejestrujac chwile ¢} miniecia go przez przez promien $wietlny
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Rys. 1.3: Tlustracja rozumowania prowadzacego do transformacji Lorentza.

wyslany przez S jako swoja chwile poczatkowa oraz chwile 5 powrotu sy-

gnaltu, gdzie

fE/ /

X
=t — =, th=t'+= 1.23
1 p 2 + p ( )

Naszym celem jest znalezienie zwiazku pomiedzy przypisanymi zdarzeniu
wspolrzednymi. Z relacji (1.10) i (1.11) wynika

th =aty, ty = ath (1.24)
czyli
/ /
N P A U
t—;—a@ C} t+c_a@+c). (1.25)

W ten sposéb otrzymujemy uklad réwnan
t—a2' /e = a(t—x/c)

! t+x/c). (1.26)

+ / _ =
tafe = —(

Mnozac stronami réwnania (1.26) znajdujemy niezmienniczy interwal

At —a? = P2 —a?. (1.27)
Mozemy go potraktowaé jako niedodatnio okreslony kwadrat odlegtosé po-
miedzy dwoma zdarzeniami, w tym przypadku miedzy minieciem sie ob-
serwatorow a odbiciem sygnalu. Po rozszerzeniu do trzech wymiaréw prze-

strzennych, pelni on podstawowa role w geometrycznym sformutowaniu szcze-
gélnej teorii wzglednosci. Wiecej na ten temat powiemy w Rozdziale 3.
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Dodajac i odejmujac stronami réwnania (1.26), otrzymujemy
t’—1<a+1>t—l<a—1>x
2 «a 2 a) c
| 1Nz 1 1
— == —|——=la——]t. 1.28
c 2 <a+ a) c 2 (a a) ( )
Podstawiajac relacje (1.14), znajdujemy
1 ( N 1) 1
g+t )= ——
2 «a 1-— /32

D)

gdzie 5 =V/e, co prowadzi do wzoréw na transformacje Lorentza,

2
y:t_Kjg (1.30)
o=Vt (1.31)

V1=p2'
Transformacje Lorentza nalezy uzpelnié¢ o prawo transformacyjne dla wspot-
rzednych przestrzennych w kierunkach prostopadtych do kierunku ruchu. W

omawiane]j konfiguracji, gdy predkosé ukladu S’ jest skierowana wzdluz osi
x uktadu S i osie obu ukladéw sg do siebie réwnolegte, mamy

y =y (1.32)
Z =z (1.33)

Transformacje odwrotna otrzymujemy zamieniajac V — =V,

t'+Va'/c
/ /
L, TtV (1.35)

=7

Zwr6émy uwage, ze ze wzgledu na czynnik w mianowniku, predkosé iner-
cjalnego ukladu odniesienie musi by¢ zawsze mniejsza niz c,

V<c (1.36)
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1.5 Skladanie transformacji Lorentza

Transformacje Lorentza (1.30)-(1.33) dla ruchu wzdluz osi z mozna zapisaé
w formie macierzowej

ct’ v =By 0 0\ [ct
| |-y ~ 0 0]]|=x
v | 0 0 1 0]y (1.37)
2 0 0 0 1) \z
gdzie = V/c jest parametrem transformacji Lorantza, natomiast
1
R — 1.38
Ly (1.38)
to czynnik Lorentza. Transformacja odwrotna to
ct v By 0 0\ [ct
x By v 0 0f[fa
y|l |0 0 1 0]y (1.39)
z 0 0 01 2!

WprowadZzmy pospieszno$é (rapidity) ¢ jako parametr transformacji
Lorentza wzdluz osi x, powigzany z parametrem [ wzorami

¥ -
coshy = ete !
2 1— 32
e'¢ — e_¢ /8
sinhy = = , 1.40
S 2 140
gdzie wzér odwrotny to
sinh )
= oy = E0Y (1.41)

Transformacja Lorentza (1.37) przyjmuje teraz postaé

ct coshy) ~—sinhy) 0 0\ [et
x’ —sinhvy coshy 0 O | x
v 0 0 1 0f|y (1.42)
2 0 0 0 1) \z
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Wykonajmy dwie transformacje Lorentza wzdluz osi x z pospiesznoscia-
mi ¢ i Y9, ktéorym odpowiadaja przejscia pomiedzy ukltadami inercjalnymi

s g 2y gn (1.43)

gdzie V; to predko$é ukladu S’ wzgledem S, natomiast V5 to predkos$é uktadu
S wzgledem S’

Przejécie od uktadu S do ukladu S” odpowiada transformacji

ct” coshtpy —sinhyp 0 0 coshtpy —sinhyy 0 0\ [ct
z” | | —sinhty coshipy 0 O] | —sinhe; coshyy 0 Of | =z
A 0 0 10 0 0 10|y
2" 0 0 01 0 0 01 z
Mnoza macierze i wykorzystujac tozsamosci
cosh (11 4+ 12) = cosh )y cosh)g + sinh ¢y sinh iy (1.44)
sinh (1 +15) = sinh ) cosh1py + cosh 1)y sinh v, (1.45)
znajdujemy
ct” cosh(¢1 +13) —sinh(¢p1 +12) 0 0\ [ct
z” | | —sinh(¢1 +12) cosh(y1+12) 0 0| @ (1.46)
A 0 0 10 '
2" 0 0 0 1/ \z

OtrzymaliSmy wigc nows transformacje Lorentza wzdluz osi x z pospieszno-
Scia Y bedaca suma pospiesznosci

=11+ 1s. (1.47)

Dodawania pospiesznosci odpowiada sktadaniu odpowiadajacych im pred-
kosci uktadéw inercjalnych. Wzér dla wypadkowej predkosci wyprowadzimy
korzystajac z tozsamosci

_ tghty +tghiy
tgh(r +¢2) = 7 el tgh s (1.48)

Podstawiajac relacje (1.41), otrzymujemy

B= B1+ B2

=i (1.49)
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skad dostajemy wzoér na relatywistyczne sktadanie predkosci

i+V

V=———-—
1+V1V2/C2

(1.50)

gdzie V' to predko$é¢ ukladu S” wzgledem uktadu S.
Predkos$é¢ wypadkowa V' nigdy nie przekroczy predkosci swiatta ¢, gdyz

B1+ B2
1+ 3182

Rzeczywiscie, powyzszy warunek jest réwnowazny warunkowi

<1 (1.51)

(1=51)(1—=p2) >0, (1.52)

ktoéry jest spelniony dla 0 < 31 2 < 1. Ograniczenie V' < ¢ na predkosé inercjal-
nych uktadéw odniesienia jest wiec zachowane przy skladaniu ich predkosci
Zauwazmy, ze dla matych predkosci, V1, Vs <« ¢, wyrazenie w mianowniku
(1.50) mozna zaniedba¢ w stosunku do jedynki co prowadzi do nierelatywi-
stycznego dodawania predkoéci wynikajacego z transformacji Galileusza

V=Vi+V (1.53)

Zlozenie dwéch transformacji Lorentza wzgledem tej samej osi jest trans-
formacja Lorentza wzdluz tej osi. Wykonujac jednak dwie transformacje
Lorentza wzdtuz réznych kierunkéw nie otrzymamy czystej transformacji
Lorentza wzdluz wypadkowego kierunku, gdyz musimy ja jeszcze poprawié
o dodatkowy obrét osi wypadkowego uktadu bez transformacji czasu. Ten
efekt jest podstawg tzw. precesji Thomasa.



Rozdziat 2

Whnioski z transformacii

Lorentza

2.1 Wzgledno$¢é réwnoczesnosci

Rozwazmy dwa zdarzenia A i B, ktore w uktadzie S zachodza w tym samym
czasie t, ale w réznych polozeniach przestrzennych x1 # 2. Sa wiec one
rownoczesne w tym ukladzie, a ich wspotrzedne czasoprzestrzenne to

A=(t,z1), B = (t,as). (2.1)

Zgodnie ze wzorem (1.30), w ukladzie S’ zdarzenia te maja wspolrzedne
czasoprzestrzenne,

A=(t,71), B = (ty,x5). (2.2)

gdzie chwile czasowe

g _hi—mv/e g _l—mV/e (2.3)
1 /1 — 62 ) 2 /1 — 62 N
Stad odstep czasu w ukladzie S’ pomiedzy tymi zdarzeniami to
V(zg—1x1)/c?
At’:tﬁ—té:M#). (2.4)

J1- B2

Dwa zdarzenia rozdzielone przestrzennie i rownoczesne w ukladzie S, sa
nieréwnoczesne w uktadzie S’. Oznacza to, ze réwnoczesno$é zdarzen jest

15
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X

Rys. 2.1: Zdarzenia réwnoczesne ze zdarzeniem A (linie przerywane) w ukla-
dach S'iS’. Osie t’ oraz 2’ pokazuja efekt transformacji Lorentza. Wartosci
liczbowe na osiach czasowych sa dodatkowo pomnozone przez c.

pojeciem wzglednym w STW, gdyz zalezy od inercjalnego uktadu odniesie-
nia.

Na Rys. 2.1, linie przerywane pokazuja zdarzenia réwnoczesnych ze zda-
rzeniem A = (t1,x1) w ukladzie S (prosta réwnolegla do osi z), dla ktérych

t=t (2.5)
oraz w ukladzie S’ (prosta nachylona do osi z), dla ktérych
t'=1] (2.6)

Ostatnia prosta jest réwnolegta do prostej odpowiadajacej zdarzeniom réw-
noczesnym w ukladzie S’ z czasem t' = 0, ktéra opowiada osi 2’ uktadu S’.
Kladac ¢ =0 w réwnaniu (1.30), otrzymujemy réwnanie tej prostej
\%
ct=—x (2.7)

c
Kat nachylenia ¢ osi ' do osi x ukladu S jest dany przez warunek

c V
tgp=—=—=3 (2.8)
T c
Podobnie otrzymamy réwnanie drugiej prostej, odpowiadajacej osi czasowej
t" uktadu S’. Kladac 2/ =0 w réwnaniu (1.31) dostajemy

xr=Vt (2.9)
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Kat nachylenia tej prostej do osi t uktadu S to ten sam kat ¢, gdyz

tgp=—=—=45 (2.10)

Geometrycznie transformacja Lorentza polega na skreceniu osi czasowej i
przestrzennej o ten sam kat ¢ w kierunku linii $wiata sygnalu swietlnego
x =ct. Dla V — ¢ obie osie daza do tej linii $wiata.

Podsumowujac nasz rozwazania:

Rownoczesno$é zdarzen jest pojeciem wzglednym, gdyz zaleZy od iner-
cjalnego ukiadu odniesienia.

2.2 Dylatacja czasu

Rozwazmy dwa zdarzenia zachodzace w ukladzie S’ w tym samym punkcie
2/, ale w réznych chwilach czasu ¢} and ¢,,. Odstep czasu miedzy nimi wynosi
wynosi

At =t —t) (2.11)

Obserwator inercjalnych S, wzgledem ktérego S’ porusza si¢ si¢ z predkoscia
v w dodatnim kierunku osi x stwierdzi, ze zdarzenia te zachodza w chwilach
czasu, ty i ta, zwiazanych z ¢} it transformacja Lorentza

t/ / t/ /
t = M to = M (2.12)

/1— 32 ’ /1— B2
W zwiazku z tym odstep czasu w uktadzie S to

th—t,
At =ty —t; = ———L (2.13)

V1—p?
i stad relacja miedzy odstepami czasu okreslanymi przez obu obserwatordéw

At
At=——= > A 2.14
— (214)
Obserwator S zmierzy diuzszy odstep czasu niz obserwator S'.

Przyjmijmy jako podsumowanie:
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Z punktu widzenia danego obserwatora inercjalnego, procesy czasowe za-
chodzgce w ukladach inercjalnych poruszajgcych sie wzgledem niego ule-
gajg zwolnieniu.

Odstep czasu At’ mierzony przez obserwatora S’ nazywamy czasem wla-
snym. Jest on niezmiennikiem transformacji Lorentza, gdyz niezmienniczy
jest kwadrat odleglosci pomiedzy dwoma zdarzeniami zachodzacymi w tym
samy punkcie zwyklej przestrzeni,

52, = (At)? (2.15)
i stad
5Ty
At = (2.16)
c

jest stosunkiem dwdéch niezmiennikéw transformacji Lorentza.

Zjawisko dylatacji czasu wyjasnia fakt obserwacji mionéw na powierzchni
Ziemi wytwarzanych przez zderzenia szybkich czastek pochodzenia kosmicz-
nego z atomami w gérnych warstwach atmosfery. Sredni czas zycia mionu
mierzony w laboratorium dla mionéw w spoczynku wynosi 7 =2.2-1076 s.
Po érednio takim czasie miony rozpadaja sie tworzac m. in. elektrony. Gdyby
nie istniala dylatacja czasu mogltyby one przeby¢ droge

L~ cr=(3-10%) x(2.2-107%) m = 6.6 - 10 m = 660 m (2.17)

gdzie zalozyliSmy, ze miony poruszaja sie z predkoscig zblizong do predkosci
Swiatta. Tymczasem miony sg obserwowane na powierzchni Ziemi w odlegto-
$ci Lo ~ 10 km od punktu ich powstania. Z punktu wiedzenia obserwatora
ziemskiego szybko poruszajace sic miony zyja jednak dituzej o czynnik lo-
rentzowski gamma

At =1 (2.18)

i w zwiazku z tym moga pokonaé¢ odlegtosé
Ly~ cAt =~(cr) =10 km (2.19)

Przyktadowe wartosci predkosci mionu i czynnika v sa podane w Zadaniu 1.
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2.3 Skrécenie dlugosci

Rozwazmy pret o dlugosci Ly spoczywajacy w uktadzie S’. Poniewaz pret
spoczywa, jego dlugo$¢ mozemy okresli¢ podajac wspolrzedne poczatku i
konica w dowolnych chwilach w ukladzie S’

Lo = oy —xf. (2.20)

Mierzac dtugosci preta w uktadzie S, w ktérym sie porusza, okreslmy wspol-
rzedne poczatku i konica preta w tej samej chwili czasu. Otrzymujemy wiec
zdarzenia o nastepujacych wspotrzednych

A= (t,x1), B = (t,z2) (2.21)
Dtugosé preta definiowana przez obserwator S to
L:.rz—l‘l (2.22)

Aby ja zwigzaé z dtugoscig Ly obserwatora S’ zauwazmy, ze polozenia x i
x9 odpowiadaja w ukladzie S’ polozeniom okreslonym przez transformacje
Lorentza

o xr1 — Vit
e
-V
Th= 9521‘;2 (2.23)
Stad
xh— ) 27T (2.24)

co oznacza, ze dlugo$é poruszajacego sie preta wynosi

L= Loy1-p (2.25)

Poniewaz L < Lg, mozemy sformutowaé wniosek:

Diugosé preta mierzona wzdiuz kierunku jego ruch w ukladzie inercjal-
nym, w ktorym sie porusza jest mniejsza od diugosci preta w spoczynku.

Dtugosci poprzeczne L do kierunku ruch obiektu nie ulegaja zmianie
ze wzgledu na prawa transformacyjne (1.32)-(1.33). Tak wiec

L =L (2.26)
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Powréémy do przyktadu z mionami wytwarzanymi w gérnych warstwach
atmosfery i obserwowanych na powierzchni Ziemi. W uktadzie spoczynko-
wym mionu, czas jego zycia wynosi érednio 7 = 2.2.-1076 s, natomiast war-
stwa atmosfery (bedaca analogiem sztywnego preta) o dlugoscei Lo ~ 10 km,
skraca sie o czynnik «. Stad odlegto$¢ do przebycia przez Ziemie wraz z
atmosfera, ktora umozliwia rejestracje mionu w czasie jego zycia wynosi

L
L==2=¢r~660m (2.27)
Y

2.4 Skroécenie dlugosci raz jeszcze

Zalozenie o pomiarze dlugosci poruszajacego sie preta poprzez okreslenie
potozenia jego koncéw w tej samej chwili czasu nie jest konieczne. Jezeli ob-
serwator S zmierzy je w réznych chwilach czasu to zdarzenia odpowiadajace
pomiarowi to

A= (tl,xl), B= (tQ,xz) (2.28)
Zdefiniuje on wtedy mierzong dlugos¢ preta poprzez wzor
L= (1‘2—.%'1)—V(t2—t1) (2.29)
W ukladzie S’, w ktérym pret spoczywa, otrzymujemy wspotrzedne
A= (ty,2)), B = (ty,5) (2.30)
ktore sa powiazane ze wspolrzednymi w uktadzie S transformacja Lorentza
T+ V) rH+ Vit
T = —— Ty = ——==
V11— 32 V11— 32
th+Val/c? th+Vah/c?
= to =220~ (2.31)
/1 — 62 /1 — /82
Podstawiajac te zwiazki do (2.29), znajdujemy
e V) V) - Pl a)

N

skad otrzymujemy wzér na skrécenie Lorentza

L= (zy—a))\/1-p2=Loy/1-5?, (2.33)

gdyz obserwator S’ w dalszym ciggu okresli dtugosé preta jako
Lo=ah—a, (2.34)

niezaleznie od chwil czasu, w ktérych wyznacza polozenia koncéw preta.
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tl

a) b) c)

Rys. 2.2: Dylatacja czasu i kontrakcja dlugosci na diagramach Minkowskiego

2.5 Dylatacja i kontrakcja na diagramach

Wyprowadzimy dylatacje czasu i kontrakcje dlugosci postugujac sie przy-
ktadem z mionem powstajacym w gérnych warstwach atmosfery, a rejestro-
wanym na powierzchni Ziemi dzieki efektom relatywistycznym. W wypro-
wadzeniu postuzymy sie diagramami czasoprzestrzennymi Minkowskiego na
Rys. 2.2 oraz niezmiennikiem (1.27) transformacji Lorentza

At? —a? =Pt —2? (2.35)

Dla uproszczenia notacji przyjmiemy uktad jednostek, w ktorym ¢ = 1.

Rozwazmy inercjalny uklad odniesienia S, w ktérym Ziemia spoczywa'

i znajduje sie w odlegloéci L od jego poczatku. Na Rys. 2.2a) linia $wiata

powierzchni Ziemi to prosta réwnolegta do osi czasowej o wspoétrzednej x = L.
Niech w chwili t =0 w punkcie £ = 0 powstaje mion poruszajacy si¢ w

kierunku Ziemi ze stata predkoscia v. Linia §wiat mionu to péiprosta

x=uvt (2.36)

na wykresie 2.2b). Mion dociera do powierzchni Ziemi, co odpowiada zda-
rzeniu A na przecigciu lini Swiata mionu i Ziemi. Wspélrzedne tego zdarzenia
w uktadzie S to

A=(tL) (2.37)

1Zaniebujemy ruch Ziemi wokol wlasnej osi oraz Stonca przy przyjetych skalach cza-
sowych.
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gdzie t to odstep czasu pomiedzy powstaniem mionu i jego zarejestrowaniem
na powierzchni Ziemi. Aby policzy¢ ile wynosi ten odstep czasu t’ w uktadzie
spoczynkowym mionu S’ zauwazmy, ze linia Swiata mionu to o§ czasowa
uktadu inercjalnego S’. W tym ukladzie zdarzenie A ma wspolrzedne

A=(t,0) (2.38)

Korzystajac z (2.35), otrzymujemy

2

e (2.39)

gdzie L = vt. Podstawiajac te relacje znajdujemy wzoér na dylatacje czasu

t/
t= i (2.40)
Czas zycia mionu t poruszajacego sie w ukladzie spoczywajacej Ziemi jest
dtuzszy niz czas zycia mionu 7 =t' w jego ukladzie spoczynkowym. Dzieki
temu moze by¢ zarejestrowany na powierzchni Ziemi.

Aby wyprowadzi¢ kontrakcje dtugosci postuzymy sie Rys. 2.2¢). Nowa
pélprosta na tym rysunku to o$ przestrzenna z’ uktadu spoczynkowego mio-
nu S/, dla ktérej ¢’ = 0, patrz Rys. 2.1. Odlegtoéé w ukladzie S’ pomiedzy
powstajacym mionem w poczatku uktadu wspolrzednych a Ziemia jest li-
czona dla tej samej chwili czasu ¢’ =0 i wynosi ' = L. Jest ona wyznaczona
przez zdarzenie B bedace punktem przecieciem osi x’ z linig $wiata Ziemi.
Stad wspolrzedne tego zdarzenia w ukladzie S’ to

B=(0,L) (2.41)
W ukladzie S, o$ 2’ uktadu S’ spelnia réwnanie
t=vx (2.42)

gdyz jest ona nachylona do osi z pod takim samym katem pod jakim jest
nachylona o$ ¢’ do osi t. Stad wspdtrzedne zdarzenia B w ukladzie S wynosza

B=(vL,L) (2.43)
Wykorzystujac (2.35), otrzymujemy dla zdarzenia B
(vL)?—L? = —(L')? (2.44)

skad wynika wzér

L'=V1-0L (2.45)
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Dtugoséé L = Ly jest odlegloscia do przebycia przez mion w ukltadzie spoczyn-
kowym Ziemi, natomiast L’ jest ta dlugoscig widziang przez mion w swoim
uktadzie spoczynkowym. Stad skrécenie Lorentza po zmianie oznaczen,

L'=v1-v2L, (2.46)

ktére umozliwia rejestracje mionu w $rednim czasie jego zycia.

Na koniec zauwazmy nastepujaca relacje w oznaczeniach z Rys. 2.2 dla
geometrii z niezmiennikiem Lorentza (2.35)

t/ L/

W geometrii euklidesowej, w ktérej niezmiennik (2.35) jest dany wzorem
Pitagorasa
At? 4% = A% 4 o (2.48)

relacje (2.47) mialyby przeciwny kierunek nieréwnosci. Przykladowo, réw-
nanie (2.39) mialoby postaé

2412 =1", (2.49)

dla ktérego po podstawieniu L = vt otrzymalibySmy

t/
L VTr2>1 (2.50)

t



Rozdziat 3

Czasoprzestrzen
Minkowskiego

3.1 Interwal czasoprzestrzennny

Czasoprzestrzen Minkowskiego jest czterowymiarowa rozmaitoscia zdarzen,
w ktérej jest okreslony niedodatni kwadrat odlegtosci miedzy zdarzeniami.
Wybierajac inercjalny uktad odniesienia S, kazdemu zdarzeniu mozna przy-
porzadkowaé wspolrzedne

o = (20,2, 2% 2%) = (ct,z,y,2). (3.1)

Kwadrat odleglo$é miedzy zdarzeniami o wspétrzednych z# i y# jest okre-
§lonu przez niedodatnio okreslony interwatl

As® = (2" =y = (z' —y")? = (" —*)* — (2® —¢*)° (3.2)
Rozwazmy liniowe transformacje wspotrzednych zdarzen
't = A* 3V (3.3)

gdzie p,v =0,1,2,3 i sumujemy po powtarzajacym sie dolnym i gérnym
wskazniku. W zapisie macierzowym

z A% A% A% AY%N /a0
m/1 B Alo All A12 A13 l‘l (3 4)
$/2 — AQO A21 A22 A23 .%'2
m/3 ASO A31 A32 A33 x3

24
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Rys. 3.1: Stozek $wiatta punktu O bedacego poczatkiem uktadu wspdtrzed-
nych i podzial zdarzen wzgledem tego punktu.

Przeksztalcenia Lorentza sa zdefiniowane jako liniowe transformacje wspot-
rzednych zdarzen (3.3), ktére zachowuja interwal (3.2). Tak wiec w no-
wych wspéhrzednych interwal As? ma niezmieniong postaé

AS2 _ (.’L'/O _y/0)2 _ (:C/I o y/1)2 o (IL'/2 _y/2)2 o (CC/3 _ y/3)2 (35)

Transformacje (1.37) sa przykladem transformacji Lorentza.

3.2 Relacje pomiedzy zdarzeniami

Rozwazmy dwa zdarzenia w przestrzeni Minkowskiego o wspélrzednych okre-
Slonych w dowolnym inercjalnym ukladzie odniesienia

0=1(0,0,0,0), P = (ct,z,y,2) (3.6)

Wybér wspoétrzednych zerowych dla zdarzenia O jest wygodny dla prostoty
dalszych wzoréw, Odlegloéé pomiedzy zdarzeniami O i P jest okreslona przez
interwat

As? = P2 —a? —y? — 22 (3.7)

W zwiazku z tym, ze interwal (3.7) nie jest dodatnio okreslony, zdarzenie P
jest powiazane ze zdarzeniem O jedna z trzech relacji - patrz Rys. 3.1:
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e zdarzenie P lezy na stozku Swiatia zdarzenia O, gdy
As®>=0. (3.8)

Zdarzenia lezace na stozku Swiatta mozna polaczyé sygnatem $wietl-
nym. Podstawiajac do réwnania (3.7) réwnanie sygnalu $wietlnego,

224?422 =Pt (3.9)
otrzymujemy znikajacy interwat

As? =2 — 22 =0 (3.10)

e zdarzenia P jest rozdzielone czasowo od O, gdy

As? > 0. (3.11)
Zdarzenia rozdzielone czasowo mozna potaczy¢ sygnatem o predkosci
v < ¢, gdyz
2%+ y? + 2% = 02 (3.12)
i wtedy
As? =2 — 0?2 = (=)t >0 (3.13)

Wszystkie zdarzenia wewnatrz stozka z czasem t < 0 tworza prze-
szto$¢ zdarzenia O, natomiast zdarzenia z wnetrza stozka z ¢t > 0 two-
rz3 przysztosé zdarzenia O. Samo zdarzenie O, zachodzace w chwili
t =0, jest terazniejszodcia tego zdarzenia. Podzial w przestrzeni Min-
kowskiego na przeszto$é i przysztosé jest zawsze dokonywany z punktu
widzenia danego zdarzenia i jest niezmienniczy wzgledem transforma-
cji Lorentza, ktéra nie odwraca znaku czasu zdarzen wewnatrz stozka.
Nie istnieje wiec okreslenie tych pojeé tak jak w czasoprzestrzeni Gali-
leusza z uniwersalnym czasem i uniwersalna struktura réwnoczesnosci,
ktora pozwala okresli¢ przeszlo$é i przyszlo$é dla danej plaszczyzny
zdarzen réwnoczesnych.

e zdarzenia P jest rozdzielone przestrzennie od O, gdy

As? <0. (3.14)

Zdarzenia dla ktérych zachodzi As? < 0 nie moga byé¢ powiazane przy-
czynowo. Gdyby je mozna byto polaczyé sygnatem o predkosci v to

As? = ( —v?)t? <0 (3.15)
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co oznacza, ze v > c. Byloby to sprzeczne z zalozeniem, ze c jest
maksymalna predko$cia przesylania sygnalu. Mozna pokazaé, ze trans-
formacje Lorentza moga zmieni¢ uporzadkowanie czasowe zdarzen na
zewnatrz stozka zdarzenia O. Dlatego zdarzenia te nie wchodza do
okreslenia przesztosci i przysztosci tego zdarzenia.

Przedstawiony podzial zdarzen wzgledem zdarzenia O jest niezmienniczy
wzgledem transformacji Lorentza, tzn. nie zalezy od wyboru inercjalnego
uktadu odniesienia.

Podkreslmy, ze przedstawiony podzial zdarzen jest dokonany wzgledem
dowolnie wybranego zdarzenia O. Nie oznacza to, ze dokonaliSmy w ten
sposéb absolutnego podziatu czasoprzestrzeni Minkowskiego na trzy roztacz-
ne klasy zdarzeri. Wybierajac bowiem inne zdarzenie O, wzgledem ktérego
okreslamy zdarzenia rozdzielone zerowo, czasowo lub przestrzennie, znaj-
dziemy inne zbiory zdarzen spetniajace te warunki.

To co jest absolutne w czasoprzestrzeni Minkowskiego to relacja pomie-
dzy dwoma dowolnymi zdarzeniami, np.

P = (ct,z,y,z), P = (ct', 2,y 7)) (3.16)

gdzie wspoltrzedne sa okreslone w dowolnie wybranym inercjalnym uktadzie
odniesienia. Liczac interwat

As? =2t -t —(z—2')2 = (y—y)? — (2 — 2)? (3.17)

znajdujemy odpowiedZ na pytanie jaka relacja taczy te zdarzenia w zalez-
noéci od otrzymanego znaku As?. Geometryczny sposéb okreélenia relacji
polega na narysowaniu stozka $wietlnego jednego ze zdarzen i okresleniu czy
drugie zdarzenie lezy na stozku swiatta lub znajduje sie w jego wnetrzu czy
zewnetrzu.

3.3 Podzial transformacji Lorentza

Rozwazmy dwa zdarzenia o wspotrzednych x# i x#* 4 dz#. Odleglo$é miedzy
nimi to

ds® = (dz)? — (dz')? — (d2®)? — (dz®)? (3.18)
Wprowadzajac symetryczna macierz tensora metrycznego

0 0 O

-1 0 O

Nuv = Nvp = (3.19)

oo o+
o
|
—_
o
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mozemy zapisac

ds® = 1, dztdz” (3.20)
Transformacja Lorentza wspélrzednych (3.3) prowadzi do relacji
da'" = A", dx® (3.21)
Stad, warunek niezmienniczoéci interwaltu (3.20) daje
N dz'Mdz’” = 1y, A* AP dzdz? = 1o drds? (3.22)
co prowadzi do relacji jakg musi spelniaé¢ transformacja Lorentza,
Nuw A A g = Nap- (3.23)
Warunek ten moze byé¢ réwniez zapisany w postaci macierzowej
ATpA =1 (3.24)

gdzie AT to macierz transponowana macierzy A.

Tak okreslony zbiér transformacji Lorentza tworzy grupe z dzialaniem
polegajacym na mnozeniu macierzy transformacji, gdyz dla dla dowolnych
dwéch transformacji Lorentza Ay i Ay zachodzi

(A1A2) " (A1Ag) = AZAT AL A = Agn Ao =1 (3.25)

skad wynika, ze AjAs jest transformacja Lorentza. Elementem neutralnym
jest jest macierz jednostkowa, natomiast elementem odwrotnym do macie-
rzy A jest macierz odwrotna A~!. Istnienie takie macierzy wynika z faktu,
ze det (A) # 0. Rzeczywiscie liczac wyznacznik obu stron wzoru (3.24), do-
stajemy

(—1)(det A)? = —1 (3.26)
skad wynika, ze
detA=1 lub detA =—1. (3.27)
Rozwazmy warunek (3.23) dlaa=/5=0
Moo = 1= (A00)2 - (A10)2 - <A20)2 - (A30)2 (3.28)
i stad
(A%)% =1+ (AT)* + (A%)* +(A%)* >0 (3.29)
Mamy wiec transformacje Lorentza, dla ktorych
A% >0 lub A% <0. (3.30)

W zaleznosci od znakéw det A oraz A% rozrézniamy cztery rodzaje trans-
formacje Lorentza wymienione w ponizszej tabelce.
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’ Transformacja Lorentza ‘ sgn (A%) ‘ det (A) ‘
wlasciwa ortochroniczna + +
odbicie przestrzenne + -
odbicie czasowe - -
odbicie czasowe i przestrzenne - +

Tablica 3.1: Podzial transformacji Lorentza w zaleznosci od znaku A%, oraz
wyznacznika macierzy A.

3.4 Wilasciwa transformacja Lorentza

Wiaéciwa ortochroniczna transformacja Lorentza dla dowolnie skierowanej
predkosci

V= (V1,V2,V3) (3.31)
ma postaé
gl —Vi/e
A (V) = v 3.32
(V) <—’YVi/C 5ij+(7—1)‘<}g”> (3.32)
gdzie 7 = 1,2,3, a czynnik Lorentza
N (3.33)
T iovee '
W jawnej postaci otrzymujemy
ct’ v —AVi/e —AVaJe —~V3/c\ [ct
xt —’yVl/c 1+Qq3 ) O3 x!
_ (3.34)
x'? —")/VQ/C Qo1 14+ Q99 Qo3 x2
a3 —Va/c Q3 Q32 1+Q53) \a?
gdzie wprowadziliémy oznaczenie dla 7,5 =1,2,3
ViV
Q= (7= 1)y (3.35)

Traktujac wspolrzedne przestrzenne zdarzenia jako sktadowe wektoréw

r= (2!, 2% 2%), v’ = (21, 2% 23) (3.36)
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w tej samej trojwymiarowej przestrzeni wektorowej, do ktérej nalezy takze
wektor predkosci V, mozemy powyzsze wzory zapisaé w zwartej postaci

, r-v
t=vy(t— 2

v—1
v =r—Vt+ W(r-V)V. (3.37)

Rozl6zmy nastepnie wektor r na sktadowe rownolegte i prostopadte do pred-
kosci 'V,

-V)V
r||:(rv2), r,=r—r|, r, -vV=0 (3.38)
i podobnie dla wektora r’
V)V
rh:(rVQ), r’l:r/—ril, r V=0 (3.39)

Transformacje Lorentza (3.37) mozna wigc zapisa¢ w postaci

AR
=y — 62
I'/H = ’Y(I‘” —Vt)
v =r, (3.40)

Transformacje odwrotng otrzymujemy poprzez zamiane V — —V

/
P A

r = "}/(I‘h + th)
r; =1 (3.41)

Transformacja (3.37) jest czystym pchnieciem (boostem) lorentzowskim.
Mozna ja uzupetni¢ o obrét w przestrzeni polozen, co odpowiada zmianie
kierunkéw osi inercjalnego ukladu wspdtrzednych. Dla takiej transformacji
zachodzi

t'=t, 2'* = OF 2! (3.42)

gdzie Qf jest macierza obrotu nalezaca do grupy SO(3), ortogonalnych ma-
cierzy 3 X 3 o wyznaczniku réwnym 1,

ofo=00"=1, detO =1 (3.43)
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Obroty zachowuja odlegtos¢ euklidesows pomiedzy punktami przestrzeni

tréjwymiarowej P = (z',2%,23) = (z,v, 2)

da® 4+ dy? + dz* = inv (3.44)

Poniewaz dt = 0 to interwal lorentzowski ds? jest zachowany przez obroty.
Spelniaja wiec one warunek definicyjny transformacji Lorentza.

Grupa obrotéw jest ciagla grupa tréjparametrowa (np. trzy katy Eulera).
Dodajac trzy skladowe predkosci znajdujemy, ze wlasciwa ortochoniczna
transformacja Lorentza jest grupa szeScioparametrowa.

3.5 Odbicia

Odbicie przestrzenne jest realizowane przez transformacje Lorentza

ct’ 1 0 0 O ct
x’ 0 -1 0 0 T
J17 1o 0o 21 0 y (3.45)
2! 0 0 0 -1 z
co daje w notacji wektorowej r = (x,y, z)
t'=t, r'=-r (3.46)
Odbicie czasowe to transformacja
ct/ -1 0 0 0 ct
x’ 0 10 0f]=
v |0 01 0f]y (347)
2! 0 00 1 z
co daje
t=—t, r=r (3.48)
Natomiast odbicie czasowe i przestrzenne to
ct’ -1 0 0 0 ct
x’ 0 -1 0 0 x
vl [0 0 -1 0 y (349)
2! 0o 0 0 -1 z

CO Ozhacza, ze
t'=—t, r'=-r (3.50)
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3.6 Czterowektory

Uktad czterech liczb zadanych w danym inercjalnym uktadzie odniesienia S,
A= (A%, A A% A3), (3.51)

ktory transformuje sie przy przejsciu do dowolnego innego inercjalnego ukta-
du odniesienia S’ przy pomocy transformacji Lorentza,

Al = AP AV (3.52)

gdzie
At = (A", A", A, A7), (3.53)

to wspéirzedne w nowym ukladzie odniesienia, reprezentuje czterowektor A
w przestrzeni Minkowskiego.

Przestrzen Minkowskiego jest tu rozumiana jako czterowymiarowa prze-
strzen liniowa z formg kwadratows 1 zadang przez tensor Minkowskiego 7, .
Niedodatnio okreslona dtugosé czterowektora A to

A2 = A AY = (A0)2 — (A1) = (422 — (A%)2 (3.54)

Moze wiec zachodzié: A > 0,A4? =0 lub A% < 0. Méwimy wtedy o czterowek-
torach odpowiednio czasopodobnych, zerowych lub przestrzennopodobnych.

Zbiér czterowektoréw tworzy strukture przestrzeni liniowej. Mozna je
wiec dodawaé i mnozy¢ przez dowolna liczba rzeczywista. Innymi stowy, jesli
A i B s czterowektorami to ich kombinacje liniowe a A+ bB, gdzie a,b € R,
tez sa czterowektorami. Zapisujac ten warunek przy pomocy wspoétrzednych,
zachodzi przy zmianie inercjalnego ukladu odniesienia

aA™+bB" = A" (aA¥ +bBY) (3.55)

Z liniowosci formy kwadratowej n, dla dowolnych czterowektoréw A, B,C
zachodzi
n(aA+bB,C)=an(A,C)+bn(B,C) (3.56)

lub zapisujac przy pomocy sktadowych czterowektoréw w uktadzie S
N (@A* +bB*)CY = any, A'c” +bn,,, B*CY (3.57)

Identyczna relacja obowiazuje dla sktadowych w dowolnym inercjalnym ukta-
dzie odniesienia.
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’ Wielkoéé¢ ‘ Prawo transformacyjne ‘
wektor Al = AR AV
psuedowektor I A = sgn(AY%) AH, AV
pseudowektor IT | A" = sgn(AY)det(A) A*, AV
pseudowektor III AP = det(A) AH, AV

Tablica 3.2: Cztery rodzaje czterowektordw

Wektor potozenia O? zdarzenia P w ukladzie odniesienia S o wspdlrzed-
nych w tym ukladzie o = (20,21, 22,23) jest czterowektorem, gdyz trans-
formuja sie one zgodnie ze wzorem (3.52) przy zmianie inercjalnego ukladu
odniesienia. W nastepnych rozdziatach podamy przyktad dwoch innych czte-

rowektoréw: predkoéci oraz energii-pedu.

Ze wzgledu na rézne wilasnosci transformacyjne przy odbiciach czaso-
wych i przestrzennych, istnieja cztery rodzaje czterowektorow. W tabelce
podajemy ich prawa transformacyjne przy dowolnych transformacjach Lo-
rentza.



Rozdziat 4

Predkos¢ w STW

4.1 Transformacja predkosci

Rozwazmy ruch ciata w uktadzie S’ z chwilowa predkoscia
,  da

T dt

wzdluz osi /. Korzystajac z praw transformacji Lorentza (1.34)-(1.35) dla
rézniczek wspdirzednych,

v (4.1)

dt' +Vdzx'/c?

/ /
iy = S AVdt (4.3)

V1-V2/c2’
otrzymujemy wartos¢ predkosci ciala wzdluz osi x w ukladzie S,

dz de' +Vdt’

dat dt'+Vda' /2’ (44)

Vg =

Dzielac licznik i mianownik przez dt’ i przechodzac do granicy dt’ — 0
znajdujemy prawo transformacyjne chwilowych predkosci podtuznych,

v 4V

= — 4.5
U:B 1 +'U,I V/C2 ( )
gdzie relacja odwrotna to
, vy —V
= —. 4.6
Ve T T v, V /2 (4.6)

34
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Wzér (4.5) otrzymali$my w rozdziale 1.5 dla sktadania predkosci inercjalnych
uktadéw odniesienia, wzér (1.50). Tutaj jest on jednak prawem transforma-
cyjnym chwilowej predkosci poruszajacego sie obiektu.

W szczegdlnosei mozemy podstawié v/, = ¢ dla predkosci promienia Swietl-
nego w uktadzie S’, znajdujac taka samg predkosé w uktadzie S

ct+V
= = 4.
T Ve (47)

W granicy gdy predko$é ciala w uktadzie S’ oraz predkosé tego ukladu
sa male, v/, V < ¢, wzér (4.4) przechodzi w prawo dodawania predkosci
wynikajace z transformacji Galileusza,

vy =vL+ V. (4.8)

Niech czastka porusza sie tak, ze zmienia sie réwniez jej wspotrzedna
poprzeczna y' w ukladzie S’. Wtedy predkosé czastki w tym kierunku to

F_
y_dt/‘

Wymiary poprzeczne do kierunku wzglednego ruchu uktadéw inercjalnych
nie ulegaja zmianie, dy = dy’. Stad otrzymujemy

dy dy’'
T —" ——y Y 4.1
WEG T A+ da V] Vi/e (4.10)

Dzielac licznik i mianownik przez dt’ i przechodzac do granicy dt’ — 0 otrzy-
mujemy prawo transfomacji predkosci poprzecznych

,U/
I A _V2/p:2
vy = o,V \V1-V?2/c2. (4.11)

Wzoér odwrotny powstaje poprzez zamiane predkosci uktadu V — -V,

r_ Uy /1 _ 1272

Identyczny wzory obowiazuja dla sktadowej z-owej predkosci,

(Y

(4.9)

/

v
L, = ——2——/1-V2/c2. 4.1
v 1+v,.V/c? VE/e (4.13)
/ Uz /
= = \/1-V2/c2. 4.14
Ve 1—v,V/c? /e (4.14)

oraz
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Jezeli v, = 0 to dla skladowych poprzecznych predkosci v = (vy,v,)

otrzymujemy
v =v|\/1-V2/c? (4.15)

Czynnik z pierwiastkiem wynika z dylatacji czasu, dt = ydt'.

4.2 Aberracja swietlna

Niech inercjalny uktad S bedzie zwiazany ze spoczywajacym w nim Stoncem,
natomiast inercjalny uktad S’ bedzie zwigzany z Ziemia poruszajaca sie z
predkoéciag V' wzgledem Stonca.

Niech w uktadzie S wida¢ gwiazde pod katem 6 odniesionym do hory-
zontu (osi z ukladu S). Promien $wietlny porusza si¢ w strong obserwatora
w punkcie x =0 i ma nastepujace sktadowe predkosci

vy = —c cosf
vy = —csinf
v, =0 (4.16)
W ukladzie S’ sktadowe te wynosza
, Ve —V ccosf+V
Yz = 1-V,V/c? - 1+ Bcosh
o — Uy _ csinf
Yooy =V,V/e?) v(1+ Bcosb)
v, =0 (4.17)

gdzie 8 =V/c. Obserwator w ukladzie S’ w punkcie 2/ = 0 obserwuje gwiazde
pod katem 6’ takim, ze
! .
sin 6
tg = L= """ 4.18
& vl y(cosf+ ) ( )
Zjawisko zmiany kata obserwacji promienia Swietlnego ze wzgledu na ruch
obserwatora nazywamy aberracjg Swietlng.
Dla ruchéw ultrarelatywistycznych § — 1 oraz 1/y=+/1—2 — 01 kat
0’ — 0. W ogolnosci
, sin 6 sin 6

tef = ~(cosO+3) < cosh

tg 0 (4.19)

i stad zawsze zachodzi
0 <6 (4.20)
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4.3 Zapis wektorowy transformacji predkosci

Rézniczkujac wzory (3.41), otrzymujemy

’ dI‘“ * V ’ ,
dt =~ | dt' + —a2 | dr =(dr| +Vdt') (4.21)
oraz
dr) =dr', (4.22)
Sktadowe réwnolegla i prostopadia wektoréw dr i dr’
dr = dr| +dr dr’ = dr| +dr', (4.23)
sg zdefiniowane wzgledem kierunku predkosci wzglednej uktadéw V,
dr-V
dr” = vv, dI'J_ =dr— dI‘H (424)
oraz 0V
r .
dI"H = TV, drﬁ_ = dr/ — dril (425)
Latwo sprawdzié, ze transformacja Lorentza (4.21) jest zgodna z warunkami
dr; -V=dr'| V=0 (4.26)
oraz
dry-dry =dr)-dr’ =0 (4.27)

w tym sensie, ze spelnienie ich w jednym ukladzie odniesienia implikuje
spetnienie w drugim ukladzie odniesienia.

Sktadowe rownolegla i prostopadta predkosci dowolnego ciala jest zdefi-
niowana poprzez réwnania

dr| dr |
Stad otrzymujemy
dril +Vat’ vh +V
= (4.29)

YW ar s Ve T 1T V)

oraz

dr’, v/

_ - \/1=V?2/c2 4.30
v, 'y(dt/—i-dril'v/CQ) 1+v-V/c2 /2, ( )
gdzie w obu réwnaniach wykorzystaliémy wzor

vV = (vh—i—vl)-V:vﬂ-V (4.31)
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4.4 Czterowektor predkosci

Rozwazmy czastke, ktéra w kazdej chwili czasu porusza sie z predkoscia
v < c. W kroétkiej chwili czasu dt w uktadzie S predkos¢ chwilowa v porusza-
jacej sie czastki jest stala. Mozna wtedy wprowadzi¢ uklad inercjalny S’, w
ktorym czastka chwilowo spoczywa. Odstep czasu wlasnego dr, powiazany
z odstepem czasu dt wzorem (2.14),

dr =dt\/1—-v?/c?, (4.32)

gdzie d7 jest niezmiennikiem transformacji Lorentza.
Mozemy wiec zdefiniowaé¢ wektor predkosci chwilowej czastki

_ dxt

= 4.

ut

gdzie dzt = (cdt,dz,dy,dz) to wektor rézniczek wspélrzednych czastki w
uktadzie S. Udowodnimy, ze sktadowe u* transformuja sie¢ tak jak wspotrzed-
ne czterowektora polozenia - tworza wiec czterowektor. Jezeli wspolrzedne
czastki w uktadzie S transformuja sie zgodnie z transformacja Lorenza (3.3)
przy zmianie inercjalnego uktadu odniesienia,

o't = A* zY (4.34)
to takie samo prawo jest stuszne dla rézniczek wspdirzednych
da'™ = A", dx” . (4.35)

Dzielac obie strony powyzszej rownosci przez niezmiennik dr, otrzymujemy
prawo transformacyjne sktadowych czteropredkosci

ut = A" . (4.36)

Predkosé (4.33) jest wiec czterowektorem w przestrzeni Minkowskiego.

Tak wiec, skladowe czteropredkosci to

“w
u#:dx dt ( c \4 ) (4.37)

dt dr V1=vZ/c27 \JT—v2/c2

Kwadrat wektora czteropredkosci, liczony w metryce Minkowskiego, wynosi

dxz,, dx* 2 —v2
2 _ 0Ty _ _ 2
Codr dr 1-v?/c? = >0 (4.38)
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Jest to wiec czterowektor czasopodobny.

Dla czastek poruszajacych sie z predkoscia ¢, np. fotondéw, zachodzi

wzdltuz ich trajektorii
dx,ds" =0. (4.39)

Stad kwadrat czterowektora predkosci wnosi zero

o _ dxy dat

gdzie A jest parametrem afinicznym ewolucji trajektorii: z# = xz#(\). Jest on
okreélony z dokladno$cig do transformacji zachowujacej warunek u? = 0,

N =aA+b. (4.41)



Rozdziat 5

Energia i ped

5.1 Definicja

Energia i ped czastki masowej o masie m w szczegdlnej teorii wzglednoéci
tworza, czterowektor o sktadowych

P = (Jf,p>, (5.1)

proporcjonalnych do skltadowych czterowektora predkosci (4.37)

T ( mc mv ) . (5.2)

V1I=v2/c2’ \JT—v2/c2
Aby p* byto czterowektorem musimy zalozy¢, ze masa ciata m jest niezmien-
nikiem transformacji Lorentza.
Stad wzory na energie i ped czastki
2

me
F = —F—— 5.3
V1=v2Z/c? (5:3)
mv
= —. 5.4
P V1=v?/c? (5.4)
Kwadrat dtugosci czterowektora energii-pedu p* to
E2
P’ = 2 —p? = m?. (5.5)
Wzér ten mozna zapisa¢ w czesto uzywanej formie
E? =cp?+m2ct. (5.6)

40
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Wyciagajac pierwiastek, otrzymujemy

E =+\/?p?+m?2ct. (5.7)

Calkowita energia moze wiec by¢ dodatnia i ujemna. W teorii klasycznej
(niekwantowej) odrzucamy mozliwo$¢ wystepowania ujemnej energii. Nie
mozna tego zrobi¢ w relatywistycznej teorii kwantowej, co prowadzi do ko-
niecznosci wprowadzenia antyczastki dla kazdej czastki.

Rozwazmy granice malych predkoéci dla relatywistycznej energii i pedu.
Zachowujac co najwyzej cztony kwadratowe w (v/c) we wzorach (5.3) i (5.4),
znajdujemy

E ~ mc + %va (5.8)
p ~ mv. (5.9)
Nowym elementem w stosunku do teorii nierelatywistycznej jest nieusuwalna

energia spoczynkowa ciata
Ey=mc? (5.10)

Masa ciala jest wiec okre$lona przez jego energie spoczynkowas.
Tym samym catkowita energia to

E =mc®+ Ey, (5.11)

gdzie

mc? 9

7?% —mec (5.12)

to energia kinetyczna, réwna zeru dla v = 0.

By =

W teorii relatywistycznej nie obowigzuje prawo zachowania masy. Roz-
wazmy bowiem dwa ciala o tej samej masie m w ukladzie odniesienia, w
ktorym catkowity ped ciatl wynosi zero. Oznacza to, ze majg one przeciwnie
skierowane predkosci. Niech po zderzeniu powstaje nowe cialo o masie M,
pozostajace w spoczynku w zgodzie z zasada zachowania pedu. Zalézmy,
ze nie nastapita zmiana stanu wewnetrznego ciat tak, ze obowigzuje zasada
zachowania energii w formie

mc? mc?

c c
+

V1=vZ/c2  \J1-v%/c2

Energia spoczynkowa nowego ciala jest wiec sumg energii spoczynkowych

cial przed zderzeniem, powigkszona o ich energie kinetyczna 2FE), przed zde-
rzeniem. Innymi stowy, masa nowego ciala to

2F
M =m+m+ =~ (5.14)
&

= Mc? (5.13)
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Masa nowego ciala M zostala wiec powigkszona o wklad od energii kine-
tycznej zderzajacych sie cial.

W ogélnosci nalezy uwzgledni¢ kazdy rodzaj energii do wktadu do masy
ciala. Na przyklad, energia spoczynkowa jadra o masie M to suma energii
spoczynkowych nukleonéw (Z protonéw o masie m, i (A-Z) neutronéw i
masie my,), pomniejszona o energie wiazania E,, = FE,,(A,Z) >0,

M =Zm,c®+(A—Z)myc — B, (5.15)
co definiuje tzw. deficyt masy jadra
E
AM = Zmy+(A=Z)mp—M = — (5.16)
c

5.2 Czastki bezmasowe

Geometryczny charakter energii i pedu w szczegdlnej teorii wzglednosci wy-
raza si¢ poprzez zalozenie, ze tworza one czterowektor

p" = (E/c,p) (5.17)

ktorego sktadowe transformuja sie przy zmianie inercjalnego uktadu odnie-
sienia poprzez transformacje Lorentza

P = AR (5.18)

Kwadrat czterowektora energii-pedu

p°=—"%5-P (5.19)
jest niezmiennikiem transformacji Lorentza i w ogélnosci moze spetniaé trzy
warunki: p? >0, p?> =0 oraz p? < 0.

Rozpatrzmy najpierw przypadek p? > 0. Istnieje wtedy uktad inercjalny
S, w ktérym czterowektor energii-pedu ma nastepujaca postaé!

P =(Eo/c,0) (5.20)

gdzie Fy to energia w tym ukladzie. Wykonujac transformacje Lorentza
(3.32) do ukladu S’ poruszajacego sie wzgledem S z predkoscia —v

Bo— AW _ Y FY’Ui/C

'Dowdd tego faktu pozostawiamy czytelnikowi.
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gdzie 1 =1,2,3, a v to czynnik Lorentza, otrzymujemy nastepujace sktadowe
czterowektora energii-pedu w nowym ukladzie

P = (E/e,p) = (vEo/c, vEov/c?) (5.22)
Stad relacje
Eyv
E =7Ey, P=7"5 (5.23)

Dla malych predkosci |v| < ¢, otrzymujemy

1 \&

Tak wiec, z dokladnoécia do cztonéw kwadratowych w predkosci dostajemy

dla pedu
EOV — EO

p= WCT ~ (5.25)

2
c
Zakladajac, ze w najnizszym rzedzie wzgledem stosunku v/c, wzér relaty-
wistyczny przechodzi w relacje nierelatywistyczng p = mv, dostajemy
Ey
gdzie m to masa bezwladna czastki. Stad ostatecznie
E =ymc?, p=7ymv (5.27)

to energia i ped czastki poruszajacej sie z predkoscig v. W uktladzie S, w
ktérym czastka spoczywa, posiada ona energie spoczynkowa

FEo =mc? (5.28)

natomiast ped p =0 w zgodzie ze wzorem nierelatywistycznym. Istnienie
energii spoczynkowej czastki Ey jest wiec konsekwencja geometrycznego cha-
rakteru energii i pedu w szczegdlnej teorii wzglednodci. Zauwazmy, ze masa
bezwladna czgstki jest niezmiennikiem transformacji Lorentza, gdyz
E2
p? = — —p?=m??>0 (5.29)
c
Szczegdlna teoria wzglednosci dopuszcza czastki bezmasowe z m =0, dla
ktérych p? = 0. Wtedy energia i ped powiazane sa zaleznoscia

E = ¢|p| (5.30)
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i w kazdym inercjalnym uktadzie odniesienia czteroped energii-pedu to

" =(|pl,p) (5.31)

gdzie p jest pedem w rozwazanym ukladzie inercjalnym. Wynika to z wa-
runku zerowej masy,

E?—cp?=E?-c*p? =0, (5.32)
stusznym w kazdym uktadzie inercjalnym, w tym przypadku S i S’.

Czastki bezmasowe poruszaja si¢ z predkoscia c. Ze wzoréw (5.27) otrzy-
mujemy bowiem

v= %CQ (5.33)

Wzér ten jest niezalezny od masy czastki, mozemy wiec przyjac, iz jest
stuszny takze dla czastek bezmasowych. Stad z relacji (5.30), |v| =c.

Dla czastek bezmasowych p jest niezalezna charakterystyka kinematycz-
na czastki, niezaleznag od jej statej predkosci c. Jak zrozumie¢ te ceche? Od-
powiedZ tkwi w teorii kwantowej takich czastek. Wynika z niej, ze kwanty
pola elektromagnetycznego to bezmasowe fotony, ktorych energia i ped sg
powiazane relacja Einsteina

h
lp| = 3’ E=hv (5.34)
gdzie h to stala Plancka, natomiast A i v to dlugo$é i czestos¢ fali elektro-
magnetycznej, ktéra po skwantowaniu prowadzi do kwantowych czastek -
fotonéw. Z relacji dyspersyjnej dla fali elektromagnetycznej

v=1 (5.35)

wynika relacja (5.30) dla fotonéw. Dowolna warto$é pedu fotonéw jest wiec
konsekwencja relacji |p| = h/A, w ktérej dlugosci fali elektromagnetycznej
moze przyjmowaé¢ dowolna dodatnig wartosé.

Rozpatrzmy na koniec przypadek p? < 0. Nie jest on wykluczony przez
szczegblng teorie wzglednosci. Odpowiadajace mu hipotetyczne czastki zo-
staly nazwane tachionami. W tym przypadku

E2
P’ = = -p? <0 (5.36)

co prowadzi do relacji E < c|p|. Ze wzoru (5.30) wynika, ze predkosé¢ ta-
chionéw |v| > ¢. Stwarza to trudnosci interpretacyjne, gdyz takie czastki
moglyby naruszy¢ relacje przyczynowosci przy zatozeniu, ze przenosza in-
formacje. Tym niemniej, mozna skonstruowaé¢ teorie kwantows dla nich i
badaé konsekwencje fizyczne takiej teorii dla obserwacji fizycznych.
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5.3 Zasada zachowania energii-pedu

Warunek by E i p tworzyly czterowektor (przyjmujemy ¢ =1) jest niezbe-
dny do tego by spelniona byta zasada wzglednosci w odniesieniu do zasady
zachowania energii i pedu.

Roéwnosé sktadowych dwoch czterowektordéw energii-pedu,

Pin = Phut (5.37)

w inercjalnym uktadzie odniesienia S oznacza zasade zachowania energii i
pedu w tym ukladzie, gdyz z definicji (5.1) wynika réwnosé ich sktadowych

Ein = Eout, Pin = Pout (538)
Wykonujac transformacje Lorentza do uktadu inercjalnego S,
p% = A'uup}i/n7 pg;t = A'uupl(;ut (5'39)

dostajemy rownos¢ nowych sktadowych czterowektoréow energii-pedu

/

/
Pin = Pout (5.40)
co oznacza zasade zachowania energii i pedu w uktadzie S’

Egn - E(I)ut7 p;n - p:)ut (541)

W zderzeniach czastek, energia FEj, jest suma energii czastek wchodza-

cych do reakcji, a p;, jest wektorows suma ich pedéw. Podobnie dla czastek

bedacych produktem reakcji. Wzér (5.38) wyraza zatem zachowanie calko-
witej energii oraz catkowitego pedu czastek w rozwazanej reakcji

Ny, . N .
k=1 =1
Ny, . N .
pin=3 P = 3 bl = Pous (5.43)
k=1 m=1

gdzie wskazniki k,l identyfikuja czastki. Zauwazmy, ze kwadrat dlugosci
(interwatu) wektoréw energii-pedu

M2 = p?n = pzut (544)



ROZDZIAL 5. ENERGIA I PED 46

jest zachowany w reakcji co oznacza, ze

Ny 2 Ny 2
- (Se) - (St
k=1 k=1
N 2 N, 2
_ (zEgizt) : (ngazt) | .45
=1 =1

jest niezmiennikiem reakcji. Dlatego M? nazywamy masg niezmienniczq
uktadu zderzajacych sie czastek.

5.4 Rozpraszanie Comptona

Przedstawimy przyktad zastosowania zasady zachowania energii-pedu roz-
wazajac rozpraszanie Comptona fotonu na elektronie,

yt+e— +¢ (5.46)

W rozwazaniach przyjmiemy uklad jednostek, w ktérym ¢ = 1.

Rozwazmy uktad inercjalny S, w ktorym elektron spoczywa. Jego czte-
roped to
p, = (me,0,0,0) (5.47)

Foton v porusza si¢ w tym uktadzie wzdtuz dodatniego kierunku osi x. Jego
czteroped to
T = (Ein, Ein, 0,0) (5.48)

gdzie E, to energia fotonu, natomiast dlugoé¢ pedu fotonu w przyjetych
jednostkach spelnia réwnanie |q| = E,.

Foton ulega rozproszeniu pod katem 6 w stosunku do dodatniego kie-
runku osi z. Rozwazymy sytuacje, gdy foton po rozproszeniu porusza sie
kierunku przeciwnym niz foton padajacy, tzn. wzdluz ujemnego kierunku
osi z (gdy 6 = 7). Jego czteroped to

ql;ut = (Eout7 _Eout7070> (549)

Spoczywajacy elektron ulega wtedy odrzutowi w kierunku dodatnim osi x i
jego czteroped to
pl;ut = (fymea 7m61)7070) (550)
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gdzie v to czynnik Lorentza powiazany z predkoscia v odrzuconego elektronu
B 1
7 V1—2v?

Aby znalez¢ zalezno$é miedzy energiami padajacego i rozproszonego fo-
tonu wykorzystajmy zasade zachowania energii-pedu

(5.51)

q/iﬁn +pl;n = qlgut +p/;ut (552)

W rozwazanym ukladzie odniesienia S daje to dla skladowej zerowej czte-
ropedu relacje
Ei+me = Egus +yme (5.53)

natomiast dla sktadowej pedu wzdtuz osi =z,
E;, = —Eoput +ymev (5.54)
Wyliczajac kwadrat predkosci z powyzszego rownania dostajemy

2 (Eln +Eout)2
= 5.55
Y mz + (Em + E‘out)2 ( )

Stad czynnik
2 1 mg + (Em + Eout)2

Y =1m 2 (5.56)
Podnoszac réwnanie (5.53) do kwadratu,
(Ein — Eout +me)® = m2y? (5.57)
i podstawiajac czynnik v? dostajemy
(Ein — Eout +me)* =m2 + (Ein + Eout)? (5.58)

Stad otrzymujemy zaleznos¢ pomiedzy energia fotonu padajacego E;y, i ener-
gia fotonu rozproszonego do tylu F,;:

E;

Egup = ———
M 1+ 2B, /me

(5.59)

Zauwazmy, ze
Eout < Em (560)
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gdyz czedé energii padajacego fotonu jest zamieniona na energie kinetyczna
elektronu po rozproszeniu. W przypadku, gdy energia padajacego fotonu jest
znacznie mniejsza niz energia spoczynkowa elektronu, me ~ 0.5 MeV,

Eip <me (561)

otrzymujemy
Eou = E;, (5.62)

Rozwazmy jeszcze raz ten proces w ukladzie S’, w ktérym elektron po-
rusza sie w kierunku ujemnym osi x z predkoscig V. W tym celu wykonajmy
transformacje Lorentza wzdtuz dodatniego kierunku osi x z parametrem V.
Dla czteropedu elektronu przed rozproszeniem p’ dostajemy

S ) B S

1
v

natomiast sktadowe y i z czteropedu pozostaja réwne zeru. Jak nalezalo
oczekiwadé, elektron porusza sie w ujemnym kierunku osi x.

gdzie
(5.64)

Podobnie, dla czteropedu padajacego fotonu ¢4, dostajemy

Eén _ 4% -V Ein . 7V(1_V)Ez
<En) - <—WV W > (E ) - <7V(1—V)Ei ) (5.65)

natomiast dla fotonu rozproszonego o czteropedzie ¢k, mamy

(I)ut _ 04% _'YVV Eout _ '7V(1 + V)Eout (566)
_Egut _’YVV 04% _Eout _’YV(l + V)Eout

Foton wciaz porusza si¢ w kierunku ujemnym osi « nowego uktadu.
Poréwnujac energie fotondéw rozproszonego i padajacego otrzymujemy
Egut _ fYV(l +V)Eout _ (1 +V> Eout
Ezln ’yv(l - V)Ezn 1-V EZ

Dla relatywistycznych predkosci elektronu, gdy V' — 1, energia rozproszone-
go fotonu jest duzo wieksza niz energia fotonu padajacego

(5.67)

/

out > Ez/n (568)

Rozproszony foton uzyskuje energie duzo wieksza niz energia fotonu pada-
jacego kosztem utraty energii relatywistycznego elektronu. Przypadek ten
nazywa sie odwrotnym rozpraszaniem Comptona.
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5.5 Fabryka promieni gamma

Odwrotny proces Comptona jest podstawa pomyshu na skonstruowanie Fu-
bryki promieni gamma (Gamma factory), ktéra pozwala otrzymaé bardzo
gestg wiazke fotondéw o energiach w zakresie promieniowania gamma do
1GeV.

Zastapmy elektron przez ciezki jon o masie M ~ 100GeV, wielokrotnie
wigkszej niz masa nukleonu my =~ 1GeV. Cigzki jon jest zjonizowanym ukta-
dem atomowym, gdyz zachowuje co najmniej jeden elektron z nim zwiazany.
Niech padajacy foton ma w ukladzie spoczywajacego jonu niewielka energie,

Eipm <M (5.69)

ktora wzbudza jon przenoszac elektron do wyzszego stan atomowego, po
czym tak wzbudzony jon wypromieniowuje foton przechodzac do nizszego
stanu. Energia wypromieniowanego fotonu jest rownie mata jak energia fo-
tonu wzbudzajacego i zachodzi warunek (5.62),

Eout ~ Ein (5'70)

W uktadzie, w ktérym jon jest przyspieszony do predkosci V' skierowanej
wzdluz ujemnej osi z, energie fotonéw spelniaja wiec warunek (5.68)

it 1+V
i LN 1V (5.71)

Dla predkosci relatywistycznych jonu, V ~ 1, gdy czynnik vy ~ 200 — 3000,
otrzymujemy

ol (14 V)2 mdqd > 1 (5.72)

Energia E/ , fotonu rozproszonego do tylu na ciezkim jonie jest wiec o wiele

rzedéw wielkosci wigksza niz energia fotonu padajacego E,,,

E(/)ut > Ez/n (573)

Padajacy foton jest dostarczony przez laser, ktorego wigzka fotonéw
o$wietla z przeciwka wiazke jonéow. Otrzymana w wyniku rozproszenia do
tytu wiazka fotondéw ma energie z zakresu promieniowania gamma do 1GeV.
Tak otrzymana wiazka moze by¢ uzyta do badania nowych zjawisk w mi-
kroswiecie, co jest podstawowym celem badawczym Fabryki promieniowania
gamma.



Dodatek A

Light in medium

Let us assume that the electromagnetic wave propagate in a medium in
which the speed of light is given by

1
= < Al
Vo= < C (A.1)
where € and p are electric permittivity and magnetic permeability of the
medium while ¢ is the speed of light in vacuum. The wave equation written
for simplicity for the scalar field ¢ = ¢(t,z,y,2) is given by
1 0% 0% 0%°¢ 0%

_ge 99 09 09 _ A2
v2 Ot2 0x? Oy 022 0 (4.2)

Let us consider the case in which ¢ does not depend on y and z when
the wave equation reads

1 0% 0?%¢

2P _ZF_ A3

v2 Ot?2  Oxa? (4.3)
which can be written as

IR

The solution is given in the form of two waves moving with velocity v, in
opposite directions

P(t,x) = ¢1(x —vct) + P2z +vt) (A.5)

Indeed, for the right moving wave

(s o+ ) erle—uat) =0 (A6

50
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while for the left moving wave

<_8$> $2(z+vct) =0 (A7)

Let us rewrite (A.4) in the form

(gt vcaa>(§t+vc >q§ 0 (A.8)

Thus, the coefficient +wv, is the wave velocity together with its direction.

Let us perform the Lorentz transformation to the inertial frame S’ which
moves with the speed V along the x axis of the inertial frame S in which
(A.2) is written

v=n(1-2Y) a9)
' =ry(z-Vt) (A.10)
where .
1= e (A.11)

while the transverse coordinates are unchanged
vy =y, 2=z (A.12)
We assume that ¢ is a scalar field, i.e.
¢(z") = ¢'(a™) (A.13)

Let us compute

0 oot 0 or 0 0
5= oo tawor = (av Vo) (A1
0 oot 0 o vV o 0
5e = 5055 0w as ="~ 209t 7)) (4-15)
Thus, we obtain
(G ) (B -vi)on ()
2 \ot™ “ox)  \ot 6 2ot o
0 0
_( )8 (VFue) 9
B 0 V Fo. 0
-(=5) - (wm)an) @0
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and from the wave equation (A.8), we obtain
0 0 0 0
0= (53—t ) (53 75 ) 0=

(9 [tV NON(OD [ vV N\ DN,
- (8t/ <1+’UcV/02> 396') (875’ " (l—ch/02> 8x’)¢ (A.17)

We see that the wave equation for ¢’ in the frame S’ is given by

0 , 0 0 , 0 ,
_ i = Al
<8t’ Ut ax'> (8t’ - aw) ¢=0 (A-18)
with the velocities
, Ve+V , Ve—V
=< = Al
vy 1+,l)cv/62 ’ v_ 1—UCV/62 ( 9)

which result from the relativistic law for the composition of two velocities.
Thus, the solution of (A.18) is given as a superposition of two waves moving
in opposite directions

¢ = ¢ (a' — v t") + Py (2’ + 0 ) (A.20)

where ¢} is the right moving wave with velocity v’ , while ¢} is the left
moving wave with velocity v/, .

Let us analyze the obtained result.

e For the frame S’ velocity V = v., we have

20,

U/ :O, Ui‘,—:

and the right moving wave velocity equals zero. Thus, the wave ¢ is
frozen in the frame S”:

¢ = ¢y (2") (A.22)
e For the frame S’ velocity V = —uv,., we have
2v
/ — O / = _=rc A23
Ut ’ Y- vZ/c? ( )

and the left moving wave velocity equals zero. Thus, the wave ¢o is
frozen in the frame S’

¢y = d(a') (A.24)
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e If the velocity v, of the wave in the frame S equals the universal
velocity from the Lorentz transformation, v. = ¢, then

v =c (A.25)

and the waves move with the same velocity in all inertial frames. It
is impossible to freeze them in any inertial frame. The understanding
of this basic feature of light moving in vacuum allowed Einstein to
construct special theory of relativity!



Dodatek B

Z.adania

1. W reakcjach jadrowych promieni kosmicznych z atomami atmosfery na
wysokoéci 10 km wytwarzane sa miuony o predkosci bliskiej predkosci
Swiatta. Mozna je tez wytworzy¢ w akceleratorach i zmierz¢ sredni czas
zycia 7 = 2.2 x 107% s (mierzony w ukladzie spoczynkowym czastki).
Zakladajac, ze predkosé mionu v = 0.999 ¢ obliczy¢:

- jaki czas z punktu widzenia obserwatora na Ziemi potrzebuje miu-
on na dotarcie do jej powierzchni (3.34 x 1079 s),

- ile wynosi ten czas z punktu widzenia miuonu (1.46 x 1079 s),

- jaka droge moze przeby¢ miuon w Srednim czasie zycia gdyby nie
istnial efekt dylatacji czasu (659 m),

- jaka odleglos¢ od Ziemi widzi szybki miuon na wysokosci 10 km
(436 m).

2. Tle wynosi energia spoczynkowa ciata o masie 1g ? (9 x 1013.J). Na jaka
wysoko$¢ mozna by podnie$é cala ludzko$é (7mld) przy uzyciu takiej
energii.

3. Ile musi wynie$¢ energia kinetyczna dwéch zderzajacych sie protonow
by méc wyprodukowaé 3 protony i jeden antyproton. Rozwazy¢ ten
proces w ukltadzie, w ktorym jeden z protondw spoczywa oraz w ukia-
dzie srodka masy zderzajacych sie protonéw.
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