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Rozdziatl 1

Zespol kanoniczny

1.1 Rozklad Boltzmanna

Rozwazmy n uktadéw o tej samej objetosci V' oraz tej samej liczbie N takich samych
czastek. Polaczmy te uklady tak by mogly wymieniaé miedzy soba energie w ten
sposéb, ze calkowita energia catego uktadu E pozostaje stata. Uklady te nie moga
wymienia¢ miedzy soba czastek, a wiec liczba N pozostaje stala dla kazdego uktadu.
Uklad catkowity nazywamy zespolem Gibbsa.

Chcemy odpowiedzie¢ na pytanie jaki jest rozklad energii pomiedzy ukltadami z
zespohu Gibbsa po osiggnieciu réwnowagi, gdy przestaja wymienia¢ energie miedzy
soba. W tym celu oznaczmy przez ¢ stany, w ktérych moga znajdowaé sie uktady, a
przez E, ich energie w takich stanach. Zalézmy, ze mamy n, uktadéw znajdujacych
sie w stanie ¢q. Zachodzi wiec relacja

an =n = const (1.1)
q

Ponadto, zachowanie catkowitej energii uktadow E prowadzi do drugiej relacji

Z nely = E = const (1.2)
q

Potraktujmy uklad Gibbsa jako zesp6l mikrokanoniczny. Makrostanem dla
tego zespotu jako ciag

(n1,m2,...,ng,...) (1.3)

okreslajacy ile uktadéw zespotu Gibbsa n, jest w stanach poszczegélnych g. Cheemy
odpowiedzie¢ na pytanie ile wynosi liczba mikrostanow I' dla danego makrostanu
(1.3), tzn. ile wynosi liczba réznych przyporzadkowan n uktadéw zespotu Gibbsa do



stanow ¢? Poniewaz uklady sa rozréznialne, liczba ta wynosi

r:(”)(”_”1><n_”1_”2>... (1)
ni no ns

Korzystajac ze wzoru

otrzymujemy

n! n!
T = — 1.6
nilnglng!. .. ]_[q ng! (1.6)

Podkreslmy, ze wystepujacy tu iloczyn jest iloczynem po stanach ¢, a nie po warto-
Sciach energii. Moze wigc istnie¢ wiele stanéw ¢ o tej samej energii E,.

Zaktadamy, ze w tak okreslonym zespole prawdopodobienstwo wystapienia kaz-
dego mikrostanu jest takie same. Stad warto$¢ entropii Boltzmanna zespolu dla

danego makrostanu (1.3)
n!
S=Il= 1.7
() 17

gdzie przyjeliSmy uklad jednostek, w ktérym stala Boltzmanna k& = 1. Korzystajac z
wlasnosci logarytmu otrzymujemy

=1Inn!— Zlnnq (1.8)

Zakladajac, ze X = n,ngy > 1, wykorzystamy wzor Stirlinga

InX!~ XInX — X (1.9)
co prowadzi do entropii
S = (nlnn—n) Z (ngIlnng —ng) (1.10)
q
Stosujac wiaz (1.1) dostajemy
S:nlnn—anlnnq (1.11)
q

Maksymalizujac S przy zachowaniu wiezéw (1.1) i (1.2) otrzymamy najbardziej
prawdopodobny rozktad ukladéw w zespole Gibbsa. Uwzglednianie wiezéw nastepuje
przez wprowadzenie czynnikow Lagrange’a, a i 3,

S:nlnn—anlnnq—aan—BanEq (1.12)
q q q



Wariujac po liczbie uktadéw n, otrzymujemy

55 ==Y ong(Inng+1+a+BE,) =0
q

Traktujac wariacje on, jako niezalezne, otrzymujemy
Inng+1+a+BE,=0

co prowadzi do

ny = e~ (@B,

Wiaz (1.1) pozwala wyznaczy¢ pierwszy czynnik w iloczynie,

Z ng = e (atD) Ze_ﬁE‘? =n
q q

co daje
- Zq e_ﬁEq
Podstawiajac ten wynik do (1.15) otrzymujemy
Ng = %G_BE‘J

gdzie stala Z nazywana jest funkcja rozdziatu

Z = Ze*BEq
q

Wielkos¢
_ g
DPq n

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

to prawdopodobienistwo, ze uktad znajduje sic w stanie ¢ dla najbardziej prawdopo-

dobnego rozktadu uktadéw w zespole Gibbsa.

Otrzymujemy wiec rozktad prawdopodobienistwa Boltzmanna

1 _
pq:Ze Pa

ktory jest unormowany do jedynki

quzl
q

(1.21)

(1.22)

W sumowaniu po stanach ¢ w funkcji rozdziatu (1.19) nie jest uwzgledniany wiaz dla
energii (1.2). Stuzy on natomiast do wyznaczenia czynnika Lagrange’a 3 w rozkladzie

Boltzmanna.



1.2 Srednia energia

Po podzieleniu przez n obu stron (1.2),
E=Y n.E,, (1.23)
q

otrzymujemy wyrazenie na Srednig energie ukladu w zespole Gibbsa

E
U=—= > pq Eq (1.24)
q

U jest wielkoécia zadang dla zespolu Gibbsa, gdyz ustalone sa stala energia zespohu
FE oraz stala liczba n ukladéw w zespole.
Podstawiajac za p, rozktad Boltzmanna dostajemy

1 10 107
= — _BE = —_——— _ﬁE = ———
U qu E, e Pra 798 gq e Pha 7 98 (1.25)
i ostatecznie
olnZz
= — ].-2
U a8 (1.26)

Obliczajac funkcje rozdziatu Z = Z(3) i korzystajac z powyzszego wzoru otrzy-
mujemy relacje funkecyjna U = U(3), skad po jej odwréceniu dostajemy

B=p8U) (1.27)

Czynnik Lagrange’a 3 jest wiec funkcja sredniej energii uktadu w zespole Gibbsa.

1.3 Entropia Gibbsa

Podstawiajac nq = pgn do wzoru (1.11) na entropie zespotu Gibbsa,

S:nlnn—anlnnq, (1.28)
q

dostaniemy

S:nlnn—qun(lnpq—i-lnn)
q

:nlnn<1—2pq)—n2pqlnpq (1.29)
q q



Korzystajac z warunku unormowania prawdopodobienstwa do jedynki otrzymamy

S=-n qu In pg (1.30)
q

Stad Srednia entropia ukladu w zespole nazywana entropig Gibbsa

S

S|

= —qu In pg (1.31)
q

Rozklad prawdopodobienistwa w powyzszym wzorze jest rozkladem Boltzmanna (1.21),
jakkolwiek mozna przyjac, ze powyzszy wzor definiuje entropie S dowolnego rozktadu
prawdopodobienstwa p,.

Ze wzoru Boltzmanna (1.21) wynika

Inp, =—(BE;+1nZ) (1.32)

i po podstawieniu do (1.31), otrzymujemy

gzqu(ﬁEq—l—an)
q

:5quEq+ (qu> InZ
q q

Wykorzystujac warunek unormowania prawdopodobienistwa do jedynki, dostajemy

S=pU+InZ (1.33)
Stad z (1.26) wynika
— 0lnZ
= InZ 1.34
S B a8 +1In (1.34)
co ostatecznie prowadzi do wzoru
5— (1—ga> InZ (1.35)
= % .

Podkreslmy, ze wynik ten wyprowadziliémy wykorzystujac rozklad Boltzmanna (1.32).



Rozdziat 2

Termodynamika réwnowagowa

2.1 Entropia a energia

Zalézmy, ze uktad termodynamiczny moze znajdowaé sie w stanach g z prawdopodo-
bienstwem p, danym wzorem Boltzmanna

1
Pg = Ze_ﬂEq , Z = Ze_ﬁEq (2.1)
q

Srednia energia ukladu U = E jest dana wzorem

U= ZPqEq (2.2)
q

natomiast $rednia entropia S = S jest dana wzorem Gibbsa

S =— qu In pg (2.3)
q

Obliczmy zmiane energii

dU = Z (Eq dpq + pq dEq) (2.4)
q

Podobnie dla zmiany entropii mamy

s = — Z (Inpg + 1) dpg (2.5)

Korzystajac z warunku statosci unormowania prawdopodobienstwa,

> dpg =0 (2.6)

10



otrzymujemy wzér prawdziwy dla dowolnego rozkladu prawdopodobienstwa

dS == Inpydp, (2.7)
q

Podstawiajac wzér dla rozklad Boltzmanna,
Inp, =—(BE; +InZ2), (2.8)

znajdujemy

dS=> (BE;+WInZ)dp, =B Eydp, (2.9)
q q

gdzie ponownie wykorzystaliSmy warunek (2.6). Tak wiec

> Eqdpy =TdS (2.10)
q

gdzie zdefiniowaliSmy temperatue uktadu

1
T=2 (2.11)
Po podstawieniu do (2.4) otrzymujemy
dU =TdS + ) pgdE, (2.12)
q
2.2 Pierwsza zasada termodynamiki
Zakladajac, ze energie stanow sg funkcjg objetosci uktadu,
E,=E,V) (2.13)

drugi czlon we wzorze (2.12) mozemy zapisa¢ w postaci

dE,
> pgdE, = (qudv?> dv (2.14)
q q

Definiujac ci$nienie parcjalne stanu g,

dE
P =——1 2.15
Definiujac érednie ci$nienie w ukladzie
dE
P=) p, P = —qu—dv? (2.16)
q q

11



otrzymujemy
> pgdE;=— (qu Pq> dV = —PdV (2.17)
q q

Po podstawieniu do (2.12) otrzymujemy pierwsza zasade termodynamiki

|dU = TdS — PdV | (2.18)

Traktujac S'i V jako zmienne niezalezne otrzymujemy energie jako funkcje tych zmien-
nych:
U=U(S,V) (2.19)

Poniewaz U jest rézniczka zupelng, otrzymujemy

), (), e

2.3 Rownanie stanu

Srednie ciénienie w ukladzie zdefiniowane wzorem (2.16),
dE
P=- — 2.21

jest funkcja temperatury oraz objetosci, gdyz
pq =pq(T, V), Eq=Eq(V) (2.22)
Stad w ogdlnosci otrzymujemy réwnanie stanu

P=P(T,V) (2.23)

2.4 Energia swobodna

Zwykle w eksperymentach mamy do czynienia z temperatura 7' i objetoécia V ja-
ko kontrolowanymi parametrami. Dlatego wygodnie jest wprowadzi¢ pojecie energii
swobodnej F, zdefiniowanej wzorem

F=U-TS (2.24)
Liczac rézniczke F' otrzymujemy

dF = dU — SdT — TdS , (2.25)

12



co po wykorzystaniu (2.18) daje pierwsza zasade termodynamiki w postaci

|dF = —SdT — PdV | (2.26)

Traktujac 7' i V jako zmienne niezalezne, energia swobodna jest funkcja tych zmien-
nych
F=F(T,V) (2.27)

Poniewaz F' jest rézniczka zupelna, dostajemy

Zmajomo$¢ energii swobodnej pozwala wiec obliczyé¢ entropie:
S=S(T,V) (2.29)
oraz znalez¢ réwnanie stanu uktadu:

P=P(T,V) (2.30)

13



Rozdziat 3

Druga zasada termodynamiki

3.1 Entropia wzgledna

Rozwazmy dwa dyskretne i unormowane rozklady prawdopodobienstwa p, oraz rg,
okreslonej na tej samej przestrzeni stanéw ¢. Dla obu rozkladéw zachodzi

0 <pgrg <1 (3.1)

oraz

qu:quzl (3.2)
q q

Entropia wzgledna rozkladu r, wzgledem rozkladu p, jest zdefiniowana jako

S(rllp) =D rqIn(re/py) (3.3)

Pokazemy, ze
S(r(lp) > 0 (3.4)

Oba rozklady spelniaja warunki dla relacji (A.6) z Dodatku A,
yln(y/z) = (y — x), x>0 y=>0, (3.5)

Stad
rqIn(rq/pg) 2 (rg — pq) (3.6)

tak wiec

S(rllp) = qu n(rq/pg) = Z(Tq —Pg) = qu - qu =1-1=0 (3.7)

14



Druga wlasnoscia entropii wzglednej jest stwierdzenie, ze
S(r|lp) =0 & Vg; rqg 0, 14 =0D4 (3.8)

Rzeczywiscie, z warunku S(r||p) = 0 wynika przy zalozeniu, ze rq # 0:

qu In(ry/pg) =0 & Vg, In(ry/py) =0 & Vg, rq =pqg (3.9)
q

3.2 Druga zasada dla rozktadu kanonicznego

Policzmy energi¢ swobodna (2.24) dla rozktadu Boltzmanna (2.1). Podstawiajac wy-
razenia (2.2) i (2.3), otrzymujemy:

F =Y p;(Eq+Tlnp,) = Fp (3.10)
q

Z (2.1) wynika
E
lnpq:—?q—an, (3.11)

co po podstawieniu do (3.10) daje

|Fp=-ThZ (3.12)

Pokazemy, ze energia swobodna F' dla ukladu termodynamicznego w staniu row-
nowago przyjmuje minimalna dla rozkladu Boltzmanna: F' = Fp. W tym celu kon-
centrujemy sie na jednym uktadzie z zespotu Gibbsa, ktory pozostaje w kontakcie
termicznym z pozostalymi ukladami (otoczeniem), ktére maja temperature 7T'. Niech
rq bedzie dowolnym rozkladem prawdopodobienistwa wystepowania wybranego ukta-
du w stanie g. Definiujemy $rednia energie i entropi¢ Gibbsa dla tego rozktadu:

Ur =Y reEy, Sp ==Y rqlnr, (3.13)
q q

co prowadzi do nastepujacej energia swobodnej:

F,=U, =TS8 =) rq(E;+Tlnry) (3.14)
q

Policzmy entropi¢ wzgledng rozkladu r, wzgledem rozkladu Boltzmanna p,,

S(rllp) = qu In(rq/pg) = qu Inrg — qu In pg (3.15)

15



Podstawiajac wzér na entropie S, oraz wykorzystujac (3.11), dostaniemy

Ur
S(rllp) = =5 +> rq(InZ + E/T) = —Sr+InZ+ = (3.16)
q
co prowadzi po wykorzystaniu definicji F). oraz (3.12) do relacji
F.—F
S(rllp) = = >0 (3.17)

Tak wiec, dla kazdego rozkladu prawdopodobienstwa r, mamy

(3.18)

Energia swobodna dla rozkladu Boltzmanna Fp jest minimalng wartoscig energii
swobodnej dla uktadu w staniu réwnowagowym. Jest to sformutowanie drugiej zasa-
dy termodynamiki dla ukladéw pozostajacych w kontakcie cieplnym z otoczeniem o
temperaturze T'.

3.3 Druga zasada dla rozkladu mikrokanonicznego

Rozwazmy na koniec rozklad jednostajny dla uktadu o N stanach,

1
N
Odpowiada to sytuacji, w ktorej wszystkie uklady zespotu Gibbsa sa izolowane od
siebie. Energia kazdego z nich jest taka sama i nie zmienia si¢ w czasie. Taki uktad
zespoléw Gibbsa nazywamy ukladem mikrokanonicznym.

Wtedy entropia wzgledna rozkladu r, wzgledem rozktadu jednorodnego p, to:

S(r|lp) = qu In(ry/pq) = qu Inr, + qu InN =-S5 +InN (3.20)
q q q

Py = (3.19)

Wielkosé
Sg=InN (3.21)

to entropia Boltzmanna ukladu mikrokanonicznego, dla ktérego wszystkie mikrostany
sg réwnie prawdopodobne. Tak wiec

S(r|lp) =Sp =S, 20 (3.22)

Otrzymujemy wigc drugg zasade termodynamiki w formie: dla kazdego rozkladu 7,
Sg > S, (3.23)
Entropia Boltzmanna Sp jest wiec maksymalng wartoécia entropii, do ktérej dazy

uktad izolowany osiaggajac stan réwnowagi termodynamicznej.

16



Rozdziat 4

Z.astosowania

4.1 dS jako rézniczka zupelna
Pokazemy explicite, ze

= —Zlnpq dpq (4.1)
q

jest rézniczka zupelna dla dowolnego rozktadu prawdopodobienstwa p, = py(7T, V).
Policzmy rézniczke

) )
dp, = 81;‘3 dT + a};? % (4.2)

Po podstawieniu do (4.1) dostajemy
is=-3" {lnp <6pq)] dT — Z {lnp <8p‘1)] v (4.3)
7 1\ or “\ov
Warunek rézniczki wymaga by dla kazdego stanu ¢ zachodzito
0 Opg\\ O Opq
g (o (5)) = o (o0 (552)) =
Wykonujac rézniczkowania otrzymujemy
1 (0Opq 8pq) 0%py <3pq> (8pq> *p,
R et " B Y (e 4 1 = In
; <av) (aT TP\ Gvar or )\av )™ aTov

co zachodzi przy zalozeniu, ze rozktad prawdopodobienistwa jest klasy C?, gdy drugie
pochodne sa przemienne. Podobnie mozna pokazaé, ze dU jest rézniczka zupelna.

17



Wazna konsekwencja tego, ze drednia entropia i energia sa rézniczkami zupelnymi
jest wzér wigzacy Srednia energie ukltadu z rownaniem stanu. Aby go wyprowadzié
zatézmy, ze U = U(T, V). Podstawiajac

oU oU
dU = = dT + = dV (4.5)

do pierwszej zasady termodynamiki zapisanej w formie

au P

d — + = dV 4.
S = T + (4.6)
otrzymamy
10U oU
dsS = TaT dl + <8V + P> av (4.7)
Warunek rézniczki zupelnej to
o [1 /00U 0 ou
— | == P 4.
v [T (aTﬂ aT[ (av+ )] (4.8)
Po wykonaniu pochodnych otrzymujemy poszukiwany zwigzek
ou oP
—=T|(=—)—-P 4.
ov (QT) (4.9)

Jako przyklad rozwazmy réwnanie stanu dla gazu doskonatego

RT
P=— 4.10
= (4.10)

Stad liczac prawa strone (4.9) dostajemy
ou TR RT
ov.- VvV Vv
co oznacza, ze $rednia energia gazu doskonaltego nie zalezy od objetosci i jest funkcja
jedynie temperatury,

~0, (4.11)

U =U(T) (4.12)

4.2 Zmiany entropii

Policzmy zmiang entropii, laczac wzory (4.1) i (4.2),

s == Zlnpq ( Pa ar + ?"j dV) (4.13)

18



Wykorzystujac relacje wynikajaca ze wzory Boltzmanna (2.1)
Inp, =—(E;/T+InZ)

oraz

dpq _ P

or ~ 2= U)

8pq _ DPq

v — 7 Fa= P
gdzie

U:quEQa P:quPq
1 q
dostajemy
dr dv
s = qu (EQ/T+IHZ) {(Eq — U) Tz + (Pq - P) T}
q

Czlon proporcjonalny do In Z wynosi zero, gdyz

ZPQ(ECI_U):quEq_Uqu:U—UZO

q q q

S pe(Py—P) = pyPy—PY py=P—P=0
q q

Pozostaje wiec do policzenia

ds = (quEq(Eq - U)> Czl% + <qu Eq(Pq = P)> %

Wyrazenie w pierwszym nawiasie to dyspersja rozktadu energii
2 — 2
*(E) =Y py(E, )
a

= quEg —U?
q

= quEq(Eq - U) ’
q

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

gdzie w drugiej linijce wykorzystaliémy definicje U. Wyrazenie w drugim nawiasie to

kowariancja energii i ciSnienia, gdyz zachodzi

cov(E, P) Ezpq(Eq_U)(Pq_P)
q
= pgEPy—UP
q

=Y pgE(P,— P)

19
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Stad ostatecznie otrzymujemy

cov(E, P)

o*(E)
3 T2

dT +

dv (4.23)

Dla proceséw w stalej objetosci zmiana entropii uktadu jest proporcjonalna do dys-
persji energii dla rozktadu Boltzmanna i odwrotnie proporcjonalna do trzeciej potegi
temperatury. Oznacza to, ze im wieksze sa fluktuacje wartosci energii standéw wokot
wartosci Sredniej tym wigksza jest zmiana entropii uktadu. Natomiast ze wzrostem
temperatury zmiany entropii maleja przy jednostkowej zmianie temperatury.

4.3 Przyktady proceséw termodynamicznych

Podstawiajac (4.23) do pierwszej zasady termodynamiki

dU =1TdS — PdV (4.24)
otrzymujemy
o?(E) cov(E, P)
dU = T2 dT + (T - P) av (4.25)

Rozpatrzmy kilka proceséw termodynamicznych.

1. Dla proceséw o stalej objetosci, V' = const, polozenia pozioméw energetycz-
nych nie ulegaja zmianie, gdyz E,; = E4(V). Zmieniaja si¢ natomiast prawdo-
podobienstwa ich obsadzen ze wzgledu na zmiane temperatury. W konsekwencji
zmiana $redniej energii to

o*(E)

T2

Stad wzor na pojemno$é cieplna uktadu przy statej objetosci

dU = T (4.26)

_(DQN\ dU o%(E)
Cy = (dT>V =uT T 72 (4.27)

Cy jest wiec proporcjonalna do dyspersji energii. Jest ona zawsze dodatnia

Cy >0 (4.28)

gdyz z definicji (4.21) dyspersja 0?(E) >0 .
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2. Dla proceséw izotermicznych, T' = const, ze zmiana objeto$ci zmienia si¢ po-
lozenie pozioméw energetycznych wraz z prawdopodobienstwami ich obsadzen.
Zmiana $redniej energii w takim przypadku to

dU = <C°V(TEP) - P> % (4.29)

3. Dla procesu adiabatycznego zmiana entropii wynosi zero:
dS ==Y Inpgdp, =0 (4.30)
q

co oznacza, ze dp, = 0 dla kazdego stanu ¢. Jedyny sposéb realizacji tego
procesu to przesunigcie kazdego poziomu energii o ta samg wartoé¢ dij, = A.
Prawdopodobienstwa Boltzmanna nie ulegajg wtedy zmianie, gdyz
A . e_/B(EqJ’_A) . e_ﬁEq .
P =5 o BEAA) T Y o P

Zmiana energii wewnetrznej wynikajac z przesuniecia energii pozioméw wynosi

dU:quA:A
q

4.4 Liczba czastek jako parametr zewnetrzny

Zatézmy, ze kazdy uklad w zespole Gibbsa ma te samg liczbe czastek N, od ktérej
zalezy energia stanu ¢ uktadu
E,=E4V,N) (4.30)

Calkowita liczba czastek w zespole Gibbsa to
Ngipps = nIN (4.31)

Sa wiec one rowno rozdzielone na uktady w zespole. Przy takim postawieniu problemu,
N jest zewnetrznym parametrem uktadu w zespole Gibbsa, podobnie jak objetos¢ V,
ktéry nie podlega fluktuacjom statystycznym.

Prawdopodobienstwa Boltzmanna to

1
Pe= e~ FaViN)/T (4.32)
gdzie czynnik normalizacyjny
Z=2Z(T,V,N) =Y e FalV:N/T (4.33)

q
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Pierwsza zasada termodynamiki (2.12) przyjmuje teraz postaé

OF, dV + 8?\}1 dN) (4.34)

dU—TdSJerq(
- oV d

gdzie zmiana dN oznacza, ze w kazdym ukladzie zespolu dokonalismy takiej samej
zmiany liczby czastek N. Definiujac Srednie ci$nienie

P=P(T,V,N)=-> p, (%’)N (4.35)

q

oraz $redni potencjal chemiczny

w(T,V,N) qu< > (4.36)

otrzymujemy ostatecznie pierwsza zasade termodynamiki w postaci

|dU =TdS —pdV + pdN | (4.37)

Poniewaz dU jest rézniczka zupelna to

Potencjal chemiczny to zmiana $redniej energii przy jednostkowej zmianie liczby cza-
stek w ustalonej temperaturze i objetosci uktadu.

4.5 Zmiana entropii i energii

Aby obliczy¢ zmiane entropii

0 0 0
Zlnpq { LT+ SV + o dN} (4.39)
musimy dodatkowo policzy¢
pq _ Pq
aN = 7 Ha = H) (4.40)
gdzie
OE,
=== 4.41
m=(55). (4.41)
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to parcjalny potencjal chemiczny. Stad entropia (4.23) otrzymuje dodatkowy czlon
1
dS:...—Tqu(Eq/T—HnZ) (g — p) AN (4.42)
q

Wyrazenie proporcjonalne do In Z znika, gdyz

D pqpg—1) =Y Papig—p Y pg=p—p=0 (4.43)
q q q
i stad
AN
ds = ... — (qu Eq(pq — u)) el (4.44)
q

Wyrazenie w nawiasie to to funkcja kowariancji energii i potencjatu chemicznego, gdyz
cov(E, ) = qu (Hg — 1) (Eqg —U) = ZMqEq fg — pU
q q

= qu Eq(pg — 1) (4.45)

Stad ostatecznie po dodaniu brakujacych cztonéw

ar av dN
dS = o*(E) 73 +0ov(E, P) 75 — cov(E, 1) =5 (4.46)
Wykorzystujac (4.37), znajdujemy
o%(E) cov(E, P) cov(E, )
dU = dl + | ————= — - —- .
U= g dl + ( - P) % ( - u) AN (4.47)
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Rozdziat 5

Wielki zesp6l kanoniczny

5.1 Rozklad Boltzmanna

Rozwazmy zesp6t Gibbsa n ukladow. Kazdy z nich moze znajdowaé sie w stanie g o
okreslonej energii I, oraz liczbie czastek Ny:

q < (Eg Ny (5.1)
Zalézmy, ze mamy n, uktadéw znajdujacych sie w stanie q. Zachodzi wigc relacja

an =n = const (5.2)
q

Zespot Gibbsa traktowany jako calo$é ma stala energie F oraz liczbe czastek N. Stad
dwie nastepne relacje:
Z ngEq = E = const (5.3)
q

oraz
anNq = N = const (5.4)
q

Poréwnujac ten wzoér ze wzorem dla stalej liczby czastek w kazdym ukladzie zespotu
Gibbsa (4.31), zauwazamy réznice polegajaca na statystycznym charakterze obsadze-
nia stanéw ¢, determinowanym przez liczb¢ ukladéw ng w zespole Gibbsa dla konfi-
guracji maksymalizujacej entropie Boltzmanna zespotu. Taka wersja zespotu Gibbsa
nazywa sie¢ wielkim zespolem kanonicznym.

Tak, jak w przypadku stalej liczby czastek, makrostanem zespotu Gibbsa jest ciag

(n1,n2,...,nq,...) (5.5)
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okreslajacy ile uktadéw n, jest w stanach g. Liczba mikrostanéw I' dla danego ma-
krostanu (5.5) to

_[n)[(n—n1)\(n—n1—ny B n!
0 [ EER

co prowadzi do takiej samej wartosé¢ entropii Boltzmanna zespotu Gibbsa jak dla
stalej liczby czastek

S=Inl= (H nq> Inn! fZlnnq (5.7)

gdzie przyjeliémy uktad jednostek, w ktérym stata Boltzmanna k = 1.
Maksymalizujac S przy zachowaniu wiezéw (5.2)-(5.4) otrzymamy najbardziej
prawdopodobny rozklad uktadéw w zespole. Ze wzoru Stirlinga dla X =n,n, > 1

InX!~ XInX — X (5.8)
dostajemy po wykorzystaniu wiezu (1.1)

S:(nlnn—n)—Z(nqlnnq—nq):nlnn—anlnnq (5.9)
q q

Wprowadzajac czynniki Lagrange’a: «, 8, u, odpowiadajace wiezom, maksymalizuje-
my wielko§¢é

S:nlnn—anlnnq—aan—BanEq—i—,@ManNq (5.10)
q q q q

Jezeli w zespole Gibbsa zachodza procesy, ktore nie zachowuja liczby czastek, wiaz
(5.4) nie jest spelniony co formalnie oznacza, ze czynnik Lagrange’a pu = 0.
Wariujac po liczbie uktadéw n, otrzymujemy

5S:—Zénq Inng+14+a+B(E;—uNg)] =0 (5.11)
q

Traktujac wariacje dn, jako niezalezne otrzymujemy
Inng+1+a+p(E;—uNg) =0 (5.12)

co prowadzi do
ng = e~ (at1) o =B(Eq—pNg) (5.13)

Wiaz (5.2) pozwala wyznaczy¢ pierwszy czynnik w iloczynie,

S g = o@D 37 o= HEaNy (5.14)
q
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co daje
n

7(a+1) =
© - Zq e*B(Eq*NNq) (515)
Tak wiec otrzymujemy unormowany do jedynki rozktad Boltzmanna
Py = g _ ie—ﬁ(Eq—lth) (5.16)
n =
gdzie wielka funkcja rozdziatu
E=E(B,u) =y e MFamnla) (5.17)
q

5.2 Srednia energia, liczba czastek w ukladzie

Czynniki Lagrange’a /3 i p mozna wyliczy¢ na podstawie wiezéw (5.3) i (5.4). Dzielac
obie strony w tych rownaniach przez liczbe uktadéw w zespole Gibbsa n dostajemy

E
Zq:pqEq =

quNq =
q

gdzie U i N to $rednia energia i liczba czastek przypadajaca na jeden uklad zespotu
Gibbsa. Po podstawieniu rozkladu (5.16) dostajemy:

U (5.18)

3=

N (5.19)

1
U==Y e BmNdg, (5.20)
~q
— 1
N=2 Ze—ﬁ(Eq—qu)Nq (5.21)
g
Policzmy
10= 1 _
Eaiﬁ = =) Zeiﬁ(Eqi’qu)(Eq — ,LLNq) =-U + ,UzN
- ~q
10= _
=, gze—B(Eq—qu)Nq _ BN (5.22)
Eop  E4
Stad érednia liczba czastek
— 10InE
N=— 5.23
3 on (5.23)
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oraz srednia energie

0ln=E —
o5 TN (5.24)

Otrzymujemy w ten sposéb relacje funkcyjne U = U(3, u) oraz N = N(3, i), skad
po ich odwréceniu dostaniemy

B=BUN), p=pu(U,N) (5.25)
Na powyzsze zalezno$ci mozemy popatrzeé¢ inaczej. Traktujac 8 i u jako zadane pa-

rametry rozktadu Boltzmanna otrzymujemy srednig energie i liczbe czastek uktadu
poprzez réwnania (5.24).

U=-

5.3 Srednia entropia ukladu

Podstawmy rozktad prawdopodobienistwa Boltzmanna (5.16) w formie

Inpg = —(B(Eq — uNg) +InE) (5.26)
do wyrazenia na entropie Gibbsa
S = —qulnpq:qu (B(Eq — pNg) + InE) (5.27)
q q

Wykorzystujac definicje U i N oraz warunek unormowania p, do jedynki, dostajemy
S=pBU—-uN)+InE (5.28)
Podstawiajac (5.24) znajdujemy
Oln=

S=-p a8 +In= (5.29)

i ostatecznie otrzymujemy

S = (1 - 5(%) In= (5.30)

5.4 Termodynamika ukladu czastek

Policzmy rézniczki

dU = (Eqdpq + pq dE,) (5.31)
q

dN =" (Ngdpg + pg dNy) (5.32)
q

dS == Inpydp, (5.33)
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Podstawiajac logarytm rozkladu Boltzmanna (5.26) do dS, otrzymujemy

45 = 3" py (B(E; — uN;) +In =) (5.34)
q

Korzystajac z warunku unormowania p, do jednosci, znajdujemy

TdS =Y E,dp, — 1y _ Nydpg (5.35)
q q

gdzie wprowadziliémy temperature T'= 1/.

Zakladamy, ze energia stanu g zalezy od parametry zewnetrznego uktadu jakim
jest objetos¢ V: E, = E4(V), co prowadzi do relacji

dE,
dE, = =14V 5.36

Nie zakladamy natomiast, ze liczba czastek N, jest funkcja jakiegokolwiek parametru
zewnetrznego, pozwalajac jej fluktuowaé zgodnie z rozktadem Boltzmanna prawdo-
podobienstwa. Tym samym dN, = 0 i stad

dN =" N,dp, (5.37)
q
i ze wzoru (5.35) otrzymujemy
TdS =Y Egdp; — ndN (5.38)
q
Stad
> Egdpy =TdS + pdN (5.39)
q

i po podstawieniu do dU dostajemy

dU =TdS + pdN + > pgdE, (5.40)
q
Definiujac érednie cidnienie w uktadzie
dE,
P=- - 5.41

otrzymujemy pierwsze prawo termodynamiki ze zmienna Srednia liczbg czastek w
uktadzie

dU = TdS — PdV + pdN (5.42)
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5.5 Potencjat ()

Potencjal Q2 jest zdefiniowany w nastepujacy sposéb
O=U-TS—-uN (5.43)
Po podstawieniu (5.28) dostajemy

.40

Zapiszmy pierwsze prawo termodynamiki (5.42) przy pomocy potencjatu €,

dQY= —-SdT — PdV — Ndu (5.45)
Stad wzory
g9 po_98 N 90 (5.46)
T’ oV O ’

Poniewaz Q = Q(T,V, 1), dwa ostatnie wyrazenia definiuja réwnania stanu
P=P(T,V,p), N = N(T,V, ) (5.47)

Wynika stad, Ze spoéréd pieciu zmiennych (p, N, T, V, 1) jedynie dowolone trzy z nich
sa niezalezne.
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Rozdziat 6

Gazy doskonate

6.1 Czastki nierozréznialne

Zalézmy, ze stan g uktadu zespotu Gibbsa jest okreslony przez podanie liczby czastek
Ng w stanach jednoczastkowych (). Symbolicznie, stan ¢ jest okreslony przez ciag
liczb

qg=(Ni,Na,...,Ng,...) (6.1)

Tym samy zaktadamy, ze czastki sa identyczne i nierozréznialne, tzn. nie ma zna-
czenia, ktére z nich zajmujg poszczegdlne stany jednoczastkowe.
Przyktadowo, dla dwéch standéw jednoczastkowych, Q@ = 1,2, stan ukladu ¢ jest
okreslony przez ciag
q = (Nl, Ng) (62)

gdzie Nj to liczba czastek w stanie 1, a Ny to liczba czastek w stanie 2. Stad energia
uktadu w stanie q:

E, =) NgEq= NEi + NyE; (6.3)
Q
Calkowita liczba czastek w stanie ¢ to
Ny=> Ng=Ni+N, (6.4)
Q

Zwro¢my uwage, ze energia I, nie jest jednoznaczng funkcjg liczby czastek N, w
stanie ¢, gdyz ta sama warto$¢ Ny, moze by¢ otrzymana przy dla réznych ciggéw liczb
(Ng), co prowadzacych do réznych wartodci energii E,.
Na przyktad, dla dwoch stanéw jednoczastkowych, @ = 1,2, oraz dwbch czastek
w ukladzie, N, = 2, mamy nast¢pujacy rozklad tych czastek pomiedzy stany jedno-
czastkowe
q= (270)7 q= (072)7 q= (171) (65)
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Otrzymujemy wiec energie E, réwne
E@0) =2E1, Eq2) = Ea, Eqy=E1+ Ey

podczas gdy liczba czastek N, jest caly czas taka sama.

6.2 Wielka funkcja rozdzialu
Sumowanie po stanach ¢ uktadu w wielkiej funkcji rozdziatu,

== Z e—ﬂ(Eq—MNq)

(6.7)

dla uktadu czastek swobodnych polega na sumowaniu po wszystkich mozliwych ob-

sadzeniach stanéw jednoczastkowych (Ng) spelniajacych warunek

ZNQ :Nq
Q

z wysumowaniem mozliwych wartosci liczby czastek w stanie ¢, N, = 0,1,2, ..

IEDIDS

4 Ng=0(Ng)

(6.8)

e

(6.9)

gdzie symbol prime w drugiej sumie oznacza, ze dla kazdego ciagu liczb (Ng) spelnio-
ny jest warunek (6.8). Tak okreslona suma jest réwnowazna niezaleznym sumowaniom

po liczbie obsadzen Ng w zakresie ich dozwolonych wartosci,

2. =2

7 (Ne)

Wielka funkcja rozdzialu (6.7) przyjmuje wiec postaé

==Y 0B qNe(Bq—h) _ 3 He—ﬁNQ(EQ—M)
(Ne) @

(Ng@)

(6.10)

(6.11)

Ze wzgledu na niezalezno$¢ sumowan po Ng mozemy zamieni¢ sumowania i mnozenia,

ZH 1>

Q Ng
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gdyz, na przyktad dla Q = 1,2 otrzymujemy

S S somglns) =% f<n1>(n22g<n2>)
= (;f%)) (%g(m)) (6.13)

Stad postaé wielkiej funkcji rozdziatu

=11 ZG—BNQ(EQ—M) (6.14)

Q@ Ng

(1]

Wzér ten mozemy zapisaé w postaci iloczynu funkcji rozdziatu dla stanu jedno-
czastkowego @,
Q

(1]
(1]

0 (6.15)

gdzie

Eo = Z e PNQ(EqQ—n) (6.16)
Na

Mozemy wiec zdefiniowa¢ prawdopodobienstwo liczby obsadzen stanéw @),

1

dla ktérych spetniony jest warunek unormowania do jedynki

Y pg=1 (6.18)
Ng

Prawdopodobienstwo Botzmanna (5.16) jest iloczynem tych prawdopodobienstw

pq = [1ra (6.19)
Q

6.3 Funkcje termodynamiczne gazu doskonalego

Z relacji (6.15)

(1]
[1]

0 (6.20)

-1
Q
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wynika zwigzek

gdzie

1.

InE=) InEq (6.21)
Q
==Y e~ PNQ(Eq—n) (6.22)
Ng

Stad dla Sredniej liczby czastek w ukladzie zespolu Gibbsa (5.23) dostajemy

— 190InE 10InZEq
N = = - 6.23
B o ZQ: B ou (6.23)
co mozemy zapisa¢ w formie
N=> Ng (6.24)
Q
gdzie
— 10InEg
=_ 6.25
Q= 5, (6.25)

to $rednia liczba czastek w stanie jednoczastkowym. Po podstawieniu (6.22) do
pOwWyzszego wzoru, otrzymujemy bowiem

~ 1 —BNg(Eq—
NQZEZNQG BNq(Eq ”)ZZPQNQ (6.26)
No Nq

. Podobnie, dla $redniej energii uktadu zespotu Gibbsa (5.24) zachodzi

Oln= — 0lnEq —
U=- +uN = (— + uN ) 6.27
i stad
U=> Ug (6.28)
Q
gdzie Ug to Srednia energia czastek w stanie jednoczastkowym
OlnE —
Ug = — 3BQ+MNQ (6.29)
Po podstawieniu (6.22) zachodzi
Uq =Y poNo(Eq — ) + 1) _poNg =Y po(NoEq) (6.30)
Ng Ng Ng

co po wyciggnieciu Eg przed sumeg daje
Ug=NgEg (6.31)
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3. Natomiast liczac $rednia entropie ukladu zespolu Gibbsa (5.30) znajdujemy

0 _ 0 —
S:(1—B85>ln_zz<1—ﬁaﬁ>ln:Q:ZSQ (6.32)
Q Q
gdzie Sg entropia stanu jednoczastkowego
So = <1—/38) = (6.33)
Q= 86 =Q .
Pokazemy, ze
So=->) polupg (6.34)
Ng

W dowodzie wychodzimy z definicji Sredniej entropii uktadu zespotu Gibbsa

S=-Y pglnpg =~ (Hm) 111( : pQ) (6.35)

(Ng) ~ @

i wykonujemy sumowania zakladajac dla uproszczenia notacji, ze QQ = 1,2,

S=- Z Z (p1p2) In(p1p2)

N1 N2

==Y "> (pip2) (Inp;y + Inpy)

N1 N3

= _<%p1 1np1) <%p2) - (%}M) (%Pﬂnm)
_ _<%:p1 lnpl) - (%:pz 1np2>

=5+ 55 (6.36)

gdzie wykorzystaliémy unormowanie p; 2 do jedynki.

6.4 Potencjat ()

Potencjat 2 uktadu zespotu Gibbsa to

Q=U-TS—puN =3 (Ug-TSq - iNg) =3 (6.37)
Q Q
gdzie
Og = Uqg — TSq — ulNg (6.38)
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to potencjal stanu jednoczastkowego. Podstawiajac (6.29) do (6.33) otrzymujemy
SQ =In EQ + 5(UQ — /LNQ) (6.39)

Stad posta¢ potencjatu Qg dla stanu jednoczastkowego

20 =-ThhEq] (6.40)

Znajomos$¢ potencjalu 2 pozwala obliczyé¢ ze wzoréw (5.46) entropie, ci$nienie i
$rednia liczbe czastek w zespole Gibbsa

S_—Qaagj?, P_—%:aa?/@, N_—%:a(;j? (6.41)
Stad otrzymujemy
S5=> Sq, P=> Py, N=> Ng (6.42)
Q Q Q
glzie 00g 900 — 900
So=—"%7" Po=—"7" NQ:—W (6.43)

to wartodci érednie entropii, ci$nienia i liczby czastek w stanie jednoczastkowym.
Podsumowujac, termodynamika gazu doskonalego sprowadza sie do policzenia
jednoczastkowej funkcji rozdziatu

Eg = Z e PNQ(EqQ—p) (6.44)
No

skad otrzymamy potencjal Qg i pozostate funkcje oraz wielkosci termodynamiczne.
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Rozdziat 7

Statystyki kwantowe

7.1 Fermiony i bozony

Wartosci Ng w stanach @) sa ograniczone zatozeniem co do statystyki czastek nieroz-
réznialnych.

1. Dla fermionéw mamy

Ng=0,1 (7.1)
i funkcja rozdziatu (6.16) to
1
2o = Z e BNQ(Eq—n) — 1 4 ¢=B(Bqo—n) (7.2)
Ng=0
2. Dla bozonéw
Nog=0,1,2,...,00 (7.3)

a funkcja rozdziatu, zdefiniowana dla Eg > p to

1

o
= —BNo(Eq—p) — ___ —
=@ Z ¢ 1 — e BEq—n) (74)
No=0
Oba wyniki mozemy zapisa¢ w postaci
- _ —\ X
Eg = (1 + xe PEa “)> (7.5)

gdzie x = +1 dla fermionéw, a x = —1 dla bozondéw.
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7.2 Funkcje termodynamiczne

Potencjat €1g dla stanu jednoczastkowego to

Qg =-ThhEZg = —% In (14 e #Fa=m) (7.6)
Sredni@ liczby czastek w stanie @) wyliczymy z trzeciego ze wzoréw (6.43)
— g
Nog=—+ 7.7
Q o (7.7)

Podstawiajac (7.11) znajdujemy

v _X B e BEQ—w)

skad otrzymujemy ostateczny wynik
No=— 1 (7.9)
Q - eB(EQ_M) + X ’
gdzie x = 1 dla fermionéw, a x = —1 dla bozonéw.
Obliczajac z powyzszego wzoru
BB _ 1= xNg (7.10)
Nq
i podstawiajac do (7.11) znajdujemy
Qg = X1 N
Q=73 n(l-xNg) (7.11)
Ze wzoru (6.31), érednia energia czastek w stanie @ to
Ug=NgEqg (7.12)
Ze wzoru (7.13) wynika relacja
Sq =B (Ug — Qg - uNg) (7.13)
Podstawiajac wyrazenia (7.10)-(7.12) dostajemy
Sg = —NQ IDNQ —x(1— XWQ) In(1 — XNQ) (7.14)
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7.3 Rozklad Fermiego-Diraca

Dla fermionéw, x = 1, otrzymujemy rozktad Fermiego-Diraca

— 1
Q= BEg—m 11 (7.15)
ktory spetnia warunek
0< Ng<l1 (7.16)
Dla T =0 czyli 8 — oo mamy

_ 1 if Eg <

No={ = Tes# (7.17)
0 if Eg>up

W tym przypadku potencjat i jest nazywany energia Fermiego. W zerowej tempe-
raturze wszystkie stany o energii ponizej energii Fermiego sg zajete, natomiast stany
powyzej tej energii sg wolne. W granicy T' — 0 dla potencjalu Gibbsa mamy

QQ :Tln(l—NQ) — 0 (7.18)
Podobnie dla entropi
Sog=-NglnNg—(1-Ng)ln(1—Ng) =0 (7.19)

W niezerowej temperaturze cze$¢ fermionéw przechodzi ze stanéw ponizej ener-
gii Fermiego do stanéw powyzej tej energii. Istotna zmiana $redniej liczby obsadzen
nastepuje dla stanéw o energii

|Eqg —ul=T (7.20)

7.4 Rozklad Bosego-Einsteina

Dla bozonéw, x = —1, otrzymujemy rozklad Bosego-Einsteina

1

No—— L

, Eg>p (7.21)
z dowolnie duzym zakresem zmiennosci
0< Ng < (7.22)
W granicy T — 0, dla stanéw o energii g > p Srednia liczba czastek

No =0 (7.23)
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Jedynie w granicy Fg — p oraz T' — 0 takiej, ze

Eg—p

— C = const >0

(7.24)
— 1
Ng =

1

otrzymujemy niezerowa warto$¢ $redniej liczby czastek dla stanu () o najnizszej energii

(7.25)

Zjawisko to nazywa sie kondensacjg Bosego-Einsteina. Polega ono na zajeciu przez

bozony stanu o najnizszej energii dla 7' — 0. Prowadzi to do potencjatu Gibbsa

Qo=-Thh(l+Ng)—0
oraz niezerowej entropii dla takiego stanu

Sqg =

(7.26)
~NolnNg + (1+ Ng)In(1 + Ng)
7.5 Fluktuacja liczby czastek

(7.27)
Chcemy policzy¢ fluktuacje liczby czastek w danym stanie () wyrazona przez wariancje

o*(Ng) = N3 —
gdzie wartos¢ srednia kwadratu liczby czastek to

(No)?

(7.28)
ZPQNC% = Z Né e PNQ(EqQ—n)
Ng

20 Ng
natomiast $rednia liczba czastek jest dana wzorem

(7.29)
Nq

1
ZPQNQ = Z Ng e PNQ(EqQ—n)
=Q
RézZniczkujac ostatnie réwnanie po p dostaniemy

Nq
ONg

(7.30)

Ng e BANQ(Eq—p) HEZNZ —BNQ(EqQ—n) (7.31)
=Q Ng
Wyrazenie to mozemy zapisa¢ w postaci
ONg 29 — =
T =P Mo+ NG =5 (N - (Vo)) (732
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gdzie skorzystaliémy z definicji

1 — g
Qo=—-=InE Ng=——"
Q 3 n=Q, Q o
Stad otrzymujemy wzér na wariancje liczby czastek
— = 1 ON,
N2 — (N 2 _ — Q
Wykorzystujac wzér na wartosé srednia dla liczby fermionéw/bozonéw
— 1
NQ o eﬁ(EQfﬂ) + X
dostajemy
1 8NQ eB(EqQ—n) — — |9
- — = —x(N
i po podstawieniu do (7.34) otrzymujemy
Ng - (Ng)?=Ng - x(Ng)?
1. Dla statystyki Fermiego z x = 1 mamy relacje
N3 =N
Dzielac obie strony przez (Ng)? dostajemy
No-(Vo) _ 1
(Ng)? Nq
Stad stosunek dyspersji liczby bozonéw, og = aé, do wartosci éredniej
1
29 _ = —1€[0,00)
Nq Ng

(7.33)

(7.34)

(7.35)

(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)

(7.40)

gdzie skorzystaliSmy z nieréwnosci (7.16) dla okreslenia zakresu zmiennoéci tego
stosunku. Dla stanéw z N ~ 1 mamy bardzo male wzgledne fluktuacje Sredniej

liczby fermionéw, natomiast dla Ng — 0 sa one dowolnie duze.
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2. Dla statystyki Bosego z x = —1 otrzymujemy

N2 _ (NH)2 1
M =1+ — (7.41)
(Ne) Nq
Stad stosunek dyspersji liczby bozonéw do wartosci sredniej dla danego stanu
Q jest zawsze wiekszy od jedynki

1
29 - 1+ —>1 (7.42)
Ng Ngq

Efekt ten byl zaobserwowany eksperymentalnie dla monochromatycznych foto-
néw ze zrodla termicznego przez Hanburego-Browna i Twissa w 1957 roku.

7.6 Roéwnanie stanu

Druga z relacji (6.43) pozwala obliczy¢ ci$nienie stanu jednoczastkowego przy zaloze-
niu, ze Eg = Eg(V)
Ng  00qg dEq

PH = — = _ 7.43
CT 9V T 9Eg AV (7:43)
co daje
1 dEg — dEg
CT T hEe ) ¢y dV 7o) (7.44)
Stad ciénienie catkowite w uktadzie
— dEg
P= =— —= .
> Po=-3 No—? (7.45)
Q Q
Policzmy iloczyn
— dEq
PV=—-% Nog—=V 7.46
%: Qg (7.46)

dla dwdéch przypadkéw.

1. W mechanice kwantowej energie nierelatywistycznych masowych czastek swo-
bodnych sg proporcjonalne do

h 1

2
Eq~p T2 T sy

=y (7.47)

gdzie a = V1/3 to charakterystyczny wymiar ukladu. Stad
dE 2
Qy —

_z 4
dv 3@ (7.48)
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i ostatecznie po podstawieniu do (7.46) otrzymujemy

9
PV = S N,E
3%: oEq

(7.49)

Wyrazenie po prawej stronie to Srednia energia uktadu. Stad réwnanie stanu

2
PV =-U
3

gdzie
Lq
U= % e/B(Equ) + X
to érednia energia bozonéw lub fermionow.

. Dla bezmasowych bozonéw, takich jak fotony, otrzymujemy

h 1

Eg~p PRAR VR V
skad wynika réwnanie stanu
1
PV =_-U
3

gdzie
Eq
U= %: efBe — 1

(7.50)

(7.51)

(7.52)

(7.53)

(7.54)

gdyz p = 0 ze wzgledu na niezachowanie liczby fotonéw. Wprowadzajac gestosé
energii p = U/V otrzymujemy znane réwnanie stanu dla bezmasowych bozonéw

p
P=-
3
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Dodatek A

Uwagi na temat entropii

A.1 Entropia rozktadu dyskretnego

Dla dyskretnego, unormowanego rozktadu prawdopodobietistwa {py }2_, zachodzi

N
> k=1, pr >0 (A1)
k=1

Stad pr < 11 entropia Gibbsa to

N
S:—Zpklnpk20 (A.2)
k=1

Minus w tym wzorze jest konieczny do dodatniej okreslonosci entropii, gdyz In pr, < 0
dla kazdego k. Gérny zakres sumowania moze by¢ rowny nieskoniczonosci, N = oo,
pod warunkiem zbieznosci szeregu w warunku normalizacyjnym

D <o (A.3)
k=1

Dla jednorodnego rozktadu prawdopodobienstwa, py = /1N, entropia przyjmuje mak-

symalna wartosc¢
N

1
Sinaz = —InN=InN A4
k; N (A.4)

Dla rozkladu p, = 1 and py, = 0 entropia wynosi zero, S = 1-1In1 = 0. Stad

0<S<IhN (A.5)
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A.2 Pewna nieré6wnosé

Udowodnijmy nieréwnosc¢

yin(y/z) > (y— ), z>0,  y>0 (8.6)
Rozwazmy w tym celu funkcje
f(z)=zlnz, 220 (A.7)

Jest to funkcja wypukla, gdyz f”(z) = 1/2 > 0 w calej dziedzinie. Stad wykres
funkcji znajduje sie¢ zawsze powyzej stycznej do funkcji w dowolnym punkcie. Styczna
do funkcji w punkcie z = 1 to prosta y = z — 1, dla ktérej zachodzi

f(z)=zlnz>(2—-1) (A.8)

Podstawiajac z = y/x dostajemy nieréwnosc¢ (A.6).

A.3 Entropia rozktadu ciggtego

Inna sytuacja zachodzi dla ciaglego rozkladu gestosci prawdopodobienstwa, p(z) €
[0, a], dla ktérego

b
[ dop@) =1, p(x) > 0 (4.9)
a
Pokazemy, ze entropia

S=- /ab dz p(x)In p(z) (A.10)

moze przyjmowaé ujemne wartosci.
Korzystajac z nieréwnosci (A.6) otrzymujemy

S = —/abdxp(x)lnp(x) < —/abdx(p(w) —1)=(b—a)—1 (A.11)

Dla 0 < (b —a) < 1 dostajemy S < 0. Entropia przyjmuje maksymalna warto$é dla
rozkladu jednorodnego p(z) =1/(b— a)

Smm:—/abdx(bia)ln<bia>zln(b—a) (A.12)

—oo<S<In(b—a) (A.13)

i stad w ogdlnosci




