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Rozdziat 1

Podstawy

1.1 Prawdopodobienstwo

Rachunek prawdopodobienstwa jest dzialem matematyki badajacym wlasnoéci modeli
opisujacych zjawiska przypadkowe.

Zjawisko przypadkowe (lub statystyczne) to zjawisko, ktére w wyniku wielokrot-
nego powtarzania przy tych samych warunkach poczatkowych daje rozne wyniki.

Pojeciem pierwotnym w rachunku prawdopodobienstwa jest zdarzenie elementar-
ne w. Na przyklad, wynik rzutu moneta - orzet lub reszka - jest takim zdarzeniem.
Zbior zdarzen elementarnych oznaczamy przez 2. W naszym przyktadzie

0 = {wo ,wn}. (1.1)
Niech 2% oznacza zbiér wszystkich podzbioréw zbioru Q:
2 ={A; AcCQ}. (1.2)
W naszym przyktadzie
2% = {0, {wo}, {wr}, {wo ,wr}}, (1.3)

gdzie () oznacza zbidr pusty.



Rodzine zbioréw M C 29 nazywamy o-algebrg zbioréw, gdy spelnione sg naste-
pujace warunki:

1. Qe M
2. Ae M => Q\AeM

3. A,eM dla n=1,2,... => A, M
=1

n

Elementy sigma algebry, A € M, nazywamy zdarzeniami losowymi.

Przykladami sigma algebry zbioréw sa:

M= {b, Q}, M =22, (1.4)

Wprowadza sie nastepujaca terminologie:

o A = () nazywa si¢ zdarzeniem niemozliwym.

e A = nazywa si¢ zdarzeniem pewnym.

o A'=Q\ A nazywa sie zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A

Odwzorowanie sigma algebry w zbiér liczb rzeczywistych

P: M —- R

nazywamy miarg unormowang gdy

1. P(4) >0

2. P(Q) =1

3. P jest funkcja przeliczalnie addytywna, tzn.

e}

P({J An) =) P(4,)
n=1 n=1

(1.6)

dla kazdego ciaggu zbioréw A, € M parami rozlacznych, tzn. 4; N A; = 0 dla
dowolnych ¢, 5 € N,.



Tréjke
(2, M, P) (1.7)

nazywamy przestrzeniq prawdopodobieristwa, gdy Q # ) jest zbiorem zdarzen elemen-
tarnych, M jest sigma algebra zdarzen losowych, natomiast P jest miarg unormowana
okreélong na M. Nazywamy ja wtedy prawdopodobieristwem.

Wypiszmy kilka wlasnosci prawdopodobienstwa:
1. P(0) =0
2. AcB => P(B\A)=P(B)-P(A)

3. ACB => P(A)<P(B)
4. 0< P(A) <1
5. P(A)=1-P(A)

(
6. P(A1UA2) (Al) —|—P(A2) —P(AlﬂAg)

Ostatni wzér mozemy uogélni¢ korzystajac z wlasnosci 6. Dla trzech zdarzen losowych
otrzymujemy
P(Al U Ay U Ag) = P(Al) + P(AQ) + P(Ag)
—P(AlﬂAQ)—P(AgﬂAg) —P(AlﬂAg)
+P(A10A20A3). (18)

natomiast dla dowolnego n mamy

P(OAZ):ZH:P(Al)— Z P(Al'lﬂAiQ)—l— Z P(A’L'lﬂA’L'QﬂA’L'g)

i=1 i=1 11 <12 11 <12<13

— A (=D"TIP(A N N A). (1.9)
Podobne wzory otrzymujemy dla prawdopodobienstwa przecieé zbioréw. Dlan = 2
ze wzoru 6, otrzymujemy
P(AlﬁAz) :P(A1)+P(A2) —P(A1UA2) (1.10)
Podstawiajac te relacje do wzoru (1.8) dostajemy wynik dla n = 3,

P(AlﬁAgﬂAg) :P(A )+P(A2)+P(A3)
(Al UAQ) — P(A2 UAg) —P(Al UA3)
+P(A1 U Ay UA3) . (1.11)



Stosujac metode indukcji mozna udowodni¢ wzér dla dowolnego n,

P(ﬂ AZ):ZP(Al)— Z P(Al'lUAZ'Q)—F Z P(AhUAiQUAiS)
i=1 i=1 11 <12 11 <12<13
— A (=D)"TP(A UL UA). (1.12)

Przedstawione sformutowanie teorii prawdopodobienstwa nazywamy schematem
prawdopodobienstwa Kolmogorowa.

1.2 Prawdopodobienstwo warunkowe i wzér Bayesa

Prawdopodobieristwo warunkowe zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszio zdarzenie B
jest okreélone przez

P(A|B) = P(;l(;)B) (1.13)
Zauwazmy, ze
P(ANB)= P(A|B) P(B)
P(BNA)=P(BJ|A)P(A), (1.14)
Poniewaz lewe strony obu réwnan sa sobie rowne to
P(B|A) P(A) = P(A|B) P(B) (1.15)
Stad otrzymujemy wzor Bayesa
P(B|A) = P(Agill)D(B) (1.16)

1.3 Zmienne losowe

Zmienng losowa X jest odwzorowanie zbioru zdarzen elementarnych w zbiér liczb

rzeczywistych
X: QO = R. (1.17)

W praktyce zmienna losowa jest okreslona jesli podamy:



e zbiér I jej dopuszczalnych wartosci liczbowych

e rozklad prawdopodobienstwa zadany na tym zbiorze.
Zbiér dopuszczalnych wartoéci I moze byé dyskretny, ciggly lub dyskretny i ciagty.
Zbiér ten moze byé wielowymiarowy.

W przypadku pojedynczej dyskretnej zmiennej losowej rozktad prawdopodbien-
stwa dany jest nieujemng funkcja

P(z;) > 0, i=1,2,... (1.18)

unormowana do jedynki

ZP(:@») =1. (1.19)

Dla zmiennej losowej o wartosciach ciaglych definujemy gestosciqg prawdopodobieri-
stwa p(x) taka, ze iloczyn
p(z) dx (1.20)

jest prawdopodobienstwem tego ze zmienna losowa X przyjmuje wartosci z przedziatu
(z,x + dz). Warunek unormowania przyjmuje teraz postaé

/p(x) dr = 1. (1.21)

1

1.4 Momenty zmiennej losowej

Jesli f(X) jest funcja liczbowa okreslona na tym samym zbiorze co zmienna losowa
X to jej wartosé $rednia to

(X)) = [ 1) pl) do (122)

W szczegblnosci m-ty moment zmiennej losowej X to
pm = (X™) = /xmp(aﬁ) dx . (1.23)

Liczba p; to warto$é Srednia zmiennej losowej X,
w = (X) = /xp(a:) dz, (1.24)
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natomiast wariancja X to
A= (X~ 0P) = [ XD o) dr =g — (m)?. (129)

Nie wszystkie rozklady prawdopodobienstwa posiadaja skonczone momenty, na
przykiad rozkiad Lorentza,

1 P

ich nie posiada. Ze wzgledu na symetrie mozemy jednak przyjaé pi; = a.

1.5 Funkcja charakterystyczna

Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X to

G(k) = (&) / da e p( (1.27)

latwo sie przekonaé, ze zachodzi
G(0) =1, |G(k)| < 1. (1.28)

G(k) jest funkcjg tworzgcg dla momentéw p.,. Rozwijajac bowiem eksponente pod
calka w szereg Taylora znajdziemy

/d { ) } S 'm)!m {I/dx:zmp(x)}.

m=0

1 ostatecznie

n=3 W, (1.29)

m=0

Stad wynika nastepujacy wzér dla momentéw

_dmG
Fm = g ik)m

(1.30)

k=0

Tak wiec pochodne G(k) w punkcie k£ = 0 istnieja do tego samego rzedu co momenty.

11



1.6 Kumulanty

Logarytm funkcji charakterystycznej stuzy do zdefiniowania kumulant k,, zmiennej

losowej X
o0 .
(ik)™
InG(k) = m
nG(k) mz::() o
i stad otrzymujemy wzér dla kumulant
d™In G(k)

Km = ———— .
" d (k)™ lp—o
Kumulanty sg kombinacjami momentéw, przyktadowo

k1 =M
H2=M2—M% =0
K3 =p3 — 3o p1 + 2415

2

4

K3 =g — 4pz iy — 3p3+ 12 o pf — 613 .

(1.31)

(1.32)

(1.33)

Pierwsza kumulanta jest wiec réwna wartosci Sredniej zmiennej px losowej, a druga

. s . )
jej wariancji o%.

12



Rozdzial 2

Przyktady rozktadow
prawdopodobienstw

2.1 Rozklad dwumianowy

Rozpatrzmy N préb. Pytamy jakie jest prawdopodobienstwo n sukceséw jesli praw-
dopodbienstwo pojedynczego sukcesu wynosi p. Jesli préby sa niezalezne to prawdo-
pobienistwo jest iloczynem trzech czynnikéw:

o liczby sposobdéw, na ktére n sukceséw realizuje sie w N prébach: (JT\Z )

e prawdopodobienstwa odniesienia n sukceséw: p"

« prawdopodbienstwa porazki w pozostatych prébach: (1 — p)N—".

Stad wzér dla rozkladu dwumianowego, w ktérym zmienna losowa przyjmuje skon-
czong liczbe wartosci, n =0,1,2,..., N:

Pn(n,p) = (g) pr (1 —p)N " (2.1)

gdzie symbol Newtona
N N!
=—-" 2.2
(n) nl(N —n)! (22)

13



Prawdopodobienstwo p jest parametrem tego rozktadu. Jest on unormowany do je-
dynki

N N
> Pn(n,p) = ) <n>p" 1=-p)" " =@p@+1-pV =1. (2.3)
n=0 n=0
Funkcja charakterystyczna rozktadu dwumianowego to
N N /N\ .
Gn(k) =) e Py(n,p) = Y (n> (™ p)™ (1= p)¥ "
n=0 n=0
= (1—p+etpV. (2.4)

Stad funkcjonal generujacy dla kumulant
In Gy(k) = N In(1 +p (e — 1)) (2.5)

Liczac kumulanty ze wzoru (1.32), znajdujemy wartosé¢ srednia i dyspersje

Ki=m = N L = Np (2.6)
L+p(e—1)|,_,
ke =02 = Np(1—p). (2.7)

2.2 Btladzenie przypadkowe

Szczegdlnym przypadkiem rozkltadu dwumianowego jest rozklad opisujacy jednowy-
miarowe bladzenie przypadkowe z réwnymi prawdopodobienstwami ruchu w prawo i
w lewo, p = q = 1/2,

1 (N
Py(n,1/2) = 2N<n> . (2.8)
Wartosé érednia i dyspersja w tym przypadku to
N N
pmn) =<, a?(n) = ik (2.9)

Sumaryczne przesuniecie r z punktu startowego po N krokach jest zmienng losowa
réwna

r=n—(N-n)=2n-N. (2.10)

o zakresie —N < r < N. Zauwazmy, ze 7 i N sa obie parzyste lub nieparzyste.

14



Rozklad prawdopodobienstwa r otrzymujemy z rozkladu (2.8) wyliczajac n =
(N +1)/2 z (2.10) i podstawiajac do (2.8),

1 N!
Pr(r) = 2N (N =1)/2/ (N +r)/2)l (2.11)

Wartosc érednia i dyspersja sumarycznego przesuniecia to odpowiednio

wui(r) =0, o?(r)=N. (2.12)

2.3 Rozklad Poissona

Dla duzej liczby préb N i matego prawdopodbienstwa pojedynczego sukcesu rozktad
dwumianowy przechodzi w rozktad Poissona w nastepujacej granicy

N — oo, p—0, Np = pu = const. (2.13)

Podstawiajac p = u/N do (2.1), otrzymujemy

P (n ) = (8) (-%)

- <N]i!n>! N7 (1 —1u/N)” @') (1 B fé)N

N(N—-1)...(N=n+1) <w) (1_M)N

(N —p)n n! N
_0-w). (-2 (“n> (1—“>N (2.14)
(1-&)" n! N '
Wykonajac granice N — oo przy ustalonej liczbie sukceséw n, znajdujemy
N n
: 1% preo p uro
lim P —)==1 1——=) ==e*. 2.1
Ngnoo N<n,N) n! Ngnoo< N) n!e ( 5)
Stad rozklad Poissona zmiennej losowej n =0,1,2,...
Mn
P(n,p) = —e " (2.16)
n!

15



Jest to rozktad unormowany do jedynki
00 o “n
— o H P amHel —
D Pmp) =e Y Too=etel = 1. (2.17)
n=0 n=0

Policzmy funkcje charakterystyczna

Z ’k"P (nyp) = e * Z n/'L) = e H exp{e“ﬂu}
= exp{u(e* —1)}. (2.18)
Stad funkcjonal generujacy dla kumulant
ik — (ik)™
InGk) = p(e™—1) = mZ:1 M (2.19)

Widzimy, ze wszystkie kumulanty sa identyczne i réwne wartosci $redniej

220)

Stad warto$¢ srednia i wariancja rozktadu Poissona sa sobie réwne

o = (n) = u. (2.21)

2.4 Rozklad Gaussa

Rozklad Gaussa jest okreslony dla zmiennej losowej X o wartodciach rzeczywistych
x € (—00,00):

1 270 2
_ —(z—p)*/20 2.22
pa) = 222

Normalizacja jest tak dobrana, ze rozktad jest unormowany do jedynki

/ dep(z) = 1. (2.23)

Liczgc funkcje charakterystyczna otrzymujemy
oo
ikx ik —lU
Gk) = /e P(x)dx = ™' 2

— 00

2k.2

(2.24)

16



Stad funkcjonal generujacy dla kumulant

1 ik)?
InG(k) = iku — 50214:2 = tkp+ (22') o2 (2.25)

Wykorzystujac definicje (1.31), znajdujemy rézne od zera tylko dwie pierwsze kumu-

lanty

K1 = W, Ky = 0, Kigs2 = 0. (2.26)

Z relacji (1.33) wynika, ze 1 to wartoéé érednia, a 02 to wariancja zmiennej losowej
X. Wielko$¢ o = Vo2 to dyspersja, ktora okresla szerokos$é rozkladu Gaussa.

2.5 Rozklad Poissona a rozklad Gaussa

Dla duzych wartosci parametru p > 1, rozktad Poissona,

Pln,p) = Eret, (2.27)

dazy do rozktadu Gaussa dla wartosci zmiennej losowych n bliskich u, n =~ u. Korzy-
stajac ze wzoru Stirlinga dla duzych n

n! =~ n" e "V2mn, (2.28)
zapiszemy wzér (2.27) w postaci

1 erhpmne 1
P(”a /’L) ~ \/% enlnn—n - 27_[.”6” ot ninlu/n) ’ (229)

Dla wartosci n ~ p mozemy rozwinaé

In(u/n) = (14 (u/n 1)) = (ufn—1) = Su/n—12.  (2.30)

Stad otrzymujemy

1 —(n— n
P(n,p) ~ \/ﬁe (n=p)?/(2n) (2.31)

Wykorzystujac nastepnie warunek n = u, znajdujemy rozklad Gaussa,

1
V2T

P(n,p) ~ e (=) (m) (2.32)

o wartosci sredniej p i szerokosci /1

17



2.6 Bladzenie przypadkowe a rozklad Gaussa

Dla duzej liczby krokéw N, rozklad (2.11) bladzenia przypadkowego jest bliski roz-
ktadowi Gaussa. Korzystajac ze wzoru Stirlinga (2.28) znajdujemy

1 N!
PO = N = v+ /)
NN 2rN

~ (N — r)N=1)/2 (N + 7r)N+1)/2 /72N — 1) (N + 1) (2.33)

Porzadkujac to wyrazenie otrzymujemy

2 1
Pr(r) =~ \/ TN = r2/NT) (1= /N 2 (1 £ 7 /N2 (2:34)

2 N—r
- \/ﬂ'N(l —r2/N?) P {_2 In(l —r/N) =

Wykorzystujac przyblizenie In(1 + z) = x — 22/2 dla 2 < 1 dostajemy dla r < n

N+r

In(1 +r/N)}

Per) ~ | 2 el N (oo ) N
N N P 2 N 2N? 2 \N  2N?
1 r2
~ 2 _r 2.
mexp{ QN} (2.35)

OtrzymaliSmy w ten sposéb rozklad proporcjonalny (z czynnikiem 2) do rozkladu
Gaussa o wartoéci $redniej i dyspersji

ur(r) =0, o?(r)=N. (2.36)

18



Rozdziatl 3

Momenty i kumulanty
faktorialne

3.1 Funkcja tworzgca

Rozklady prawdopodobieristwa P(n) zmiennej dyskretnej n mozna generowaé przy
pomocy funkcji tworzacej

Z(x) = i x" P(n) (3.1)
n=0

Zakladajac, ze jest to szereg zbiezny w zmiennej x w pewnym przedziale zbieznosci o
promieniu R > 1 wokét = 0 widzimy, ze P(n) sa proporcjonalne do wspolczynnikéw
rozwiniecia funkcji tworzacej w szereg Taylora. Stad

1d*Z
P(n) = n! dzn

(3.2)

=0

Warunek unormowania prawdopodobienstwa to
o0
Z(1)=> P(n)=1 (3.3)
n=0

Przyktadowo, dla prawdopodobienistwa Poissona

n

wro
Pln, ) = et (3.4)
znajdujemy
Z(l‘) — Z " M' iy T Z (xT/j') — eu(x—l) (35)
n=0 n=0 ’



3.2 Momenty i kumulanty faktorialne

Zdefiniujmy nowa funkcje
F(z)=InZ(x) (3.6)

Zauwazmy, ze

F(1)=0 (3.7)
Rozwinmy wiec te funkcje w szereg Taylora wokét x =1

oo

Cn
— (x—1)" .
n; ;" (z (3.8)
Wspdlezynniki rozwiniecia dla n > 1
d"F(z)
o = 3.9
c e (3.9)

z=1

nazywamy kumulantami faktorialnymi lub korelacjami rozkladu prawdopodo-
biefistwa P(n),

Dla rozkladu Poissona otrzymujemy z réwnania (3.5)
F(z)=p(x—-1), (3.10)
w wiec tylko pierwszy wspoétczynnik jest rézny od zera
c1=u, cn>2 =0. (3.11)
Przypomnijmy, ze normalne kumulanty dla rozkladu Poissona to
K = " (3.12)
natomiast dla rozkladu Gaussa jedyne niezerowe kumulanty to
K1 =i, Ky = 02 (3.13)

Tak wiec kumulanty faktorialne c; pelnia dla rozkladu Poissona taka sama role jaka
pelnia normalne kumulanty x; dla rozkladu Gaussa. Oba rodzaje kumulant pozwa-
laja scharakteryzowaé te rozklady jako rozktady graniczne z punktu widzenia innych
rozktaddéw.

Moment faktorialny k—tego rzedu rozkladu prawdopodobieristwa P(n) to
o
=Y n(n—1)...(n—k+1)P(n) (3.14)
n=k
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gdzie k = 1,2,.... Dla k = 1 otrzymujemy warto$¢ $rednia

ny, = ZnP(n) =N (3.15)

Natomiast dla k = 2 mamy

o0

Z n(n —1) (3.16)

Momenty faktorialne mozna generowaé przy pomocy funkcji tworzacej Z(x) poprzez
kolejne rézniczkowania po zmiennej x

d*Z(z)

(n)y, = “dk (3.17)

r=1

Otrzymujemy wiec je ze wspélczynnikéw rozwiniecia Taylora Z(z) wokét x = 1,

> 1 dkz
Z(z):Z——k
k:ok! dx o=1

(z — 1) i<k; (x—1)F (3.18)

gdzie dodatkowo zdefiniowalismy (n), = 1. Dla rozktadu Poissona znajdujemy

0ok
o p
Z(z)=etl) =3 = 1) (3.19)
k=0
i stad
(n)y, = p* =n" (3:20)

Momenty faktorialne (n), sa powiazane z korelacjami c,. Dla kolejnych wspol-
czynnikéw otrzymujemy, wykorzystujac warunek Z(1) = 1,

dlnZ 1dz
_ ldz) 21
diU 1 Z dx 1 <n>1 (3 )

1 (dZ) N 1d%Z
Co = —_ — RN —
2 dx 7 dx? -
2 (dZ>3 3 dZ d*Z N 1d3Z
Cq = —_— —_— —_——_——— —_——
3 73 \ dx 72 dx dx? 7 dx3

Zwiazek pomiedzy kumulantami faktorialnymi, a momentami faktorialnymi jest taki
sam jak zwiazek pomiedzy kumulantami, a momentami rozktadu, réwnanie (1.33).

Ccl =

= (n), — <”>%

= <”>3 —3(n)y(n)y +2 <”>:1))

r=1
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Rozdziat 4

Rozklady wielu zmiennych
losowych

Dla wielu zmiennych losowych Xi, Xo, ..., X, definiuje sie¢ lgczny rozklad gestosci
prawdopodobienstwa,
Py(z1, 2, ..., x,) =0, (4.1)

ze przyjmuja one wartosci odpowiednio z przedzialéw (z;, x; + dz;). Rozklad ten jest
unormowany do jedynki.

/Pn(asl, ceyxp)dxy ... dx, = 1. (4.2)

Calkujac po k < n zmiennych otrzymuje sie rozkiady brzegowe

Po(x1, ... xm) = /Pn(xl, ey Ty Tty - e 5 Tp) ATypg] - .. ATy, (4.3)

Jezeli zmienne losowe X; sa niezalezne to rozklad (4.1) jest iloczynem rozkladéw
prawdopodobienstwa poszczegdlnych zmiennych losowych

Polz1, T2, ... 2n) = [ PP (%) (4.4)
i=1

4.1 Momenty

Dla rozktadéw wielu zmiennych losowych funkcja charakterystyczna to transformata
Fouriera

Gk, k) = /e@'<’w+~-+knxn> Pu(z1s. .. xp) doy...den.  (45)
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Jesli zmienne losowe sa niezalezne to z (4.4) wynika wzér
n .
Gnlki,....ka) = ] G?(k:), (4.6)
i=1

gdzie G (k;) to funkcje charakterystyczne rozktadéw pojedynczej zmiennej.
Momenty wielowymiarowego rozktadu

(X7 X)) = /m’lm sz Pp(xy, .o x) day . day, . (4.7)

sg generowane przez rozwiniecie funkcji charakterystycznej w szereg Taylora

> (tky)™ ... (Gkn)™ | o
Gn(ki, ... kn) = XX (4.8
| R Ay st s
gdzie sumujemy po wszystkich ciagach n-wyrazowych (mq,...,my,).

4.2 Kumulanty

Wielowymiarowe kumulanty ((X7™ ... X]")) definiujemy poprzez rozwiniecie w sze-
reg Taylora logarytmu funkcji charakterystycznej (4.8):

> (iky)™ ... (ikp) ™ m m
nGulhr ) = Z) g x| 9
mi...Mmyp) =
gdzie z sumowania wytaczony jest czton z m; = ... =m, =0.

Wazna kumulanta jest (n x n) wymiarowa macierz kowariancji
((Xi X)) = ((Xi = (X)) (X; = (X)) = (X Xj) — (Xi) (Xj) - (4.10)
Diagonalne elementy tej macierzy to wariancje poszczegdlnych zmiennych losowych,
o} = ((X2)) = (X7) — ((X3))*, (4.11)
natomiast elementy pozadiagonalne to kowariancje.

Coviy; = <<Xz Xj>>, 1 75 ] . (4.12)
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Wspotczynniki korelacji to

((Xi X;))
= . (4.13)
’ X

Rozwazmy przypadek n = 2 ze zmiennymi losowymi X; i X5. Zmienne sa staty-
stycznie niezalezne jesli spetniony jest ktérys sposréd ponizszych warunkéw. Implikuje
on wtedy pozostale.

o wszystkie momenty faktoryzuja sie:
(X7 X5") = (X" (X5")
o funkcja charakterystyczna faktoryzuje sie:

G(kl, /{22) = Gl(kl)GQ(kQ)

e kumulanty znikaja:

(X7 X5"™) =0, jesli my,mg #0.

Stabszym warunkiem od statystycznej niezaleznosci jest brak korelacji, co wyraza sie
znikaniem kowariancji

(X1 Xa)) = 0. (4.14)

4.3 Wielowymiarowy rozktad Gaussa

Wprowadzajac notacje wektorowa x = (x1,x2, . .., T,) wielowymiarowy rozktad Gaus-
sa jest okreslony przez wzor

P,(x) = C exp {—%XTAX + bTX} (4.15)

gdzie A = AT jest dodatnio okreslong macierzq symetryczng o wymiarze (n x n), na-
tomiast b jest stalym wektorem n-wymiarowym. Stata C jest tak dobrana by rozktad
P(x) byl unormowany do jedynki

/ d"x Po(x) = 1. (4.16)
gdzie d"x = dx1 dxs ... dx,. Tak wiec nalezy policzy¢

ol = /d”x exp {—%XTAX + bTx} . (4.17)
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4.4 Stala normalizacyjna

7 symetrycznosci macierzy A wynika, ze istnieje macierz ortogonalna O, diagonali-
zujaca A
A = diag(A, A2, ..., \) = OTAO. (4.18)

7 dodatniej okreélonosci A wynika, ze wartoéci wlasne \; > 0. Ponadto

1 1 1

A7 = diag (—, —, ..., —
lag<>\17A27 ’)\n

> = o 'A 10"t = oTA'O, (4.19)

gdyz wlasnosé ortogonalnoéci macierzy O prowadzi do O~! = OT.

Wykonujac wiec transformacje x = Oy we wzorze (4.17), dostajemy

cl= /d"y exp {—% TAy + (OTb)Ty}

=1 [ v oo {~3ri02 +¥ui} (420)
=1

—00

gdzie wprowadzilismy oznaczenie b, = (b’); = (O?b);. Wyktadnik eksponenty mozna
zapisa¢ w nastepujacej formie

Ai (o b; Ai AN
RS TS B R P i 4.21
2 (yz y) (y )\i> - 2 (4.21)

Zmieniajac wiec zmienne
Ai b
v =% (yz- - ) : (4.22)

i pamietajac, ze

/ dre ™ = /7, (4.23)

znajdujemy

(2m)™ 1 < b2
Voo, P 32 [ (4.24)



Tloczyn wartosci wlasnych jest rowny wyznacznikowi macierzy A, stad
AM... Ay = det A = det A (det 0)? = det A.. (4.25)

gdyz det O = 1. Korzystajac z wzoru (4.19) mozemy zapisa¢ sume z eksponenty we
wzorze (4.24) w postaci:

ZT = ®)'A'D =bT(0OATOT)b = bTA D (4.26)

Ostatecznie otrzymujemy

(2m)"

ol =
det A

exp{3 b”A"'b} (4.27)

i stata normalizacyjna rozkladu Gaussa wynosi

o |detA exp{—L bTA'b} (4.28)
(2m)"

laczac wzér (4.19) z wynikiem (4.27), otrzymujemy przy tej okazji nastepujacy
wazny wzor

2 n
/d”x exp {—%XTAX + bTx} = ((ie:zéx exp{3 bTA"'b} (4.29)

4.5 Funkcja charakterystyczna rozktadu Gaussa

Obliczmy funkcje charakterystyczng rozkladu Gaussa (4.15)

Gn(k) = /an kX p (x)

=C / d"x exp {—%XTAX + (b+ ik)Tx}

=Cy/ éze:i: exp{3 (b +ik)" A7 (b +ik)}. (4.30)

Stad po podstawieniu wartosci stalej normalizacyjnej, znajdujemy

Gu(k) = exp{—1kTA'k + ik A" 'b} (4.31)

26



Logarytm funkcji korelacji to
InG,(k)=-3k"A 'k + ik"TA™'b

n

= Zn: WQ(ZICJ) (A_l)ij + Z(iki)(A_1b>i- (4.32)
ij=1 =1

Stad jedynie niezerowe kumulanty to wartosci érednie
(Xi) = ((X3)) = (A7 b); (4.33)

oraz macierz kowariancji

(XiX;)) = (A1) (4.34)

Rozklad Gaussa jest wiec catkowicie okreslony przez wartosci érednie i macierz kowa-
riancji zmiennych.

Jezeli zmienne losowe nie sg skorelowane, tzn. ((X;X;)) ~ &;;, to macierz A~*
jest diagonalna, a zatem i A jest diagonalna. Wtedy wielowymiarowy rozktad Gaussa
faktoryzuje sie co oznacza, ze zmienne losowe sg statystycznie niezalezne. Tak wiec
dla rozktadu Gaussa brak korelacji oznacza niezalezno$¢ statystyczna. Niezaleznosé
ta mozna zawsze uzyskaé¢ dokonujac liniowej transformacji zmiennych (4.22).

4.6 Twierdzenie Wicka

Rozwazmy rozktad Gaussa z b = 0:
P,(x) = C exp{—%xTA x} , (4.35)

co oznacza, ze wartos¢ érednia kazdej zmiennej losowej jest réwna zeru. Wtedy za-
chodzi
(XiX;) = (XiX;) = (A7), (4.36)

a funkcja charakterystyczna to

= H exp {—% (A_l)ij k; k‘j} . (4'37)



Rozwijajac eksponente w szereg Taylora, znajdujemy

G-I 3 o (W <X2-Xj>)m

1,7=1 m=0 '

11 (1 + W<Xixj> + ) . (4.38)

ij=1

W sumie wystepuje tylko parzysta liczba czynnikéw (ik;). Oznacza to, ze rézne od
zera sa tylko momenty z parzysta liczba (mi + ... 4+ my,) we wzorze

Gy = S R )T ey (4.39)

(M. ) =0 (m)! ... (my)!

Interesuja nas momenty z m; < 1,
(Xiy Xy .. Xigy) (4.40)
w ktorych liczba sktadnikéw jest parzysta, a wskazniki réznia sie¢ miedzy soba
1 <ig <...<i9. (4.41)

Wtedy wyrazenia reprezentowane przez kropki w (4.38) nie daja wkladu do momen-
téw. Poréwnujac prawe strony wyrazen (4.39) i (4.38), otrzymujemy

(Xiy Xiy - Xigy) = DX Xj) (X Xi) - (Xon Xin) (4.42)

gdzie sumowujemy po wszystkich podzialach ciagu (iy,1s,...42;) na uporzadkowane
pary. Liczba takich podzialéw to

(2k—1)(2k—3)...3.1 = (22,2: . (4.43)

Czynnik 1/2 ze wzoru (4.38) nie pojawia sie po prawej stronie (4.42), gdyz kazda para
wskaznikéw wystepuje dwukrotnie w iloczynie w tym wzorze.

Przyktadowo, dla k = 2 znajdujemy
<X1 X2 X3X4> = <X1 X2> <X3 X4> + <X1 X3> <X2 X4> + <X1 X4> <X2 X3> .
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4.7 Centralne twierdzenie graniczne

Rozwazmy n niezaleznych zmiennych losowych Xi, Xs, ..., X,, posiadajacych takg
samq warto$é érednia p i wariancje o2. Poza tym ich indywidualne rozklady praw-
dopodobienstwa sg dowolne. Centralne twierdzenie graniczne orzeka, ze dla n — oo,

zmienna losowa
Xi+Xo+ ...+ X, —nu

ay/n

jest opisywana rozkladem Gaussa z wartoscig érednia (Y') = 0 i wariancjg o2 = 1.

Y = (4.44)

Dowéd przeprowadzimy definiujac nowe zmienne losowe X; = X; — 1, dla ktérych
warto$¢ érednia (X;) = 0. Nie wplywa to na wariancje, gdyz dla nowej zmiennej mamy

2
o2 = (Xi) = ((Xi—p)?) = o*. (4.45)
Funkcja charakterystyczna zmiennej Y to

G(k) = / @+ +T0) [(ovi) pO) () PO (7)) dz ... dE,

noo 2 " 1
=1

W granicy duzych n otrzymaliSmy funkcje charakterystyczna rozkladu Gaussa (2.24)
o zerowej wartosci $redniej i wariancji o2 = 1. Zaniedbane wyrazy w nawiasie sa co
najmniej rzedu 1/n? i moga byé pominiete w rozwazanej granicy.
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Rozdziat 5

Procesy stochastyczne

5.1 Definicja

Funkcja losowa Y to odwzorowanie liczb rzeczywistych w zbiér zmiennych losowych
Y: t = Y(t). (5.1)

W zaleznodci od tego jaka zmienng jest ¢, funkcje losowa nazywamy

o procesem stochastycznym gdy t € [0, c0),
o lanicuchem stochastycznym, gdy t € Z,
o polem stochastycznym jesli t € RP.

Proces stochastyczny jest calkowicie okreslony poprzez zbiér lgcznych (gestosci)
prawdopodobierstw dla dowolnych chwil #;:

Po(yi,t1s o5 Ynotn) s n=12,.... (5.2)

W przypadku ciaglych wartosci zmiennych losowych, wielkos¢
Po(yistis oo 5 Ynotn) dyndya - .. dyn (5.3)
okresla prawdopodobienstwo, ze zmienne losowe Y;(t;) przyjmuja wartosci z przedzia-

16w, odpowiednio, (y;, y; + dy;). Zbior lacznych (gestosci) prawdopodbieristw nazywa-
my hierarchig.
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Znajomos¢ hierarchii pozwala policzy¢ kazda $rednia, na przyklad

(Y (t1)...Y(tn)) = /yl...ynPn(yl,tl;...;yn,tn) dyr .. dyn.  (5.4)

Hierarchia (5.2) spelnia cztery podstawowe warunki zgodnosci:

P, 20

P, nie zmienia si¢ przy zamianie dwoch par (yg,tr) i (yi,t;)

JPa(yistis oo Ynstn) dyn = Poo1(yi,tis oo Yoty tn1)

J Py, th) dyr =1

Kolmogorow udowodnil, ze kazdy uklad funkcji spelniajacych te cztery wlasnosci
wyznacza pewien proces stochastyczny Y ().

Proces stochastyczny jest stacjonarny jesli wszystkie P, zaleza jedynie od réznic
czasow:

Palyiti 475 ynta+7) = Palyitis 5 ynita) | (5.5)
Dla rozktadu P; zachodzi wtedy

Pi(yi,t1+7) = Pi(y1, 1) - (5.6)

Tak wiec, warunkiem koniecznym, ale niewystarczajacym by proces byl stacjonarny
jest by P; nie zalezato od czasu.

5.2 Prawdopodobienstwo warunkowe

Prawdopodobienstwo warunkowe zdefiniowane ponizej

Pa(ya,ta; y1,t1)
Pi(y1,t1)

Pyi(y2,t2[y1,t1) = (5.7)

okresla prawdopodobienstwo ze dla to zmienna losowa Y (t2) = y2 pod warunkiem, ze
dla ¢; zmienna losowa przyjmuje warto$¢ Y (¢1) = y;. Prawdopodobienstwo warunko-
we jest nieujemne i unormowane

/dy2 Pri(ye,ta|yr,th) = 1 (5.8)
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Ogodlnie, ustalajac wartosci zmiennej losowej Y (¢) w k zadanych chwilach, pytaamy
jakie jest prawdopodobienstwo przyjecia okreslonych warto$ci w [ innych chwilach.
Wprowadzajac oznaczenie

k= (yk,tx) (5.9)

otrzymujemy nastepujacy wzér na prawdopodbienstwo warunkowe

o Pk+l(k+l...k+1,k‘...1)

Pupk+1...k+1k... 1 5.10
Warunek unormowania przyjmuje teraz postaé
/dyk+l...dyk+1Pl|k(k+l k1. 1) = 1. (5.11)

Dodajmy, ze uporzadkowanie czasowe nie odgrywa roli w podanych definicjach, ze
wzgledu na wlasnosé (ii) hierarchii.

5.3 Procesy Markowa

Jest to proces stochastyczny o wlasnosci takiej, ze dla kazdego zbioru kolejnych chwil
th > ... > 13 > 1 (5.12)

zachodzi nastepujacy warunek dla prawdopodobienstwa warunkowego

Prjn—1)Unstn | Yn—1,tn-1;-- 591, t1) = Pin(Un, tn | Yn—1,tn—1) (5.13)

Tym samym rozklad Py|,,—1) zalezy tylko od chwili ¢,,_1 i zadna informacja o chwilach
wczesniejszych nie ma na niego wplywu.

Wielkos¢ Py nazywamy prawdopodobieristwem przejscia. Wprowadzajac oznacz-
nie k = (yx, tx), zapiszemy warunek Markowa w postaci

Proces Markowa jest okreslony przez prawdopodobientwo jednoczastkowe P; oraz
prawdopodobienstwo przejscia Pyj;. Na ich podstawie mozna odtworzy¢ cala
hierarchie prawdopodobienstw.

Na przyktad, dla rozktadu dwuczastkowego z to > t; otrzymujemy ze definicji
prawdopodobienstwa warunkowego

Py (2,1) = Pji(2]1) A(1). (5.15)
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Podobnie, dla rozkladu tréjczastkowego z t3 > to > t;, korzystajac dodatkowo z
definicji procesow Markowa, mamy

P3(3,2,1) = Pip(3]2,1) Pa(2,1) = Pyp(3]2) Pip(2]1) Pi(1). (5.16)

Powyzsze rownania stuza do wyprowadzenia podstawowych rownan jakie musza spet-
nia¢ Py i Py; w procesach Markowa.

5.4 Roéwnanie Chapmana-Kolmogorowa-Smoluchowskie-
go

Calkujac obie strony réwnania (5.15) po y; znajdujemy warunek dla prawdopodo-
bienstwa jednoczastkowego

Pi(yo.ts) = / dy1 Py (yauta |y, 1) Pulys,th) (5.17)

Zapisujac to réwnanie dla t; = t9 otrzymujemy dodatkowy warunek

Pyi(y2,t1 |1, t1) = 0(y2 — 1) - (5.18)

Calkujac obie strony réwnania (5.16) po yo otrzymujemy

Py(ys,t3; y1,t1) = Pl(yl,tl)/dw Pr1(ys, ta | ya. t2) Pip(yz,t2|y1,ta) -

Dzielac obie strony przez Pj(y1,t1), a nastepnie korzystajac z definicji prawdopodo-
bienstwa warunkowego (5.7), otrzymujemy réwnania Chapmana—Kolmogorowa—Smo-
luchowskiego dla prawdopodobienstw przejscia

Pyi(ys, tsly,t1) = /dyz Pr1(yssts |y, ta) Pri(ye,t2 | y1,t1) (5.19)

Kazde dwie nieujemne funkcje Py i Py); spetniajace réwnania (5.17) i (5.19) definiuja
jednoznacznie proces Markowa.

33



5.5 Stacjonarny proces Markowa

Definiuje sie stacjonarne procesy Markowa, dla ktorych P nie zalezy od czasu, nato-
miast Py, zalezy od czaséw poprzez ich réznice

Pi(y2,talyi t1) = Pryi(y2 lyiste — 1) (5.20)

Wtedy funkcje hierarchii (5.2) spelniaja warunek stacjonarnosci (5.5).
Na przyklad, dla funkcji dwuczastkowej zachodzi
Py, to+ 7|yt +7) = P2 [yiste —t1) = Pip(yest2|v1,t1)

Warunki konsystencji przyjmuja teraz postac

Pyu(ys |y 7 +7) = / dys Puyy(ys | y2:7) Puy (2 | s ) (5.21)

Pi(y) = [ dyn P 2s7) Pa(on) (522
W dalszych rozwazaniach przyjmiemy oznaczenie

P2 lyis7) = Pry2 | v1) - (5.23)

W dalszej czesci rozdziatu podamy przyktady kilku proceséw Markowa.

5.6 Proces dwudzielny — losowego telegrafu

Jest to proces, w ktérym zmienna losowa przyjmuje wartosci y € {—1, 1}, natomiast
prawdopodobienstwo przejicia jest jednorodne w czasie i zadane przez

Py tly t) = H1+e 207} 5,, + {1 —e 270 5, yn (5.24)
Ponadto prawdopodbienstwo jednoczastkowe jest niezalezne od czasu i rowne
Pi(1,t) = P(-1,t) = L. (5.25)

Otrzymujemy wiec proces stacjonarny.
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Mozemy wtedy uzy¢ oznaczen z poprzedniego rozdziatu i zapisa¢ prawdpodobien-
stwa przejécia miedzy poszczegdlnymi stanami w nastepujacej postaci

Pr(11) = P(=1] = 1) = 3{1+e*7}

P(-11) = P(1] - 1) = ${1— 7?7}

Latwo sprawdzi¢ warunki unormowania sumy prawdopodobienstw przejscia z danego
stanu poczatkowego do dowolnego stanu koncowego

P(1]1) + P(—=1]1) = P-(1| = 1) + P(=1|—1) = 1. (5.26)

Podobnie, spelione sa réwnania Chapmana-Kolmogorowa-Smoluchowskiego, np. dla
stanéw y3 = y1 = 1 zachodzi

Pry(11) = Po(1] = 1) Po(=1]1) + P (1]1) Po(1]1)
=Hl-e?}l-e 2} + Hi4+e 2 Hl+e 27}
= L1 e 270}, (5.27)

Podobnie dlo pozostalych konfiguracji stanéw. Ponadto, spelnione jest réwnanie (5.17).
Na przyklad

Pi(1,t) = P(11) P1(1,0) + F(1[ — 1) P1(—1,0)
=i{l+e?}+ {{1-e?} =3 (5.28)
i podobnie dla
Pi(=1,t) = P,(=1]1) P1(1,0) + P(=1| — 1) P1(—-1,0)
=i{l-e} + {l+e ¥} =3 (5.29)

Prawdopodbienstwa jednoczastkowe nie zmieniaja sie zatem z czasem.

5.7 Proces Poissona

W procesie tym zmienna losowa przyjmuje wartosci dyskretne n = 0,1,2,.... Praw-
dopodobienstwo przejécia dla chwil to > t; > 0 oraz no > nq to

(tQ - tl)n2_n1 ef(t27t1) i

Pyy(ng, ta|n1,th) = E—

(5.30)

Dodatkowo, w chwili poczatkowej prawdopodobienstwo jednoczastkowe jest zadane
przez

Pl(n, O) = 5n0 i (531)
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Stad wzoér na prawdopodobienstwo jednoczastkowe w dowolnej chwili czasu zgodny z
relacja (5.17)

> Pyji(n,t|m,0) Pi(m,0) = Py(n,t]0,0) = ﬁfe‘f = Pi(n,t). (5.32)

Proces Poissona nie jest stacjonarny, gdyz prawdpodobienstwo jednoczastkowe
(5.32) zalezy od czasu. P;(n,t) opisuje rozklad prawdopodobienistwa liczby znakéw
punktowych wygenerowanych w przedziale czasowym [0, ¢].

Udowodnijmy jeszcze, ze spelnione jest réwnanie Chapmana-Kolmogorowa. Dla
tg >ty > t1 > 0 oraz n3 = ng > ny zachodzi

n3

Pyi(ns, ts|ni,t1) = > Pii(ns, ts|ng, ta) Pip(na, ta | ny,t1)

n2=ni

na>ni (’ng — TLQ)! (ng — nl)!
_ (t3—ty)"s el (h-h)"2 (n3 —m)! (5.33)
(tg — tl)nl (ng — nl)' t3 — to (n3 — ng)' (TIQ — nl)' )

ng=ni

Wyrazenie z suma po zmianie wskaznika na ny, = ng — nq to

(

n’:O t3 *tg ng —ni *né)'(nlz)'

(tg—t1>n1 n3 U ng —ni (tg—tl)n,?
t3—t2 =0 n’2 t3—t2
=
(t2—t1> ( n tz—t1)"3_”1 _ (b-h)m (tg—t1>"3_m
ts — to ts — to -\t —to ts — to

to —t1)™
t3 — tg)™2

(t3 _ t1>n3_n1

_ (=)™
 (t3—ta)2
Podstawiajac do wzoru (5.32) otrzymamy oczekiwany wynik

Py(ns, ts|ny,ty) = w o (ta—t1) (5.34)
| ’ ’ (n3g —mny)! '
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Wzér (5.17) mozna udowodni¢ korzystajac z relacji Pi(n,t) = Py(n,t]0,0) i réw-
nania Chapmana-Kolmogorowa:

Py(na, ta) = Pij1(n2,t2]0,0) = > Pyji(na,ta | na,t1) Pryi(na, t1]0,0)

ni

:ZP1|1(”27152\ﬂ17t1)P1(n17t1)- (5.35)

ni

5.8 Proces Ornsteina-Uhlenbecka

Jest to proces stacjonarny zdefiniowany zdefiniowany dla zmiennej losowej przyjmu-
jacej wartodci rzeczywiste, —oo < y < 00, poprzez

Pi(y) = jﬁ exp { ~1y?} (5.36)
— e T 2
Prya|y1) = M exp {_w} : (5.37)

Sprawdzimy, ze spetnione jest réwnanie Chapmana-Kotomogorowa. Wprowadza-
jac oznaczenie: A, = 1 — ™27, otrzymujemy

o0
Prsclyslin) = [ dys Poys | 2) Pr(a 1)
—00

_ 1 r (y3—12e™ ™) (y2—yre ")
= /@A A, / dy: eXp{ oA, 2, (5.38)

o0

Wyktadnik w eksponcie mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob

Aryr s (ys—yre 7))
o { Ar Ay (3/2 - a) - 208747

gdzie a jest wyrazeniem niezaleznym od yo. Caltkujac po tej zmiennej w réwnaniu
(5.38) zgodnie ze wzorem
oo
2
/dye_Ay2/2 ==, (5.39)
—00
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otrzymujemy oczekiwany wynik

1 I AT AT/ exp  — (ys — yle*(TJrT/))Q
(27[')2A7-/ AT AT+T’ 2AT+T’

P-r'+7(3/3 | yl) =

1 _ —(T+7")\2
= exp {— (ys yle_Q(T_H_,)) } (5.40)
\/27r(1 _ 672(r+1—’)) 2(1—e )
Roéwnanie konsystencji (5.17) jest réwniez spelnione na mocy zwiazku
Pi(y) = lim Pr(y|uy) (5.41)

i réwnania Chapmana-Kotomogorowa-Smoluchowskiego, w ktérym wykonujemy po-
WYyzszg granice.

Wartoé¢ srednia dla procesu Ornsteina-Uhlenbecka jest réwna zeru

(Y(e) = [yPiwdy = 0. (542)

natomiast dwupunktowa funkcja autokorelacji to

K(T) = <Y(t+T)Y(t)>:/y1y2 Py(y2,t 4+ 75 y1,t) dyrdys

— / y1yo Pr(yal 1) PLyr) dyrdyn = 7. (5.43)

Twierdzenie Dooba orzeka, ze jest to jedyny proces Markowa, ktéry jest stacjonarny
i gausowski.

5.9 Proces Wienera

Bardzo waznym procesem Markowa jest proces Wienera, w ktérym zmienna losowa
przyjmuje wartosci rzeczywiste —oo < y < oo. Opisuje on losowe polozenie czastki
Browna, co pokazemy w jednym z dalszych rodziatow.

Prawdopodobienstwo przejscia jest zdefiniowane dla to > t; wzorem:

_ 1 (y2 —11)?
Pi(y2,t2 |y, th) = 7l =) exp{ 2o —t) [ (5.44)
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Dodatkowo zakladamy, ze dla t = 0 prawdopodobienstwo jednoczastkowe

Pi(y,0) = 6(y).- (5.45)
Wtedy z réwnania (5.17) wynika
2
Py t) = —— expd L\ (5.46)
V2t 2t

Tak wiec proces Wienera nie jest procesem stacjonarnym ze wzgledu na zaleznosé
P; od czasu.

Wartos¢ srednia dla procesu Wienera jest rowna zero

Y(®) = [yPilwtydy =0, (547

natomiast dwupunktowa funkcja korelacji dla czaséow to > t; to

<Y(t1)Y(t2)>:/y1y2 Py(y2,t2; y1,t1) dyrdye

:/y1y2 Prp(y2,t2 [y1, 1) Pr(yn, th) dyady

= tl = min{tl, tg} . (548)

39



Rozdziat 6

Rownanie Master

6.1 Male rdéznice czaséow

Zapiszmy prawdopodobienistwo przejscia w procesie Markowa, Py (y2,t2 |y1,t1), dla
malych wartoéci réznicy czasu to — t1 = dt.

Pamigtajac o warunku (5.18),

Pri(y2, t1 ]y t1) = 6(y2 — 1), (6.1)

zapiszemy z dokladnoscig do cztondéw liniowych w dt:
Py (y,t + 0ty t) ~ 6y —y) Ay, o) + Wi(yly') ot (6.2)

gdzie
Ay, 6t =0)=1. (6.3)

Funkcja Wi(y|y') jest prawdopodobieristwem przejscia na jednostke czasu ze stanu g’
do stanu y w chwili ¢. Dla stacjonarnych proceséw Markowa Wy(y|y') nie zalezy od
czasu.

Calkujac obie strony réwnania (6.2) po y i wykorzystujac warunek unormowania
prawdopodobienstwa przejscia,

/ dy Py (y,t+ 0ty 1) = 1 (6.4)

otrzymujemy
Ay 0t) + 8t [ dyWilyly) =1, (6.5)

40



Stad wynika nastepujace rownanie

A(y,ot) =1 —5t/dth(y|y') =1-dtag(y',t).

Wielkosé
ao(y',t) = /dy Wiy y) (6.6)
jest calkowitym prawdopodobieristwem przejécia na jednostke czasu ze stanu 1y’ do

jakiegokolwiek innego stanu. Stad 1—ag(y/, t) jest prawdopodobieristwem na jednostke
czasu, ze uklad pozostanie w stanie 3.

Ostatecznie, prawdopodobienistwo przejscia (6.2) dla malych czaséw przyjmuje
postaé

Pip(y,t+6t]y',t) ~ 6(y —y') (1 —ao(y',t) 6t) + Wi(y|y') ot (6.7)

6.2 Wyprowadzenie ré6wnania Master

Napiszmy réwnanie Chapmana-Kolmogorowa dla uporzadkowanych chwil czasowych:
t+dt >t > to,

Piji(y,t 4 0t |yo, to) = /dy’Pul(y,H&\y'J) P (Y, t]yo,to) - (6.8)

Po podstawieniu réwnania (6.7) otrzymujemy

Py1(y,t + 6t yo, to) = (1 —ao(y,t) 6t) Pi(y,t]yo,to)
+5t/dy’ Wiy ') Pua(y's t o, to) - (6.9)

stad otrzymujemy

Pl\l(yvt + ot | yOatO) - Pl\l(yat | Yo, to
ot

)
= [y Wity 1) Pt . )
—ao(y,t) Pip(y,t | o, to) (6.10)

Podstawiajac relacje (6.6) w formie

an(st) = [ dy Wity 1) (6:11)
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i wykonujac granice 6t — 0, otrzymujemy réwnanie Master dla prawdopodobien-
stwa przejscia ze stanu yo w chwili ¢y

0
apm(y, t]yo,to) = /dy/ {Wt(y 1Y )Pyt | o, to) — Wiy | y) Prya(ys t ] yo, to)}
(6.12)

Identyczne w formie réwnanie otrzymujemy dla prawdopodobienstwa jedno-
czgstkowego powstalego z usrednienia prawdopodobienstwa przejscia po rozktadzie
jednoczastkowym w chwili poczatkowej to,

Pi(y,t) = /dyo Py (y,t]yo, to) Pi(yo, to) (6.13)

Tak wiec mamy

apla(f’t) = /dy/{Wt(yW') Py’ t) — Wiy |y) Pi(y,t)} (6.14)

Pierwszy wyraz po prawej stronie opisuje zmiane P;(y,t) wynikajaca z przej$é¢ do
stanu y w czasie §t, natomiast drugi wyraz z ujemnym znakiem opisuje analogiczna
zmiane wynikajaca z opuszczenia stanu y. Réwnanie Master jest wiec réwnaniem
bilansu przyj$¢ dla ustalonego stanu.

Zauwazmy, ze calkowite prawdopodobienstwo jednoczastkowe jest zachowane w
czasie

jt/dy Pi(y,t) =0 (6.15)

Rzeczywiscie, catkujac obustronnie réwnanie (6.14) otrzymujemy po prawej stronie
wyrazenie

R=[dy [ (Wil 1) Prs' 1) = Wily' 1) Pio 1)} (6.16)

Zmieniajac zmienne y <> v’ w drugiej calce otrzymujemy identyczne wyrazenie pod-
catkowe jak w pierwszej calce i stad R = 0.
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Rozdziat 7

Stany dyskretne

7.1 Roéwnanie Master

Dla dyskretnychwarto$ciami n zmiennej losowej y, réwnanie Master (6.14) dla praw-
dopodobienistwa jednoczastkowego przyjmuje postaé

dpy, (t)
dt

= Z Wit () P (8) — Wi (8) pu(t) } - (7.1)
n/
Réwnanie to mozna zapisa¢ w formie macierzowej

dp;t(t) = %/: Wnn’(t) pn’(t) ) (72)

gdzie macierz W,,,/ jest zadana wzorem

Won dla n #n
Wi = Wi — (Z Wn”n) Ot = — Z W, dla n=n' (73)

n''#n
Suma wyrazow dowolnej kolumny macierzy W wynosi zero, gdyz zachodzi
S Worg =Won + > Worg ==Y Warg+ Y Wy, =0, (7.4)
n// n//#n n//¢n n//#n

Warunek ten jest konieczny do zachowania catkowitego prawdpodobienstwa w dowol-
nej chwili czasu

G Sal) = 5 W0 (6) = 5 (W () )pr) = 0. (75)

n/
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Podsumowujac, macierz W spelnia dwa warunki

W =0, > Wow =0 (7.6)

Przyktadowo, dla trzech stanéw, n = 1, 2, 3, macierz W ma postaé

—(Way + Way) Wia Wis
W = Wo1 —(W12 + ng) Was . (77)
W3 W —(Whz + Wa3)

Zauwazmy, ze poprzez dodawanie wierszy (lub kolumn) do siebie zawsze mozemy
otrzymaé macierz W z zerowym wierszem (lub kolumna). Oznacza to, ze wyznacznik
macierzy W wynosi zero,

detW =0, (7.8)

gdyz dodawanie wierszy (lub kolumn) macierzy nie zmienia jej wyznacznika. Tym
samym, jedna z wartosci wlasnych macierzy W, spelniajacych réwnanie,

det(W—X-1) =0, (7.9)

jest réwna zeru, A = 0. Jak pokazemy na przykladach, dla niezaleznego od czasu
prawdopodobienistwa przejscia prowadzi ona do stacjonarnego rozwigzania réwnania
Master,
dpa
dt

=0. (7.10)
7.2 Rozwigzanie dla dwéch stanéw
W przypadku dwéch standéw dyskretnych réwnanie Master to
d _
a(pr) _ (—Wa Wi\ (m (7.11)
dt \p2 Wa  —Wia ) \p2
gdzie prawdopodobienstwa przejScia na jednostke czasu W;; > 0. Zakladajac, ze sa
one takze stale w czasie, poszukajmy rozwiazania w postaci

(ﬁ;) =M (ﬁg) (7.12)

Po podstawieniu dostaniemy réwnanie w postaci

—Wa1 — A Wia »}
=0 7.13
( Way —Wia — )\> (P%‘ (7.13)
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Aby istnialy niezerowe rozwigzania wyznacznik powyzszej macierzy musi znikaé
A+ Wor)( A+ Wha) — WiaWa1 = AN+ Wia + Wa1) =0 (7.14)
Stad mozliwe wartosci A:
Ao =0, A =—(Wia+Wa) <0. (7.15)

i ogblne rozwiazanie
pi(t) = pY + e_(W12+W21)tpi1 , (7.16)

gdzie p?’l to wektory wlasne odpowiadajace dwom wartosciom wiasnym. W granicy
t — oo otrzymujemy

. .0
tlg})lopz =p;. (7.17)

Jest to rozwiazanie stacjonarne réwnania Master, gdyz podstawiajac A = 0 do réw-
nania (7.13) dostajemy

—War  Wia Y d (p}
- —0, 7.18
( Wa1 —W12> <p8 dt \ pY (7.18)

Warunek stacjonarnosci rozwiazania mozna wiec zapisa¢ w postaci
W12 pg = W21 p(l] (7.19)
Jest to tzw. warunek réwnowagi szczegéltowej: prawdopodobienstwo populacji
stanu 1 (lewa strona) jest réwne prawdopodobienstwu jego depopulacji (prawa stro-

na). Podobnie, prawdopodobiefistwo populacji stanu 2 (prawa strona) jest réwne
prawdopodobienstwu depopulacji tego stanu (lewa strona).

W przypadku rownych prawdopodobienistw przejsé,
Wiz = Wai, (7.20)

znajdujemy
Mm=rm=3. (7.21)

Odpowiada to przypadkowi uktadu dwustanowemu, ktéry jest izolowany od otoczenia.
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7.3 Rozumowanie Einsteina

Ciekawy jest przypadek, uktadu dwustanowego pozostajacego w réwnowadze termo-
dynamicznej z promieniowanem elektromagnetycznym w temperaturze T'. Prawdopo-
dobienstwa stacjonarne sg dane wtedy rozkladem Boltzmanna,

1
p) = Ee*Ei/T, i=1,2 (7.22)

gdzie
Z=e /T 4 o7 B2/T (7.23)

Warunek réwnowagi szczegélowej (7.19) przyjmuje postaé

W12 e_Ez/T = W21 e_El/T . (7.24)

Zalézmy, ze E1 < Eo. Prawdopodobienstwo przejscia na jednostke czasu pomiedzy
stanami 1 — 2 dane jest wzorem

W21 = A21 I(w) N (7.25)

gdzie As; jest wspblezynnikiem absorbcji fotonu o czestosci w przez uktad dwusta-
nowy (atom dwupoziomowy), natomiast I(w) jest gestoScia promieniowania. Innymi
stowy

energia promieniowania w przedziale (w,w + dw)
V b

I(w)dw = (7.26)
gdzie V jest objetoscia przestrzeni, w ktérej znajduje si¢ promieniowanie. Podobnie,
prawdopodobienstwo na jednostke czasu przejécia 2 — 1 jest dane wzorem

Wis = Ao I(w) + Boy, (7.27)

gdzie Ao to wspoélczynnik emisji wymuszonej fotonu, a dodatkowy wspdtezynnik
Bio to wspdlezynnik emisji spontanicznej. Postawiajac wzory na Wis i Wa do
réwnania réwnowagi szczegblowej (7.24) otrzymujemy

Wiz A I(w) + Biz

— o(E2—E1)/T
= =e¢ . 7.28
Waq Aoy I(w) (7:28)

Zakladajac rowno$é¢ wspdtezynnikéw absorbcji i emisji wymuszonej

Agl = A12 (7.29)
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oraz relacje Einsteina

By —Fy
w = T (7.30)
dostajemy
Bz /T
—— =" -1 7.31
A12 I(w) ( )
co daje wzor na gestos¢ promieniowana
Bia/Ais
Iw)=—F7—. 7.32
() = 2 (7.32)

Zgodnos¢ ze wzorem Plancka na gesto$¢ promieniowania otrzymuje sie dla stosunku

B12 . hw3
A12 71'203 '

(7.33)

Tak wiec przy odpowiednio dobranych wspotczynnikach absorbceji i emisji, uktad
dwupoziomowy pozostaje w stanie rownowagi z termicznym promieniowaniem elek-
tromagnetycznym, opisywanym wzorem Plancka. Prawdopodobienstwa obsadzenia
poziomoéw atomowych sa natomiast zadane przez rozkiad Boltzmanna.

7.4 Rozwigzanie dla trzech stanéw

Rozwiazemy réwnanie Master

d [P —(Way + Wap) Wi Wis P1
7Pz = Wai — (W12 + W3a) Was P2 (7.34)
D3 Wi Wso —(Wiz + Waz) ) \p3

w przypadku niezaleznej od czasu macierzy W, postulujac rozwigzanie w postaci

b1 A
po | =eM|B (7.35)
D3 C
Stad réwnanie do rozwiazania
—Waor — Ws1 — A Wi Wis A
Way —Wip — Wiy — A Was Bl =0 (7.36)
W31 W3 Wiz =W —AJ) \C
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Warunkiem istnienia niezerowych rozwiazan jest znikanie wyznacznika dla
Ao =0 (7.37)
A = —L(Wig + Wiz + Was + Way + Wit + Waz) + 3VA (7.38)
gdzie
A = Wiy — Wiz — Wag + War — Wy + W) + 4(War — Was)(Wa — Wag)  (7.39)
Mozna latwo pokazaé, ze zachodzi
WA < (Wi + Wiz + Waz + Way + Wap + Wag) (7.40)
Stad wniosek
i = =3 (Waa + Wiz + Wag + War + War + Way FVA) <0 (7.41)

Ogodlne rozwiagzanie jest suma rozwigzan odpowiadajacych kolejnym wartosciom wta-
snym

pa(t) = pp + " p, + M p) (7.42)
gdzie p%* to odpowiednie wektory wiasne.

Ze wzgledu na warunek Ay < 0 zachodzi
Jim pr(t) = ply (7.43)

Jest to rozwigzanie stacjonarne rownanie Master. Wektor wlasny p?l wWyzhaczymy
rozwiazujac uktad réwnan (7.36) dla Ag = 0,

—Wa1 — W3y Wia Wis Y
Wa1 —Wia — Waa Was »M|=0, (7.44)
W31 W3a ~Wis — Was ) \pd

Dla réwnych prawdopodobienstw przejscia n <> m,

Wig = Wa1 = wq

Wag = W3 = wy
W31 = Wiz = ws, (7.45)
otrzymujemy réwnanie
—w; — w3 wy w3 »
w1 —w1 — W2 w9 pg = 0, (746)
w3 w2 —w2 — w3 pg

ktorego rozwiazaniem po unormowaniu do jedynki jest rozktad jednorodny
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7.5 Funkcjonal H

Jak pokazaliémy w rozdziale 7.1, dla niezaleznych od czasu prawdopodobienstw
przejécia réwnanie Master (7.1) posiada rozwiazanie stacjonarne, niezalezne do czasu,

pn(t) = pg . (7.48)

Innymi stowy, stacjonarny rozklad prawdopodobienstwa spelnia rownanie

dO
%%:}jﬁ%wpg—vn%ﬁ}zo (7.49)

Zdefiniujmy funkcjonal rozktadu prawdopodobieristwa p,,(t) spelniajacego réwna-
nie Master z niezaleznymi od czasu prawdopodobienstwami przejscia,

HO) =Yk ARy, (7.50)

Py
gdzie f(z) jest dowolng funkcja wypuktla, dla ktorej zachodzi
Vx> 0; f"(z) = 0. (7.51)

natomiast pQ jest rozwigzaniem stacjonarnym réwnania Master. Policzmy pochodna
po czasie,

= S a0 B (75)

Wykorzystujac rownanie Master dostajemy

dH (1)

7 = Z f,(pn(t)/pg) {Wnn/ Prs (t) — W pn(t)} (753)

Wprowadzajac oznaczenie x,, = p,(t)/pd otrzymujemy

dH
ﬁ = Z f,(mn) {Wnn’ Tyt p%’ - Wn’n xnp?;} (754)

n,n’

Zamieniajac n <> n’ w drugiej sumie, mamy

d
diff[ - Z Wi Dy {zw f'(@n) — 2 f'(0r) } (7.55)

/
s
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Dla dowolnych liczb u,, zachodzi

I_Zmen ZU”Z( ! pn Wn/npg):o

nn

(7.56)

gdzie zamieniliémy n <> n’ w drugim skladniku sumy, po czym wykorzystalismy

warunek stacjonarnosci (7.49) rozktadu p2. Wybierzmy wiec w (7.56)

Un = f(n) = Tnf'(Tn)

otrzymujac

I= Z W p%’ (f(xn) - xnf/(xn) - f(:l?/n) + $;1f,($;1))

n,n’
Dodajmy to zerowe wyrazenie do prawej strony (7.55), otrzymujac

dH

dt Z W pn {(xn’ - xn)fl(xn) + f(m”) - f(x”/>}

Dla funkcji wypuktych zachodzi

flan) = fan) + f'(zn) (@0 — 2n)

Stad wynika, ze wyrazenie w nawiasie w (7.59) jest ujemne i zachodzi

dH

— <
dt\o

co oznacza, ze H jest funkcjonatem nierosnacym.

7.6 Zwigzek z fizyka statystyczng

W fizyce statystycznej wykorzystuje sie ograniczona od dotu funkcje wypukta

f(z)=zlnzx, x>0
co prowadzi do dodatnio okreslonego funkcjonatu

an t) In(pn(t)/p)) =0
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Dodatnio$é¢ H(t) wynika z nieréwnosci
xln(z/y) > (z —vy), x>0, y>0 (7.64)
gdyz zachodzi

> pnln(pa/p)) =D (oo —p)) =D pa—» php=1-1=0. (7.65)

Zakladajac, ze p jest rozkladem Boltzmanna, otrzymujemy funkcjonat H Boltzman-

na, ktéry spetnia warunek
dH

=2 <0 .
- (7.66)

Funkcjonal (7.63) ma wlasno$¢ addytywnosci. Rozwazmy dwa uklady nieoddzia-
hujacych miedzy sobg stanéw. Niech bedg one opisane odpowiednio rozktadami praw-
dopodobienstwa p, = p,(t) oraz g, = ¢n(t) z odpowiednimi rozkladami stacjonar-

nymi: pQ i ¢0 . Uktad sumaryczny jest opisany rozktadem prawdopodobienistwa p,gnm

z rozkladem stacjonarnym pq2 . Wtedy

H(pQ) = Z Pn dm ln(pHQm/pgqgn) (7.67)

n,m

Wykorzystujac wlasnosci logarytmu otrzymujemy

H(pa) = Y pa G {n(pa/P%) + (g /a3,) |

n,m

= an In(p,/p) + Z G 10(qm /D,
— H(p) + H(q), (7.68)

gdzie wykorzystaliémy warunki unormowania prawdopodobienstw do jedynki,

an = ZQm =1. (7.69)

7.7 Druga zasada termodynamiki

Rozwazamy skonczona liczbe standéw N. Dla prawdopodobienstw przejScia miedzy
stanami na jednostke czasu spelniajacymi relacje:

Wnn’ = Wn’n ) (770)
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otrzymujemy rozklad stacjonarny

1
co zilustrowaliémy w poprzednim rozdziale przyktadem dla trzech stanow.
Obliczmy funkcjonal H dla tego przypadku,
N
= Z t) In(pn(t) /1)

v

§: t)Inp,(t) +1In N (7.72)
Definiujac entropie Gibbsa rozkladu prawdopodobienstwa py, (),

Z Pn(t) Inpy(t) (7.73)

oraz entropie Boltzmanna dla rozkladu mikrokanonicznego, dla ktérego wszystkie
mikrostany sa réwnoprawdopodobne,

So=InN, (7.74)

dostajemy relacje

So — S(t) = H(t). (7.75)

Z réwnania (7.61) wynika, ze entropia Gibbsa S(t) jest funkcja niemalejaca, gdyz

ds(t)
—— 20 7.76
g (7.76)
oraz spelniajaca warunek
S(t) < So, (7.77)

gdyz H(t) > 0. Entropia nieréwnowagowa S(t) dazy wiec do Sy dla t — oo.

Otrzymujemy w ten sposob druga zasade termodynamiki - dla ukladow mikro-
kanonicznych (izolowanych) w stanie réwnowagi entropia Gibbsa przyjmuje wartosé
maksymalna réwna entropii Boltzmanna Sy.

Dla zespotu kanonicznego prawdopodobienstwo p? jest dane rozktadem Bolt-
zmanna,

1
0 —E,/T _ —E,/T
po=e T, Z—Enje / (7.78)
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Stad funckjonat H,
an t) Inpn(t Z Pn(t) Inp))
E,
—an lnpn Jszn <1nZ+T>
= an )Inpy(t) +InZ + — an E,. (7.79)

gdzie w drugiej linijce wykorzystaliémy warunek unormowania
Y opa(t)=1 (7.80)
n

Pierwszy wyraz we wzorze (7.79) to minus entropia Gibbsa rozkladu p,(t), natomiast
ostatni jest proporcjonalny do $redniej energii zespotu

= an(t)En (7.81)

Stad
H(t)=-S(t)+InZ+ U;p (7.82)

Definiujac energie swobodna dla rozkladu p,(t) wzorem

Pl — Ut - TS (7.83)
otrzymujemy Fit)+ThhZ
Ht) = LURE L (7.84)

Policzmy energie swobodna dla rozktadu Boltzmanna

Fo=Y phE,+TY pdnp)
n n

E
=Y mE. T py, <1nZ - ”> (7.85)
n n T
Wykorzystujac warunek unormowania
=1 (7.86)
n
dostajemy
Fh=-ThhZ. (7.87)
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Ostatecznie

F(t) - Fy
H - =
(="
Poniewaz F'(t) jest funkcja nierosnaca
dF(t) _ dH (t) <0

dt dt
to F(t) — Fp od gory dla t — oo.

(7.88)

(7.89)

Otrzymujemy wiec druga zasade termodynamiki dla uktadéw wymieniajacych
energie z otoczeniem - w stanie rownowagi energia swobodna przyjmuje warto$¢ mi-

nimalna Fp.
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Rozdziat 8

Procesy jednokrokowe

Rozwazmy proces Markowa z ciaglym czasem, w ktorym zbiorem dopuszczalnych
wartosci sa liczby catkowite n. W procesach jednokrokowych przejscia nastepuja tylko
pomiedzy najblizszymi sasiadami, n — (n — 1) z prawdopodobiefistwem przeskoku
w dét 7, oraz n — (n + 1) z prawdopodobienstwem przeskoku w gére g,. Macierz
przejscia przyjmuje wiec postaé

Wi = Ty 5n(n’—1) + G 5n(n’+1)? (81)
co prowadzi do réwnania Master

dP,

W = Tn+1 Pn+1 + gn-1 P - (rn + gn) P, (82)

Czlony z dodatnim znakiem po prawej stronie opisujg przejscia z sasiednich poziomdw
na poziom n, natomiast cztony z ujemnym znakiem opisuja przejscia z poziomu n na
sasiednie (rozpad poziomu). Ponizej dyskutujemy dwa przyklady proceséw jednokro-
kowych.

Zauwazmy, ze warunek (??) wzrostu entropii

S Won = Wi (8.3)

przyjmuje postaé
Tn+ gn 2 Tne1l + gn-1 (84)

dla wszystkich mozliwych wartosci n.
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8.1 Proces Poissona

Proces Poissona opisuje bladzenie przypadkowe ze stalym prawdopodobienistwem po
zbiorze liczb naturalnych n = 0,1,2,... z krokami tylko w prawo

rn =20, gn=A>0. (8.5)

Zauwazmy, ze warunek (8.4) jest spelniony. W szczegdélnosci, dla n = 0 otrzymujemy
A > 0, zaktadajac, ze g—1 = 0. Entropia rozktadu Poissona jest wiec funkcja rosnaca.

Réwnanie Chapmana-Kolmogorowa dla procesu Poissona przyjmuje postaé
Py(t+0t) = Aot Py—1(t) + Py(t)(1 — Not), (8.6)
prowadzaca w granicy 6t — 0 do réwnania Master

dPn(1)
dt

= AP,—1(t) — AP,(1). (8.7)
Zakladamy, ze w chwili ¢t = 0 czastka znajduje sie w punkcie n = 0, tzn.

Pa(0) = 6np - (8.8)

Poszukajmy rozwigzania metoda funkcji tworzacej
F(z,t) = Z 2" P(t). (8.9)
n

Dla z = 1 dostajemy oczekiwany wynik

F(1,t) = ) Pu(t) = 1. (8.10)

n

Wykonujac takie sumowanie po obu stronach réwnania (8.9), nastepnie zmieniajac
odpowiednio zmienne sumowania, otrzymujemy réwnanie

OF (z,t)

— = Az —1)F(z,t). (8.11)

Rozwiagzaniem spelniajacym warunek poczatkowy F'(z,0) =1 jest

F(z,t) = exp{At(z —1)} = e M i ()\nt')nz”, (8.12)
n=0 '
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co prowadzi do rozktadu Poissona (5.7) dlan =0,1,2,...

At)"
P,(t) = A" -xe. (8.13)
n!
Wartosci érednia wynosi
oo
= Z nP,(t) = At. (8.14)
n=0

Ten sam wynik otrzymujemy dla wariancji

o? = i(n — At)2P,(t) = M. (8.15)

n=0

W dowodach mozemy postuzy¢ sie metoda z rozdziatu 2.3.

8.2 Symetryczne bladzenie przypadkowe

Symetryczne bladzenie przypadkowe po zbiorze liczb n = 0,£1,+£2, ... jest zdefinio-
wane przez warunek:
Tn =gn=cC. (8.16)

Warunek (8.4) jest w tym przypadku spelniony dla wszystkich n i otrzymany rozktad
bedzie mial rosngca w czasie entropie.

Réwnanie Chapmana-Kolmogorowa to
P, (t+dt) = ¢t Poy1(t) + cot P—1(t) + Po(t)(1 —2c¢dt). (8.17)

Po wlaczeniu parametru ¢ do definicji jednostki czasu, réwnanie Master przyjmuje
postaé
dP,(t)
dt

z warunkiem poczatkowym takim jak dla procesu Poissona:

= Ppii(t) + Pooi(t) — 2P,(1), (8.18)

P, (0) = 0po - (8.19)
Rozwiazujac to réwnanie metoda funkcji tworzacej (8.9), otrzymujemy

aFé?t) = (z + % - 2> F(z,t). (8.20)
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Korzystajac z warunku poczatkowego F(z,0) = 1, znajdujemy rozwiazanie

Fl2t) = exp {t <z + % _ 2)} . (8.21)

Rozwijajac w szereg poteg z otrzymamy

9 00 Zk:tk 00 Z_ltl
- (E0) (E5)

k=0

nH>0  olen

=e 2 > 2" l;) ek (8.22)

n=—oo
Stad prawdopodobienstwo

—2 —2t
By(t) = e ) CES I (2t),
— ! !

gdzie I,, jest funkcja Bessela. W granicy ¢ — 0o, n — oo przy ustalonym n?/t
otrzymujemy jako wyrazenie asymptotyczne rozktad Gaussa

n?
Pu(t) = Ji?t exp{—u}. (8.23)

o wartosci $redniej i wariancji

p=0, o?=2t. (8.24)
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Rozdziat 9

Roéownanie ewolucji w QCD

9.1 Roéwnanie Altarelliego-Parisiego

Przyktadem proceséw Markowa jest opis emisji kwarkowo gluonowej w chromodyna-
mice kwantowej w przyblizeniu wiodacych logarytmoéw.

Niech ¢, (t) bedzie prawdopodobiefistwem znalezienia kwarku w nukleonie z utam-
kiem pedu podtuznego nukleonu z € [0, 1] przy skali ¢t = In(Q?/Q3), zwanej odtad
czasem. Napiszmy réwnanie bilansu (6.7) dla naszego prawdopodobienistwa w chwili
t+ ot

Qx(t + 5t) = ot Z sz’ (t) qx’(t) + Qx(t) (1 - Z Px’x(t) 5t> . (91)

' >z ' <z

emisja rzeczywista emisja wirtualna

Funkcja P,/ (t) jest prawdopodobieristwem na jednostke czasu emisji rzeczywistego
gluonu przez kwark o ulamku pedu 2/, w wyniku ktérej kwark uzyskuje utamek z < 2’.
Suma w nawiasie po prawej stronie réwnania (9.1),

> Pugl(t)ot, (9.2)

' <x

to catkowite prawdopodobienstwo zmiany utamka pedu kwarku x w czasie dt. Nowy
utamek 2’ < x, gdyz parton traci ped. Stad wyrazenie w nawiasie,

1— )" Puyl(t)ét, (9.3)

' <z
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to prawdopodobienistwo, ze w czasie 6t utamek x pedu kwarku nie ulega zmianie.
Opisuje wigc ono emisje wirtualng.

Tak sformutowane réwnanie zachowuje normalizacje catkowitego prawdopodobien-
stwa
Z qgc(t + 5t) = Z Qx(t) : (9'4)
€T x

Mamy bowiem

S w40 = Y+ L { X Pwa® - ¥ Puban o

' >z ' <z

Wysumowane po x wyrazenie w nawiasie znika, gdyz

Z{}:ZZ @($/>x)Pxx/Qm/ - ZZ @(:B/<x)Px/qu
_ZZ®$>:E xex/—ZZ@l'<:L‘ P qu
=0 > @) Prp g — 3.5 0@ > 2) Prr gy = 0,

gdzie w drugim czlonie zmienili$my najpierw oznaczenie z <+ 2/, a nast¢pnie kolejno$é
sumowania.

Wykonujac granice ¢ — 0 w réwnaniu (9.1), otrzymujemy “réwnanie ewolucji”,
bedace w istocie réwnaniem Master

dqz Z sz‘ gz’ - QI Z Px T . (95)

z’'>x ' <x

emisja rzeczywista emisja wirtualna

Sumowanie dla czesci rzeczywistej i wirtualnej odpowiada catkowaniu, odpowiednio

/dm /dx (9.6)

co prowadzi do nastepujacego réwnania ewolucji w lekko zmienionych oznaczeniach

:Jc> :1:<

dq(z,t)
dt

= /dx'P(x,:U';t) q(2',t) — q(x,t) /dx'P(:U',ac;t). (9.7)
0
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Prawdopodobienstwo przejscia zaleza od utamkéw pedu w nastepujacy sposéb

Pla,a'st) = %P (m t), (9.8)

x’
co daje
1

0

T

Zmieniajac zmienna calkowania na z = x/2’ w pierwszej calce, a w drugiej calce na
z = 2/ /x, znajdujemy réwnanie ewolucji Altarelliego-Parisiego

1 1
dq(dxt,t) :/dzp(z,t) a(z/zt) — q(x,t)/dzP(z,t). (9.10)
0

z
T

Prawdopodobienstwo przejscia ma niecatkowalna osobliwo$¢ dla z = 1,

1
1—2

P(z,t) ~ (9.11)

i gérna granica catkowania powinna by¢ zastapiona przez 1 — e. Mozna jednak rozbi¢
1 T 1

ostatnia catke: [ = [+ [, by zapisaé
0 0 T

L X
dq;ﬁ’t) =/de(z,t) {q(z/z,t) — zq(z,t)} — q(x,t)/dzP(z,t). (9.12)
0

T

W pierwszym wyrazeniu podcatkowym pojawia sie wielkosé

Q(x/za t) — ZQ('x: t)

— , (9.13)
ktora jest nieosobliwa dla z = 1, jesli istnieje skoniczona granica dla z — 1.
Roéwnanie (9.12) mozna zapisa¢ przy pomocy definicji dystrybucji [...]
1
(P(2)], = P(2) — 6(1 - 2) / dy P(y). (9.14)
0
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Dziala ona na dowolna funkcje prébna f(z) w nastepujacy sposéb, regularyzujac
osobliwosé P(z) dla z =1,

1

1
[P, 1) = [ dz P (1) - £}, (9.15)
0

0
Adaptujac ten wzér dla prawej strony réwnania (9.12), znajdujemy

1 T

[E1PELaer) = [E1PE), Saw/) - [EPE)ae))

z
0 0

- / 42 P(:) { Sale/) — ala) | - [ Ple)atas
0 0

_ /1 dz P(2) {iq(m/z) _ q(x)} ~ () j dz P(2).

0
Stad ostatecznie réwnanie ewolucji (9.12) przyjmuje postaé
1

dq(d? : :/d; [P(z, 0] a(z/21). (9.16)

T

Powyzsze réwnanie mozna zapisa¢ réwniez w postaci

1 1
dq(dxt,t) _ 0/ iz 0/ dwd(x — zw) [P(21)], q(w) (9.17)

Stad caltkujac obie strony po = dostajemy

% {/ dr ‘I(f”’t)] = /dz [P(&t)h/de(w) (9.18)
0 0 0

Z réwnania (9.15) dla f(z) = 1 otrzymujemy

/ dz[P(2)], =0 (9.19)

0
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co oznacza zachowanie w czasie catki po rozktadzie kwarkowym
1
/d:p q(z,t) = C = const (9.20)
0

Jest to tzw. regula zachowania liczby kwarkéw walencyjnych.
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Rozdziat 10

Ruchy Browna

10.1 Roéwnanie Fokkera-Plancka

Rozwazmy réwnanie Master

OP(y,1)
ot

= [ dy (W) P — Wil |9) Plu. )} (10.)

Popatrzmy na prawdopodobienstwo przejscia Wi(y|y') jako na funkcje punktu star-
towego 1’ i skoku r =y — ¢/

Wiyly') = Wily —v',y") = Wilr,y—r). (10.2)
Podobnie dla prawdopodbienstwa Wi(y' | y) mamy
Wiy |y) = Wiy’ —y,y) = Wi(—r,y). (10.3)

Tak wiec, otrzymujemy

OP(y,t)
ot

= [dr Wiy =r) Ply—r.0) = Wi=r ) Ply,t)}. (104)
Przyjmijmy nastepujace zalozenia:

1. Dla ustalonego punktu poczatkowego 3’ mozliwe sg tylko mate przeskoki r, tzn.
prawdopodobienstwo przejécia

Wi(r,y') ~ 0 dla || > 0.
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2. Przy zmianie punktu poczatkowego 3y’ prawdopodobienistwo przejscia zmienia
ste powoli

Wt(T ) y/) ~ Wt(Tvy/ + Ay) dla |Ay‘ <Jd.

3. Prawdopodbieristwo P(y/,t) réwniez zmienia sie wolno z y'.

Mozemy wtedy rozwinaé pierwsze wyrazenie pod calka w (10.4) wzgledem drugiego
argumentu wokét y dla |r| < 6:

= ()t o
+ > X W{Wt(ﬁy)P(y,t)}. (10.5)

Po podstawieniu do réwnania (10.4) i zalozeniu, ze W (r,y) = Wi(—r,y) otrzymujemy
rownanie Moyala

o0 ¢ 1\k Ak
0w _ 5~ CY aayk{ak(y,t) P(y, 1)} (10.6)

gdzie wspdélezynniki funkecyjne ag(y,t) to momenty przeskoku

ag(y,t) = / drrk Wi(r,y) . (10.7)

[r|<d

Zgodnie z definicja skoku, r jest zawsze réznica miedzy punktem koncowym a poczat-
kowym, w tym wypadku y. Wspoétczynniki te zawieraja informacje o mikroskopowym
prawdopodobienstwie przejscia na jednostke czasu Wi .

Rownania Fokkera-Plancka otrzymujemy zachowujac tylko dwa pierwsze wyrazy
sumy w rownaniu Moyala

2
Pwi) _ —gy{al(y,t)P(y,t)} ;10

ot 39,2 120 1) Py 1)} (10.8)

Jest to rownanie typu rownania dyfuzji, w ktérym pierwszy wyraz po prawej stronie
nazywa sie cztonem dryfowym, natomiast drugi cztonem dyfuzyjnym.
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10.2 Interpretacja wspotczynnikéw funkcyjnych

Obliczmy momenty zmiennej losowej
AY =Y (t+At) - Y(t), (10.9)

opisujacej przeskoki w procesie Markowa w krétkich chwilach czasu §t. Zakladajac,
ze Y (t) = y znajdujemy dla k-tego momentu

(V) = [dy (7 = " Pupty/st+ 6t g.t). (10.10)

Podstawiajac postaé (6.7) prawdodopodbienstwa przejécia dla malych ot w procesie
Markowa:

Py (v, t 4 0t]y,t) = 6y —y) (1 —agdt) + Wi(y'|y) dt,
znajdujemy
((AV)) = at [y (=) Wity |9) = tan(y ).

Stad wzor na wspoétezynniki przejscia

ar(y,t) = lim <(AY)k>

5t—0 Ot (10-11)

Aby wigc znalezé dwa wspélezynniki ag 2(y,t) w réwnaniu Fokkera-Plancka wy-
starczy dobraé¢ ot tak male by zmiana (y' — y) byla mala, a jednoczesnie tak duze by
shuszne bylo zalozenie Markowa. Nastepnie liczymy $rednie przesuniecie (AY') oraz
$redni kwadrat przesuniecia <(AY)2> do pierwszego rzedu w dt, co pozwala znalezé
wspélezynniki ag 2 na podstawie wzoru (10.11).

10.3 Roéwnanie dyfuzji

Dobrym przykladem ilustrujacym metode obliczania wspoélczynnikow ai sa ruchy
Browna. Czastka wykonuje wtedy losowe przeskoki wzdtuz osi X dla skal czasowych
dostatecznie duzych by traktowaé je ruch jako proces Markowa. Diugo$é skokéw jest
dowolna, ale prawdopodobienstwo duzych skokéw jest bardzo mate. Co wiecej, jest
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ono funkcja symetryczna ze wzgledu na kierunek i niezalezna od punktu startowego.
Wtedy mamy

o BN B (CS 05
At ’ At

Stad réwnanie Fokkera-Plancka dla prawdopodobienstwa przejécia

= const. (10.12)

P(x,t) = Py (2, t| 20, t0) (10.13)

przyjmuje postaé réwnania dyfuzji

oP(z,t) DGQP(:E,t)

o — (10.14)

gdzie stala dyfuzji D = as/2. OtrzymaliSmy w ten sposéb relacje Einsteina wiazaca
stala dyfuzji ze érednim kwadratem skoku czastki

((AX)?)

D =
2 At

(10.15)

10.4 Btladzenie przypadkowe

Réwnanie dyfuzji mozemy otrzymaé rozwazajac rownanie Master dla losowych prze-
skokéw wzdluz osi X. Zalézmy, ze czastka przeskakuje w prawo i lewo o wielkosé¢ A
z rOwnym prawdopodobienstwem na jednostke czasu, zadanym przez

Wi(x £ Alz) = (10.16)

D
A2
Spelniony jest warunek niezaleznosci od kierunku oraz zalozenie, ze duze przeskoki
sg malo prawdopodobne. Wtedy réwnanie bilansu dla odstepu czasowego dt — 0 to

D D D
P(a,t+0t) = P+ A ) 15 0t + Plo = A t) 50t + P(a,t) (1 - 2A25t) .
Przepisujac, otrzymamy
P(x,t+ dt) — P(x,t) _D P(x+ A,t) —2P(x,t) + P(x — A, t) (10.17)
ot A2
W granicy 0t — 0 oraz A — 0, dostajemy réwnanie dyfuzji
OP(x,t) 0?P(x,t)
—— =D —F-. 10.1
ot Ox? (10.18)
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Zaburzmy symetrie przeskokéw przy utrzymanym warunku ich matosci. Na przy-
ktad, preferujac przeskoki w lewo mamy

D B D
W(r — Alz) = IR Wz + Alz) = Az (10.19)

Otrzymujemy w tym przypadku rownanie dyfuzji z dryfem

OP(z,t) B@P(:U,t) n D02P($,t)'

ot or ox? (10.20)

10.5 Dyfuzja a procesy Wienera

Rozwigzaniem réwnania dyfuzji bez dryfu jest prawdopodobienstwo przejscia

(22 — 1)
57 D(ts —t1) ¥ {_ZD(t2 = tl)} ' (10.21)

Py (z2,ta | 21,t1) =
Jedli zalozymy, ze w chwili poczatkowej czastka byla w polozeniu x = 0,

Pi(z,0) = 8(z), (10.22)

to otrzymamy proces Wienera z prawdopodobienstwem jednoczastkowym

1 x?
Pl(x,t) = \/m eXp {_2Dt} y (1023)

ktore réwniez spelnia réwnanie dyfuzji. Srednie przesuniecie dla ruchéw Browna jest
rowne zeru

(X)) = / dox Pi(z,t) = 0, (10.24)

natomiast Sredni kwadrat przesuniecia jest proporcjonalny do czasu

(x7) = 7dxx2P1(x,t) = Dt. (10.25)

68



Literatura

[1] N. G. van Kampen, Procesy stochastyczne w fizyce i chemii, 2 wydanie, PWN,
1990.

[2] C. Gardiner, Handbook of Stochastic Methods: for Physics, Chemistry and the
Natural Sciences, 3rd ed., Springer, 2004.

[3] H. Risken, The Fokker-Planck Equation: Methods of Solutions and Applications,
Springer, 1996.

69



