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Wyktad 1

Liczby i ich reprezentacje

1.1 Systemy liczbowe

Przypomnijmy zapis liczby calkowitej w systemie dziesietnym, na przykiad
(1234)10 = 4-10°+3-10' +2-103 +1-10*.

Do zapisu uzywamy dziesie¢ cyfr {0,1,2,...,9}, a 10 to podstawa systemu
liczbowego. Warto$é cyfry zalezy od pozycji w liczbie.

W ogélnoéci, dowolna liczbe catkowita mozna zapisa¢ w systemie pozycyj-
nym o podstawie p przy pomocy cyfr ¢; € {0,1,...,p—1} w nastepujacy sposéb

(k... crco)p = co-p4cr-p+ ... +cp-p” (1.1)

Podobnie, dowolna liczbe ulamkowa z przedziatu (0,1) mozemy zapisaé przy
pomocy (na ogdl nieskoriczonego) rozwiniecia w ujemnych potegach podstawy

p,

(0.coq1c2...c_p)p = Cc—1 p e o p 24 4oy p " (1.2)

1.2 System dwdjkowy

Szczegdlnie wazna role odgrywa system dwéjkowy o podstawie p=2 i cyfrach
¢i € {0,1}. Znaczenie tego systemu dla komputeréw wynika z faktu, ze pod-
stawowa, jednostka informacji jest bit przyjmujacy jedna z dwoéch mozliwych
wartosci: 0 lub 1. Przyjeto sie nazywacé

1 bajt = 8 bitow

Przyktadowy zapis liczby calkowitej w systemie dwdjkowym to

(11010)3=0-2°+1-2'40-224+1-23+1-20 = 24 84 16 = (26)10.



Podobnie dla liczby utamkowej

1 1 1 1 13
(0.1101)y = IL-g4+1-740-5g+1- 5 = (E)lo'

Zaltézmy, ze dysponujemy n bitami do zapisu liczby catkowitej. Pozwala-
ja one zapisa¢ 2™ liczb. Najmniejsza liczba catkowita dodatnia zapisana przy
pomocy n bitéw jest zero

(00...00)2 =0, (1.3)

natomiast najwieksza liczba jest
(11...11) = 1-2°41.2 4+ . +1.2nt =27 1. (1.4)

Wykorzystaliémy tutaj wzér na sume skoniczonej liczby wyrazéw szeregu geo-
metrycznego o ilorazie a # 1:

l+ata®+.. +a¥1=—— (1.5)

Podsumowujac, dysponujac n bitami mozemy zapisa¢ 2™ liczb catkowitych z
przedziatu
[0,2" —1]. (1.6)

Podobnie, przy pomocy n bitéw mozemy zapisa¢ 2" — 1 liczb utamkowych
z przedziatu (0,1). Najmniejsza z nich jest

_ 1
(0.00...01)y =1-27" = = (1.7)
natomiast najwieksza to
1
(011...11)y = 1-27' 412724 . 41.27"=1——. (1.8)

2n

Podsumowujac, przy pomocy n bitéw zapiszemy (2 —1) (brak zera) liczb z
przedziatu

R 0o

Wygodnie jest zapamietaé nastepujaca tabelke ulatwiajaca zmiane zapisu
liczb w systemie dwéjkowym na system dziesietny.



(ol 20 [ 27" |
0 1 1
1 1/2
2 | 4 1/4
3] 8 1/8
4116 | 1/16
5 32 | 1/32
6 | 64 | 1/64
7 | 128 | 1/128
8 | 256 | 1/256
9 | 512 | 1/512
10 | 1024 | 1/1024
11 | 2048 | 1/2048
12 [ 5096 | 1/5096

1.3 Konwersja do systemu dwojkowego

1.3.1 Konwersja liczby calkowitej

Konwersje odwrotna z systemu dziesietnego na dwojkowy dla liczb catkowitych

realizuje sie zauwazajac, ze zachodzi

r=coter-2'+ .. +ep-2F :co+2-(01+...+ck'2k*1)

(1.10)

Tak wiec ¢y to reszta z dzielenia x przez 2. Podobnie c; jest reszta z dzielenia

(14 ... +cx-2F1) przez 2, itd.

Przyktadowo, konwertujac liczbe 30 otrzymamy

30| =2-1540
15| =2-7T+1
7)1 =2-3+1
3| =2-1+41
1| =2-0+1

Odczytujac reszty od dolu do géry otrzymujemy:

30 = (11110)s.

1.3.2 Konwersja liczby utamkowej

Dla liczby utamkowej,

T = c_1~2_1—|—c_2~2_2+...+c_n-2_"

(1.11)

(1.12)



po pomnozeniu przez dwa, otrzymujemy

20 = c 1+ (c9-27 + .. Fe 27 (1.13)

T

Jak latwo zauwazy¢ c_; jest czescia calkowita liczby 2x (réwna 0 lub 1) nato-
miast r < 1 jest czeécia utamkowa. Aby wydobyé c_o mnozymy wtedy r przez
dwa, itd.

Przyktadowo, dla 0.375 otrzymujemy
0.375 | x2 =0.750

0.750 | x2 =1.500
0.500 | x2 = 1.000

Odczytujac czesci catkowite liczb po prawej stronie rownosci od géry do dotu,
dostajemy
0.375=(0.011)3. (1.14)

Otrzymana reprezentacja dwéjkowa jest skoriczona. Rozwiniecie dwéjkowe utam-
koéw moze by¢ jednak nieskonczone, podobnie jak w systemie dziesietnym.

Laczac dwie przedstawione metody konwersji, mozemy znalezé reprezentacje
dwdjkowa dowolnej liczby rzeczywistej, na przyktad:

30.375 = 30 + 0.375 = (11110.011), (1.15)

1.4 Reprezentacja liczb catkowitych

Zalézmy, ze przeznaczamy n bitow do zapisu liczby catkowitej w komputerze.
Pierwszy z nich przeznaczamy na znak liczby:

(0)=(+) 1 =() (1.16)
Pozostale (n —1) bitéw postuzy do zapisu liczb catkowitych C' z przedziatu
Cel[-2"t41, 27t —1]. (1.17)

Zauwazmy, ze postepujac w ten sposob zero jest reprezentowane dwukrotnie ze
wzgledu na znak:

0=(0)0...0 oraz  0=(1)0...0 (1.18)
n—1 n—1

Przyjmujac tylko pierwszy spos6b zapisu unikamy tej niejednozancznosci zwal-
niajac jednocze$nie miejsce dla dodatkowej liczby, na przykltad 27!, Tak wiec,
przy pomocy n bitéw mozna zapisa¢ 2" liczb catkowitych z przedziatu

Cel[-2"141,2"1] (1.19)




Podkreslmy, ze liczby catkowite sg reprezentowane dokladnie.

W praktyce, jednoznaczng reprezentacje zera mozna zrealizowaé¢ w nastepu-
jacy sposéb. Przeznaczmy n bitéw na zapis 2" nieujemnych liczb catkowitych

C' z przedzialu
C'e[0,2"—1]. (1.20)

Przesunmy nastepnie wszystkie liczby catkowite odejmujac od kazdej z nich
liczbe E = 2"~1 — 1. Otrzymujemy liczby

C=C'-E (1.21)

z przedziatu (1.19). Zauwazmy, ze zero nie jest juz reprezentowane przez pierw-
szy ciag bitéw w reprezentacji (1.18). Jego reprezentacja odpowiada teraz dwdéj-
kowej reprezentacji liczby FE.

Wspodlczesne procesory przeznaczaja w pojedynczej precyzji 4 bajty czyli
32 bity do zapisu liczby catkowitej lub 8 bajtéw czyli 64 bity w podwdjnej
precyzji. Ponizsza tabelka pokazuje zakres liczb catkowitych w tych przypad-
kach

Precyzja | Liczba bitéw Zakres Uwagi
Pojedyncza 32 [—231 41,231 231 ~ 107
Podwéjna 64 [—203 41, 203) 263 ~ 1019

1.5 Reprezentacja zmiennoprzecinkowa

Przedyskutujemy teraz zapis liczb rzeczywistych w komputerze. Najbardziej
efektywny zapis wykorzystuje reprezentacje zmiennoprzecinkowa. W repre-
zentacji tej nie ustala sie maksymalnej liczby cyfr po przecinku przy zapisie
liczby.

Przyktadowo, rozwazmy liczbe z = 0.00045. Mozemy ja zapisa¢ w nastepu-
jacy sposob
r=45-10"" = 4.5-107* = 0.45-1073.

Liczba stojaca przez potega dziesiatki to mantysa M, natomiast wykladnik
potegi to cecha C. Dowolna liczbe rzeczywista mozna wiec zapisa¢ w postaci

x=+M-10%. (1.22)
Przyjmujemy konwencje, ze mantysa nalezy do przedziatu

M € [1,10), (1.23)
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natomiast cecha C jest liczbg calkowitq (dodatnia ujemna lub réwna zeru). Dla
przyktadowej liczby x: M =4.51 C = —4.

Przyjmujac za podstawe p = 2 dostajemy analogiczny zapis w systemie dwdj-
kowym

x=+M-2°, (1.24)

gdzie tym razem dla mantysy zachodzi:

M e [1,2) (1.25)

1.5.1 Podzial bitéw

Reprezentacja (1.24) jest podstawa zapisu liczb rzeczywistych w komputerze.
W tym celu dzielimy n bitéw przeznaczonych do zapisu liczby rzeczywistej,

x=58xMx2°, (1.26)

w nastepujacy sposob
n=14+ny+nc. (1.27)

W powyzszej sumie

e pierwszy bit przeznaczamy na znak liczby S = +1,
e nastepne njs bitéw stuza do zapisu czesci utamkowej F' mantysy
M=1+F. (1.28)

Ze wzgledu na zawsze wystepujaca jedynke nie musimy jej kodowaé. Czesé
utamkowa mantysy nalezy wiec do przedziatu

Fe {1 I } (1.29)

onn T 9nm

e pozostale no bitdw przeznaczamy na zapis cechy C' wraz ze znakiem.
Zgodnie z warunkiem (1.19)

Cel-2mc~l 41, 2nc~1], (1.30)
Mantyse C' mozna zapisa¢ wykorzystujac przesuniecie C = C' — E, gdzie
E =2"c¢~! 1. Kodujemy wtedy liczbe catkowitag C’ € [0, 2"¢ —1].
Oczywistym jest, ze prawie wszystkie liczby rzeczywiste sa reprezentowane w
przyblizeniu.

Wspolcezesne procesory reprezentuja liczby zmiennoprzecinkowe w konwencji
zgodnej ze standardem IEEE Standard 754-1985. Podzial bitéw dla cechy i
mantysy dla tego standardu podany jest w tabelce.

11



Precyzja | Liczba bitéw nar ne Zakres C
Pojedyncza 32 23 8 [-127,128]
Podwojna 64 52 11 [-1023,1024 ]

Ponizej podajemy kilka zapiséw liczb w pojedynczej precyzji.

0(0...0)(00000000)

23 zera

0(0...0)(00000001)

23 zera

1(10...0)(10000001)

22 zera

+1.0x2°=1.0

+1.0x2'=2.0

—(1.0+3)x271=-0.75

12




Wyktad 2

Btledy i ich zrédia

2.1 Dokladnosé zapisu

Miara przyblizonego zapisu liczby rzeczywistej jest epsilon maszynowy, zdefi-
niowany w nastepujacy sposob.

Rozwazmy najmniejszq liczbe mozliwa do zapisu w komputerze wieksza od
1 i oznaczny ja przez x. Epsilon maszynowy to réznica:

em=2x—1. (2.1)
W przykladzie z podziatem 8 = 143 +4 bitéw najmniejsza zapisana liczba
wieksza od 1 jest
(0)001(0)000 = (1+0-27'4+0-2724+1.27%).20 =1+ 1 (2.2)
i stad €, =273 =0.125.

W ogdlnosci, przeznaczajac nys bitéw do zapisu mantysy (z wylaczeniem
znaku), zachodzi

1
€m = o (23)
Liczba
p=nm (2.4)

nazywana jest precyzja i jest liczba bitéw przeznaczonych do zapisu mantysy
z wylaczeniem znaku.

Zwiekszajac liczbe bitow mantysy njs zwiekszamy precyzje. Odbywa sie
to kosztem zmniejszenia maksymalnej liczby mozliwej do zapisania, gdyz przy
ustalonej calkowitej liczbie bitéw n, mniej bitéw mozna przeznaczyé¢ do zapisu
cechy:

nc=n—1—ny. (2.5)

Jest to ilustracja wymiennoéci pomiedzy dokladnos$ciq a zakresem reprezento-
wanych liczb zmiennoprzecinkowych w komputerze.
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Tabelka ponizej precyzje i epsilon maszynowy dla uzywanych powszechnie
precyzji zapisu liczby rzeczywiste;j.

Precyzja | Liczba bitow | nps | p €m
Pojedyncza 32 23 | 23 | 272~ 1077
Podwdéjna 64 52 | 52 | 2792~ 10715

2.2 Blad bezwgledny i wzgledny
Jak widzimy, na ogét dowolona liczba zmiennoprzecinkowa = nie moze by¢ re-
prezentowana w komputerze dokladnie.

Jezeli najblizsza liczba reprezentujaca x w komputerze jest 2/, to btad bez-
wgledny zapisu liczby x jest zdefiniowany jako réznica

bxr =2 —=x 2.6
(2.6)

Blad wzgledny to stosunek bltedu bezwzglednego do wartosci doktadnej liczby

-z

(2.7)

€ =

x

7 powyzszego wzoru wynika. ze liczbe przyblizona x’ mozna traktowaé ja-
ko zaburzenie liczby dokladnej x przez czynnik multiplikatywny zawierajacy
wartos¢ bledu wzglednego e,

' =z(1+e). (2.8)

Mozna pokazé, ze modut bledu wzglednego zapisu liczby zmiennoprzecinkowej
jest mniejszy od epsilona maszynowego

lel < em (2.9)

2.2.1 Przyklad

Zapiszmy liczbe 0.48 = 12/25 przy pomocy 8 = 1+ 3+4 bitéw. Epsilon maszy-
nowy w tym przypadku to
€m =g =0.125. (2.10)

14



W reprezentacji cecha-mantysa otrzymujemy
0.48 = 1.92/4 = (1.92)-272.
Mantysa zapisana w systemie dwojkowym to
1.92 = (1.111010...). (2.11)

W przyjetej reprezentacji pozostawiamy pierwsze trzy bity w rozwinieciu dwoj-
kowym mantysy, stad

0.48 ~ (0)111(1)010 = (14+1-27" +272+27%).272 = 15 = 0.46875.

Jest to ilustracja zaokraglania, polegajacego na odrzuceniu cyfr w rozwinie-
ciu dwdjkowym mantysy wykraczajacych poza przyjeta liczbe bitéw (w tym
przypadku trzech). Powstaly w ten sposéb btad wzgledny to

15 12
32 25
12

25

— 4
= o ~ 0.04.

el =

Jak widaé |e| < €, zgodnie z warunkiem (2.9).

2.3 Zrédla bledéw

Przy obliczeniach komputerowych mamy do czynienia z trzema rodzajami bteddw.

2.3.1 Btledy wejsciowe.

Sa one spowodowane tym, ze dane wprowadzane do komputera sa obarczone
btedem. Moga to by¢ dane eksperymentalne, ktére ze swej natury sa obarczone
btedem. Najczesciej jednak bledy te wynikaja z zaokraglania liczb rzeczywi-
stych, reprezentowanych w komputerze przez stowa binarne o skonczonej diu-
gosci.

2.3.2 Btedy obciecia.

Btedy obciecia powstaja podczas obliczen wymagajacych nieskoriczonej liczby
dziatan, np. podczas nieskonczonych sumowan lub Scistych przejsé granicznych.

Dla przyktadu, obliczajac wartosé funkcji przy pomocy rozwiniecia Taylora,

f(@) = f(zo)+ f(wo) h+ f(0) 24+ F™ (o)

T o N1 AN+ Ry (6)] (2.12)

gdzie h = x — xg, popelniamy blad zadany przez odrzucana reszte

_ f(N+1) (5) hN+1

Ryi1(§) = (N+1)! ; (2.13)

15



gdzie punkt & € [min{xg,z}, max{zg,z}].

W szczegoblnoscei, dla kilku podstawowych funkcji uzywamy nastepujacych
przyblizonych rozwinie¢ wokét xg = 0:

x? N

3 .5 IN+1

. - =z N_Z

sinz ~ x—a—l—a—k...—l—(—l) GN 1) (—o0o <z < 00) (2.15)
2 4 2N

~ r.r _v.Et _

cosT A~ 1—2! + + ...+ (-1) N (—o0 < < ) (2.16)

1

- ~ l+o+ai+ ..+, (-l<z<1) (217)

—x

Ponadto, do obliczenia logarytmu dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej dodat-
niej stosujemy wzor

3 5 2N+1
T2 v ) (~l<z<1)  (2.18)

1+x
1 ~ 2 — 4+ — ...
T2 (“‘3+5+ toNT1

Zauwazmy bowiem, ze podstawiajac z € (—1,1), liczba

1+
w =
1—z

(2.19)

przebiega zakres wartosci dziedziny logarytmu: w € (0,400). Stad metoda by
liczac Inw najpierw odwroécié powyzsza relacje:
(w—1)

= T D)’ (2.20)

a nastepnie podstawi¢ ja po prawej stronie wzoru (2.18).

2.3.3 Btledy zaokraglen.
To bledy wynikajace z zaokraglen wykonywanych w trakcie wielokrotnych dzia-
tan arytmetycznych.

Oznaczmy przez fl(x) wynik obliczenn numerycznych rézniacy sie od doktad-
nej wartosci « na skutek bledéw zaokraglen. Zgodnie z (2.7) dla pojedynczej
liczby mamy:

fllz)=xz(1+e¢). (2.21)

W przypadku dziatan arytmetycznych obowiazuje:

Lemat Wilkinsona
Bledy zaokraglen powstajace przy wykonywaniu dzialan zmiennoprzecinkowych
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sa rownowazne zastepczemu zaburzaniu liczb, na ktorych wykonujemy dziatania.
W przypadku pojedynczych dzialan zachodzi

ﬂ({L‘l :|:l‘2) = $1(1+61) + :E2(1+62) (222)
f(z1-22) = x1(1+€3) 29 = 21 -22(1 +€3) (2.23)
ﬂ(.%'l/l'g) = $1(1+64)/1‘2 = xl/(x2(1+65)), (2.24)

Wszystkie zaburzenia mozna wybrac tak by ich modul byl mniejszy od epsilona
maszynowego
|€i| < €my - (2.25)

2.3.4 Przyklad

Zilustrujmy lemat Wilkinsona dodajac do siebie dwie liczby w reprezentacji
jednobajtowej z podzialem 8 =1+ 3 +4,

0.48+0.24 = 2+ 12 =0.72.

Dostajemy
0.48=1.92-2"% ~ (0)111(1)010 = (14+1-27 42724 27%).272 = 15
024=1.92-27% ~ (0)111(1)110=(1+1-27 " 4272 4273).273 = 13,
gdyz

1.92 = (1.111010...) ~ (1.111),.

Po dodaniu numerycznym otrzymujemy

(0.48+0.24) = 2+ 12 = 25— 14062527 ~ (0)011(1)100 = 1t = 0.6875,

gdyz
1.40625 = (1.01101) ~ (1.011)5.

Zgodnie z lematem Wilkinsona, ten sam wynik mozna otrzymaé zaburzajac
dodawane do siebie liczby

2lte)+2(1+e)=1,

skad wynika relacja

261—!—62:—%.

Wybér liczb ¢; nie wiec jest jednoznaczny. Mozna je jednak wybraé¢ tak by
zachodzilo: |¢;| < €, =1/8. Na przyklad: e, = —1/16 oraz e; = —1/96.
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2.4 Odejmowanie malych liczb

Obliczmy btad wzgledny réznicy dwéch liczb

¢ = | =22) = (@ = 7). (2.26)
T1— T2
Zgodnie z lematem Wilkinsona
fA(z1—z9) =21(14€1) —z2(1+€2). (2.27)
Podstawiajac do pierwszego wzoru, otrzymujemy
€] = % . (2.28)
Zalézmy, ze dwie liczby réznig sie mato od siebie
1 =x2(1+9), d—0 (2.29)
Podstawiajac powyzej, znajdujemy
le| ~ |€1|5y€2| dla  §—0. (2.30)

Btad wzgledny odejmowania moze by¢ bardzo duzy dla liczb niewiele rézniacych
sie od siebie. Nalezy wiec unikaé odejmowania mato réziniacych sie od siebie
liczb.

Nieograniczony wzrost (2.30) nie jest sprzeczny z warunkiem (2.25) w le-
macie Wilkinsona, gdyz epsilony w tym lemacie to zaburzenia indywidualnych
liczb, a nie blad wzgledny (2.26) wyniku dzialan arytmetycznych.

Jako przyktad, obliczmy jeden z pierwiastkow réwnania kwadratowego dla

b > dac,
b VE 4
p— 0TV T dac, (2.31)
2a
W tym celu nalezy wykorzysta¢ réwnowazna postaé
—b+Vb?—4dac (—b—+b*>—4ac) —2c (2.32)
T = . = .

2a (=b— Vb2 —4ac) b+ Vb —4dac’

gdyz dodajemy wtedy dwie wielkoéci tego samego rzedu w mianowniku, zamiast
odejmowaé dwie bliskie liczby w liczniku.
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Wyktad 3
Algorytmy

Oméwimy po krétce problem stabilnosci i efektywnodci algorytméw. Zagad-
nienie to dotyczy wplywu bledéw zaokraglenn lub btedéw obcieé¢ na stabilnosé
algorytméw numerycznych. Wynikajace stad problemy przedstawimy na przy-
ktadzie algorytméw realizowanych przy pomocy relacji rekurencyjnych.

3.1 Algorytmy stabilne

Przyktadem algorytmu stabilnego jest relacja rekurencyjna stuzaca do oblicze-
nia kolejnych przyblizeni liczby v/2:

1 2
Tpt1 = = (:cn + ) , n>0 (3.1)

2 T,

Zaczynaja z xg = 2 otrzymujemy kolejne przyblizenia
x1 =1.5, xo = 1.416667, r3 =1.414216

Zakladajac, ze istnieje granica tego ciagu otrzymujemy jako granice z, = /2,
gdyz z relacji (3.1) wynika

|
x*:x—%—— => Ty =12, (3.2)

Istnienie granicy wynika z faktu, ze blad wzgledny kolejnych przyblizen
szybko zmierza do zera. Zaczynajac od n =1, otrzymujmy

z1=V2(1+¢€). (3.3)

gdzie e < 1. W kolejnym przyblizeniu otrzymujemy

m, 11 {1+ L }
€T = —_— —_—=— € —_—
2 2 1 V2 1+e€

Sl

{1+6+(1—6+€2+...)}%\@{14—622} (3.4)
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Teraz blad wzgledny jest kwadratem poprzedniego. W nastepnych krokach btad
ten maleje jak kolejne potegi €2¥ tak, ze wystarczy niewiele iteracji do osiagniecia
z gbry zalozonej doktadnosci Algorytm znajdowania pierwiastka jest wiec szyb-
ko zbiezny (efektywny).

Przykladem malo efektywnego algorytmu jest sposéb obliczania liczby In2
przy pomocy rozwiniecia w szereg Taylora

2 3 N
¢ T T
In(1 M-+ —+...+ (-1 3.5
n(l+z) =z 2+3+ +(-1) N (3.5)
dla z = 1. Blad bezwgledny to |Ry+1]| < 1/(N +1) i checac na przyklad osiagnac
doktadno$é réwna 10~8, musimy wysumowaé N = 10® wyrazéw. Znacznie lepiej
jest tutaj skorzystaé ze wzoru (2.18)

l+x R 22N+
1 ~ 2 — 4+ —+ ... -1 1
nl—a: <x+3+5+ +2N+1 (-l<z<])

dla x = 1/3, ktory jest duzo szybciej zbiezny ze wzgledu na szybko malejace
kolejne nieparzyste potegi tej liczby.

3.2 Algorytmy niestabilne

Rozwazmy tréjcztonows relacje rekurencyjna
Tpt2 = Tn — Tntl, n=0 (3.6)

z warunkiem poczatkowym

V5—1
R

o = 1, Tl = (3.7)

FLatwo sie przekonaé, ze rozwiazaniem tej rekurencji jest

Tp = (‘@_l)n. (3.8)

2

W oczywisty sposéb x,, — 0 dla n — oo, gdyz (v/5—1)/2 2 0.618 < 1 Obliczajac
jednak kolejne wartosci z, z warunku (3.6) dostajemy od pewnego n szyb-
ko rosnace wartosci. Jest to spowodowane nieuniknionym bledem zaokraglenia
liczby niewymiernej (v/5—1)/2.

Aby to zrozumieé, rozwazmy relacje rekurencyjna (3.6) podstawiajac roz-
wiazanie prébne w postaci

Ty =\, (3.9)

Otrzymujemy wtedy réwnanie

M4A-1=0. (3.10)
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Ma ono dwa rozwiazania

V5—1 VE+1
Do = —

A\ =
1 2 ) 2 )

(3.11)

spelniajace warunki: A\; < 1 oraz |As]| ~ 1.618 > 1. Stad ogélne rozwiazanie re-
kurencji w postaci
Tn = AN)"+ B(X\)". (3.12)

Wspélezynniki A i B wyznaczymy korzytajac z warunkéw poczatkowych (3.7)

A+ B =1
AM+BX = A\ +e, (3.13)

gdzie dodali$émy maly czynnik € # 0 po prawej stronie. Zdaje on sprawe z tego,
ze liczba A1 jest zawsze reprezentowana w komputerze w sposéb przyblizony
ze wzgledu na blad zaokraglenia nieskoriczonego rozwiniecia dwdjkowego tej
liczby. Rozwiazaniem uktadu réwnan (3.13) jest

€ €
=, B=-—.
V5 V5

Stad ostateczne rozwiazanie rekurencji

A=1+ (3.14)

€

Ty = <1+\/5> ) = 2= )" (3.15)

Tak wiec, niezaleznie od tego jak maty jest btad e, drugi wyraz bedzie do-
minowal w sumie od pewnej wartosci n, gdyz |(A2)"| — oo dla n — co. Relacja
rekurencyjna (3.6) z warunkiem poczatkowym (3.7) jest wiec niestabilna ze
wzgledu na male zaburzenia wartosci poczatkowych.

Latwo sprawdzié, ze relacja rekurencyjna (3.6) z warunkiem
o = 1, T = )\2, (3.16)

ktory prowadzi do rozwiazania x, = (A2)", jest stabilna ze wzgledu na male
zaburzenia warunku poczatkowego.

3.3 Zlozonosé obliczeniowa

Ztozono$¢ obliczeniowa jest okreslona przez liczbe krokéw (dzialan), ktére na-
lezy wykona¢ w danym algorytmie by osiagnaé¢ zamierzony wynik.

Jako przyklad, rozwazmy problem obliczenia warto$ci wielomianu stopnia
n?
Wy (x) =ap+arx+asx®+ ...+ apa", (3.17)

21



dla pewnej wartosci x. Liczac "naiwnie" mamy do wykonania n dodawan oraz
nastepujaca liczbe mnozen
n(n+1)

L+24. .+ (=) +n= - (3.18)

W sumie liczba dziatan zalezy kwadratowo od stopnia wielomianu n.

Dla wielomianu stopnia 10 wykonujemy wiec 55 ~ O(10?) dziatan, nato-
miast dla wielomianu stopnia 100 to liczba 5050 ~ O(10%). Dobrze by byto zna-
lez¢ algorytm, w ktérym liczba wykonanych dziatan bylaby znaczaco mniejsza,
chociazby ze wgledu ma ryzyko kumulacji btedéw zaokraglen.

Takim algorytmem jest algorytm Hornera. Obliczmy warto$é¢ wielomianu
zapisujac go w nastepujacy sposéb:

Win(z) = (... ((anx+apn—1)x+an—2)xr+an—3)x +... +a1)z + ap). (3.19)

Tym razem wystepuje tu n» mnozen oraz n dodawan. Liczba dziatan zalezy wiec
liniowo od n. Na przyktad, dla wielomianu stopnia 100 wykonujemy tylko 200
dziatan!

Algorytmy, w ktérych liczba krokéw do wykonania by osiagnac cel rosnie
szybciej niz potegowo z wymiarem problemu n (w naszym przyktadzie okreslo-
nym przez stopien wielomianu) nie jest praktycznie obliczalny. Takim wzrostem
jest wzrost wykladniczy e”. Juz dla n = 10 mamy e'® ~ 10* krokéw, podczas
gdy dla n = 100 liczba krokéw to e'%0 ~ 103!

Przyktadem takiego problemu jest rozklad danej liczby naturalnej na ilo-
czyn liczb pierwszych. Wszystkie algorytmy implementowane na komputerze
klasycznym zaleza wykladniczo od diugoéci liczby n, ktéra okresla wymiar
problemu. Dopiero kwantowy algorytm Schora, implementowany na komputrze
kwantowym, pozwala rozwiazaé¢ ten problem w przy pomocy okoto (Inn)? licz-
by krokéw. Problem tylko w tym, ze jak dotad nie skonstruowano stabilnie
dziatajacego komputera kwantowego.
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Wyktad 4

Macierze

4.1 Uktad réwnan liniowych

Macierze pojawiaja sie naturalnie w problemie rozwiazywania uktadéw réwnan

liniowych

ainxry + a2r2 + ... + apTy = Y1

a1 x1 + a2r2 + ... + a2 Ty = Y2

Apl1T1 + Ap22T2 + .. + App Ty = Yn -

Uklad ten mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

a1l
a21

Gnl

lub w skréconej formie.

Aln ] 1
a2, €2 Y2
ann xTL y’I’L
Ax=vy.

(4.1)

(4.2)

(4.3)

Tak wiec A jest macierza kwadratowa o wymiarze n X n. Rozwiazanie uktadu
(4.1) istnieje i jest ono jednoznaczne jesli wyznacznik

Istnieje wtedy macierz odwrotna A~! i rozwiazanie jest zadane przez

Metoda ta wymaga wiec znajomosci metod odwracania macierzy A.

Alternatywnie, mozna skorzystaé ze wzoréow Cramera

_ det A1

(o

det A’

det A #0.

x=A"ly.

- det A2

detA’ Mm
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Macierze A ; w liczniku powstaty poprzez zamiane i-tej kolumny w macierzy A
przez wektor y. Przykladowo

Yyr a2 ... Qin
Y2 QA22 ... Q2

A= e (4.7)
Yn GQn2 ... dpp

Z punktu widzenia metod numerycznych wzory Cramera mozna zastosowaé
jedynie dla macierzy o malych wymiarach. Obliczenie wyznacznika macierzy
o wymiarze n X n wymaga bowiem wykonanie n! mnozen oraz n! dodawan.
We wzorach (4.6) musimy policzynn (n+ 1) wyznacznikéw macierzy, stad cal-
kowita liczba dziatan potrzebnych do znalezienia rozwiazania wynosi 2 (n+ 1)!.
Korzystajac ze wzoru Stirlinga, stusznego dla duzych n,

n! ~ n"e "V2rn ~ etnnn (4.8)

widzimy, ze liczba dzialan w metodzie Cramera rosnie wyktadniczo z n i metoda
szybko staje sie bezuzyteczna. Przyktadowo, rozwiazujac uklad ztozony z 15
réwnan musimy wykonaé

2.16! ~ 1013 (4.9)

dzialan.

Przyklad ten ilustruje zagadnienie zlozonosci obliczeniowej. Wszystkie
algorytmy, w ktérych liczba dziatan do wykonania roénie wykladniczo z wymia-
rem problemu szybko staja sie bezuzyteczne. Aby rozwiazaé problem musimy
znalez¢ bardziej wydajne algorytmy, w ktérych liczba dziatan zalezy na przy-
ktad potegowo od n.

4.2 Metoda eliminacji Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa pozwala znalezé¢ rozwiazanie uktadu réwnan linio-
wych przy potegowo zaleznej od n liczbie wykonanych dzialan. Pozwala ona
sprowadzi¢ uktad (4.1) do réwnowaznej postaci z macierza tréjkatna, w ktorej
wszystkie sktadowe ponizej (lub powyzej) diagonali sa réwne zeru

aj; ajy ... ai(n—l) aty 1 Y1
0 ap .. aé(n—l) Ay, T2 Y2
: : = : . (4.10)
/
0 0 aEn_l)(n_l) a(,n/_l)n LTn—1 yn71
o 0 .. 0 Qi Tn Yn
Wyznacznik macierzy trdjkatnej jest iloczynem liczb na diagonali
n
det A’ = H al; . (4.11)
i=1
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Warunkiem istnienia rozwiazania uktadu (4.10) jest by det A’ # 0. Stad wszyst-
kie wyrazy na diagonali sa rozne od zera. Latwo juz rowiazaé¢ taki uktad.
Zaczynajac od ostatniego rownania dostajemy

I
Tn = ?yn
nn
1
Tp—-1 = /7(?/7;—1_“(/71—1)7133”)
A(p—1)(n—1)

(2

1 n
T = — (yz'— Z a{kxk). (4.12)

a k=it+1
Rozwazmy réwnanie (4.1):
Ax=y.

W pierwszym kroku metody eliminacji Gaussa mnozymy pierwsze rownanie
w tym ukladzie przez a;1/a;; i odejmujemy kolejno od i-tych réwnan, gdzie
1=2,3,...,n. W wyniku tego otrzymamy ukltad réwnan:

AWx =y (4.13)

lub w jawnej postaci

agll)azl + aglz) o + ...+ a&) Tp = ygl)
a%) T2+ ...+ agL) Ty = yél)
aSZ) zo+ ... +alla, = ylb. (4.14)

Wyeliminowali$my w ten sposob pierwsza niewiadoma w réwnaniach o nume-
rach ¢ > 2.

Mnozymy nastepnie drugie réwnanie w uktadzie (4.14) przez ag) / a%) i odej-
mujemy od i-tego réwnania dla ¢ = 3,4,...,n. Eliminujemy wiec druga niewia-
doma x5 z réwnan o numerach ¢ > 3, otrzymujac nowy uktad:

Ay — y(g)’ (4.15)
lub
agzl) x1 + ag) x2 + a%) 3+ ...+ agi) Tn = y£2)
a§22) o + a%) 3+ ..+ agz) In = y§2)
a5122) T3+ ...+ afﬁ? Tn = 3/1(@2)- (4.16)

Procedure te kontynuujemy az do chwili otrzymania uktadu réwnan z macierza
tréjkatna
A Dx = y(=1) (4.17)
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lub

ag?_l)ml + ag_l):cg + agg_l)xg + ...+ agz_l)xn = ygn_l)
(n—1) (n—1) (n—1) (n—1)

(g9 T+ ay; T3+ ..t ay, T Tn = Y

alm Vg, = y;"(_éfﬁS)

nn
Nastepnie rozwiazujemy ten uklad korzystajac ze wzordéw (4.12).

Do wyznaczenia ta metoda rozwiazania wykonujemy, odpowiednio

1.3 2_1 13412 5
sn°+n°—3n, 3N°+5n° —gn (4.19)

mnozen i dzielen oraz dodawan. Catkowita liczba dziatan zalezy wiec potegowo
od n.

4.3 Rozktad LU macierzy

Bardzo pozytecznym dla zastosowan numerycznych jest rozklad danej macierzy
A na iloczyn dwéch macierzy trojkatnych L i U:

A=LU (4.20)
takich, ze
a1 a2 ... Qin 1 0 ... 0 Uil uU12 ... Uiln
a1 agy ... Qo2n l21 1 ... 0 0 u22 ... Ugn
=7 . N o | (d21)
anl1 Ap2 ... Qpn lnl lng o1 0 0 oo Upp

W takim przypadku wyznaczenie rozwiazania uktadu réwnan
Ax=L(Ux)=y (4.22)

polega na rozwiazaniu dwéch uktadéw réwnan liniowych z macierzami trojkat-
nymi
Lw=y, Ux =w, (4.23)

stosujac metode z poprzedniego rozdziatu.

Metoda eliminacji Gaussa prowadzi do rozktadu LU, gdyz kolejne jej kroki
sa réwnowazne operacji mnozenia przez odpowiednie macierze L(®):

A=) — p-Dpm=2) WA (4.24)
gdzie A1) jest macierza tréjkatna typu U. Podobnie dla wektora y:
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Kolejne macierze L to

1 00 ... 0
-l 1 0 0
LW = |[—-ls 0 1 0 lin= aﬂ/an, 1>1 (4.26)
—lp1 0 0 1
nastepnie
1 0 0 ... 0
0o 1 0 ... 0
L@ |0 —ls 1 ... 0 lo=aB/all), i>2 (427
0 =l 0 ... 1

gdzie aglk) to wspolczynniki macierzy

AW = LWA, (4.28)

w ktérej wyzerowane sa elementy pierwszej kolumny z wyjatkiem a(lll). Postepujac

w ten sposéb az do macierzy L") otrzymujemy wzér (4.24).

Macierze L(®) sa nieosobliwe, istnieje wiec dla kazdej z nich macierz odwrot-
na (L(i))*l, ktéra powstaje poprzez zamiane wystepujacych w L(®) minuséw na
plusy. Odwracajac wiec wzér (4.24), znajdujemy

A = LO)y"H@LE)y=t  (LO-D)=L (Al (4.29)

——
L U

Otrzymujemy w ten sposéb rozklad (4.21), gdyz A=Y jest macierza, tréjkatna
typu U, natomiast iloczyn kolejnych macierzy odwrotnych to macierz typu L:

1 0 0
by 1 ... 0

L= . (4.30)
lnl ln2 1

4.4 Metoda Doolittle’a

Wspoélezynniki macierzy L i U mozna takze znalezé bezposrednio traktujac
(4.21) jako uklad n? réwnan na n? poszukiwanych wspétczynnikéw l;; (i > j)
oraz u;; (1 < j).

Rozwazmy dla uproszczenia n = 3

ail a2 a3 1 0 O Uil U2 U13
a21 a2 A3 | = 121 1 0 0 u22 U223 | . (4.31)
azy azz ass 31 I3 1 0 0 ‘uss
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Mnozac pierwszy wiersz macierzy L przez kolumny macierzy U, otrzymujemy

uilp = an
U2 = a2
uis = ais. (4.32)

Mnozac drugi wiersz macierzy L przez kolumny macierzy U, znajdujemy

lorurr = as1, lo1 w12 + u22 = aga, lo1u13 + u23 = a9z,

skad przy zalozeniu uq1 # 0 mozna wyznaczyé

lo1 = ag1/un
Uy = a2 — la1u12
uU23 = ag3 — l21 (ARE (4.33)

Mnozac trzeci wiersz macierzy L przez kolumny macierzy U, dostajemy
ls1u11 = az, ls1u12 +l32u22 = asz, l31u13 + l32 u23 + ugs = ass,

co przy zalozeniu uss # 0 prowadzi do

31 = asi1/un
l3o = (asz — l31u12)/uge
uzz = azz — l31u13 — l32u23. (4.34)

YLatwo stad wydedukowaé wzoér dla macierzy o dowolnym wymiarze n.

i—1
Uiy = Qij — Z lik ugj 1< J (4.35)
k=1
1 -t
lij = — | aij — Z ik ugj | 1> (4.36)
Ujg 1

Zauwazmy, Ze obliczajac [;; wykorzystujemy elementy macierzy L poprzedzajace
ten element w wierszu oraz elementy macierzy U w wierszach powyzej. Podob-
nie, dla obliczenia w;; wykorzystujemy obliczone juz elementy macierzy L w
wierszu oraz elementy macierzy U w wierszach powyzej. W ten sposob powyzsze
wzory definiuja algorytm rozktadu LU, w ktérym obliczamy kolejne elementy
macierzy L i U poruszajac sie wzdtuz wierszy od lewa do prawa z géry na doét.

Pozostaje do wyjasnienia co nalezy zrobi¢ jesli w trakcie obliczania pojawi sie
ujj = 0 dla j <n. Nalezy wtedy zamienia¢ wiersz j z wierszem j+ 1 lub wyzszym
do chwili gdy nowe u;; jest rézne od zera, a nastepnie powtérzy¢ algorytm od
poczatku. Znaleziony w ten sposéb rozklad LU bedzie odpowiadal macierzy
A 7z przestawionymi wierszami. Pojawienie sie natomiast wu,, = 0 nie stanowi
przeszkody, gdyz oznacza to, ze wyznacznik macierzy A wynosi 0.

Przedstawiona metoda nazywa sie metoda Doolittle’a. Rozwiazujac przy jej
pomocy uklad réwnan (4.1) wykonuje sie tyle samo dzialan algebraicznych co
w metodzie eliminacji Gaussa. Zaleznosé od n jest wiec potegowa.
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4.5 Wyznacznik macierzy

Rozkladu LU umozliwia takze policzenie wyznacznika macierzy A, korzystajac
z wlasnosci wyznacznika iloczynu macierzy:

det A = detL-det U (4.37)

oraz z faktu, ze wyznacznik macierzy trojkatnej jest iloczynem liczb na diago-
nali. Tak wiec ostatecznie otrzymujemy

det A = [ v (4.38)
=1
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Wyktad 5

Interpolacja

5.1 Wielomian interpolacyjny Lagrange’a

Poszukujemy ogolnej zaleznosci funkcyjnej w sytuacji gdy znamy te zaleznosé
w (n+ 1) punktach:
rg X1 ... ITp

Yo Y1 - Yn- (5.1)

Punkty x; nazywamy wezfami interpolacji, przy czym z; < x; dla i < j. Pro-
blem ten ma jednoznaczne rozwiazanie jesli poszukiwana funkcja jest wielomian
stopnia n

Wh(z)=av+ar1z+...+apz". (5.2)

Wspoélezynniki wielomianu a; musza by¢ tak dobrane by wielomian W,, prze-
chodzil przez kazdy punkt (x;,y;):

yi = Wa(x;) i=0,1,...,n. (5.3)
Warunek ten prowadzi do ukladu liniowego (n+ 1) réwnan na (n+ 1) nie-
wiadomych wspoétezynnikéw wielomianu a;:
ap+ a1 xo+ ... + anxi = Yo
ap+ar1x1+ ... +apx? =y
ap+ a1 Tn+ ... +anx; = Yn, (5.4)

lub zapisujac w postaci macierzowej

1 xg x% N ) ag Y0
1 x x% R A ai Y1
. = (5.5)
1 2 n
Tn T xy an UYn
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Jednoznaczne rozwiaznie powyzszego uktadu rownan istnieje gdyz wyznacznik
macierzy gtéwnej (zwany wyznacznikiem Vandermonde’a) jest rézny od zera

det = H (xi—xj) # 0. (5.6)
(4.9)i>7
Istnieje wiec dokladnie jeden wielomian interpolujacy (5.2) przechodzacy przez
punkty (5.1), zwany wielomianem Lagrange’a.

Aby znalezé jawna posta¢ wielomianu Lagrange’a nalezy rozwiazaé¢ uktad
réwnan (5.5). Dzieki warunkowi jednoznacznosci alternatywna metoda jest po-
szukiwanie wielomianu w postaci

[Wa(2) = yoLo(®) + y1 L1(2) + - + yn Lu(=), (5.7)

gdzie L;(z) sa wielomianami stopnia n spelniajacymi nastepujacy warunek

o 1 dlai=j
Lila;) =0 = { 0 dlai##j. (58)
Speliony jest wtedy warunek (5.3) nalozony na wielomian Lagrange’a:
n n
Wi(2;) = yiLi(z;) =Y yidij =y (5.9)
i=0 i=0

Zgodnie z warunkiem (5.8) kazdy wielomian L;(x) zeruje sie we wszystkich
weztach z wyjatkiem z = z;. Jest wiec proporcjonalny do iloczynu wszystkich
jednomianéw (x — ;) z wylaczeniem czynnika (z —z;):

Li(z) =a(z —x0)...(x —zi—1)(x —Tit1)...(x —xp). (5.10)

Wspélezynnik a wyznaczamy z warunku L;(z;) = 1, co prowadzi do wzoru

(r —x0) .. (x —zi—1) (& —i31) ... (. —xp)
(l’i—l’o)...(l’i—1'1;1)(:L‘i—l‘prl)...(l'i—l'n)

Li(z) = (5.11)

Wyrazenia (5.7) i (5.11) tworza ostateczna posta¢ wielomianu interpolacyjnego
Lagrange’a.

Przyklad
Rozwazmy interpolacje zaleznosci funkcyjnej okreslonej w trzech weztach
g, x1,T2. Wielomian Lagrange’a przyjmuje postac

(r—x1)(x —x2) (x—x0)(x—2x2) (x—x0)(x—21)

Walz) = wo (wo—a1)(wo—w3) ' (w1 —z0)(wi—32) | (w2 —wo)(w2— 1)

Podsumowujac, interpolacja przy pomocy wielomianu Lagrange’a jest jed-
noznacznym rozwiazaniem problem znalezienia funkcji, przechodzacej przez za-
dane punkty. Poniewaz prawdziwa zaleznos¢ funkcyjna nie jest znana, pytanie
o blad interpolacji nie ma sensu.
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5.2 Interpolacja Lagrange’a znanej funkcji

Czesto w zastosowaniach numerycznych mamy do czynienia z problemem przy-
blizenia znanej funkcji y = f(x) w przedziale [a,b] przy pomocy wyrazenia wy-
korzystujacego znajomosé tej funkcji w skoniczonej liczbie punktéw z tego prze-
dzialu. Wybierzmy w tym celu (n+ 1) weztéw

a=1r9g<x1 < ...<xTp=">b (5.12)
i znajdzmy odpowiadajace im wartosci funkcji

flxo) flx1) . flan). (5.13)
Przyblizmy nastepnie funkcje przy pomocy wielomianu Lagrange’a (5.7):
Wi(z) =" f(a:) Li(z). (5.14)
i=0
Zakladajac, ze istnieje (n+ 1) pochodna f mozna pokazaé¢ (dowdd w [1]), ze

FE)

f(x)=Wha(z) = ) wn+1(2) (5.15)

gdzie £ € [a,b], natomiast wy,11(x) to wielomian stopnia (n+1):
Wnt1(z) = (z—x0)(x—21) ... (T — 1) - (5.16)

Ze wzoru tego wynika, ze maksymalny blad interpolacji Lagrange’a jest ograni-
CzZONy przez

Mn+1
() = Wala)| < gty o (@) (5.17)
gdzie M, 41 to kres gérny
My = sup |f0H) ()] (5.18)
z€[a,b]

Zauwazmy, ze dla wielomianéw stopnia n pochodne rzedu > (n+ 1) znikaja.
Stad M,,+1 =0 i btad interpolacji Lagrange’a wynosi zero. Prawdziwe sa zatem

Twierdzenia
Dla kazdego wielomianu stopnia n, interpolacja Lagrange’a z liczbg weztow
> (n+1) jest dokladna.

Interpolacja Lagrange’a przy pomocy (n+1) wezléw jest dokladna dla kaz-
dego wielomianu stopnia < n.

Powstaje pytanie, jak dobra¢ wezty interpolacji by prawa strona wyrazenia
(5.17) byta jak najmniejsza. Nalezy w tym celu znalez¢ najmniejsze oszacowanie
kresu gérnego wartosci |w(,11)(7)| w przedziale [a,b]. OdpowiedZ na to pytanie
otrzymujemy rozwazajac wielomiany Czebyszewa.
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5.3 Interpolacja przy pomocy funkcji sklejanych

Dla kazdego ukladu (n+1) wezléw w przedziale [a,d] istnieje funkcja ciagla w
tym przedziale, dla ktorej metoda interpolacyjna nie jest zbiezna. Dla takiej
funkcji zwiekszenie liczby wezléw pogarsza dokladnosé interpolacji (zwlaszcza
blizej koncéw przedzialu). Przykladem jest funkcja f(z) = |z| interpolowana
przy pomocy réwnoodlegltych weztéw.

W interpolacji przy pomocy funkcji sklejanych mozna osiagnaé bardzo dobra
dokladno$é przy pomocy malej liczby wezléw. Rozwazmy (n+ 1) wezléw oraz
n odpowiadajacych im przedziatow:

[0, z1] U [z1,22] U ... U [Zp_1,Zn], (5.19)
numerowanych indeksem prawego konca przedziatu.

W kazdym przedziale funkcja f(z) jest interpolowana przy pomocy wielo-
mianu trzeciego stopnia:

H(:U) = ap; +a1;T + a2i$2 + CL3,‘$3, (5.20)

gdzie 1 =1,2,...n. Otrzymujemy wiec n wielomianéw o 4n wspoétczynnikach do
wyznaczenia. Nakladamy na nie nastepujace 4n warunkéw, ktore prowadza do
jednoznacznego rozwiazania.

1. Na brzegach kazdego przedzialu spetnione jest 2n warunkoéw interpolacji:

Pi(zi—1) = f(zi—1)

gdzie i =1,2,...n.

2. W punktach wewnetrznych {z1,...,2,—1} spelnione jest 2(n —1) warun-
kéw ciaglosci dla pierwszych i drugich pochodnych:

P/(zi) = Ply(x)

P/"(x;) = P/iy(xi), (5.22)

gdzie i =1,2,...(n—1).

3. W punktach zewnetrznych {zo,z,} zadamy dla drugich pochodnych:

P/(z0) = f"(0)
Pl (zn) = f"(xn). (5.23)

Stad dwa warunki.

W sumie otrzymujemy {2n+2(n— 1)+ 2} = 4n poszukiwanych warunkéw.

33



Wyktad 6

Interpolacja optymalna

6.1 Wielomiany Czebyszewa

Wielomian Czebyszewa stopnia n jest zdefiniowany przy pomocy wzoru

’Tn(:c) = cos(narccosx)‘ (6.1)

dlan=0,1,2,... oraz x € [—1,1]. Z definicji tej wynika wazna relacja

|T(x)| < 1. (6.2)
Dwa pierwsze wielomiany Czebyszewa to

To(z) = 1

Ti(x) = z. (6.3)

Kolejne wielomiany mozna wyliczy¢ korzystajac z relacji rekurencyjnej stusznej
dla wartosci stopnia wielomianu n > 1:

| Toy1 () = 22Ty (2) = T 1 (@), (6.4)

Dowéd
Podstawiajac ¢ = arccosx, rozwazmy

Tht1(x) = cos(n+1)¢ = cos(neg) cos¢ — sin(ne) sin @

= zT,(x) — sin(ng) sing. (6.5)
Wykorzystujac nastepnie tozsamo$¢ trygonometryczna
sinasinB = 1 {cos(a— B) —cos(a+ )} (6.6)
otrzymamy

Toy1 = T, — g{cos((n—1)¢) —cos((n+1)$)}

= 2T, — 5 (Tn-1—Tht1) - (6.7)

Stad wynika juz relacja (6.4).
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Tak wiec nastepne wielomiany Czebyszewa to
Tr(z) = 22% -1
T3(z) = 42° -3z
Ty(z) = 8z —8z%+1. (6.8)
Widaé stad, ze wielomian 7}, jest funkcja o okreslonej parzystosci, dodatniej dla

parzystych n i ujemna dla nieparzystych wartoéci stopnia wielomianu. Ponadto,
rozwazajac wspoélczynnik przy najwyzszej potedze zauwazamy, ze

Tp(x) =2""ta" 4 ... (6.9)
Kazdy wielomian Czebyszewa stopnia n ma dokladnie n pierwiastkdéw rze-
czywistch. Aby je znalezé rozwiazujemy rownanie
T, (z) = cos(n arccosz) =0, (6.10)
otrzymujac nastepujace pierwiastki dla k=0,1,...,n—1

Tk ZCOSW (6.11)

Dowolny wielomian Czebyszewa mozna wiec zapisa¢ w postaci
To(z) = 2" Yz —zo)(z—x1)...(x—2p_1) = 2" L w,(2), (6.12)

gdzie wspotezynnik 2"~ wynika z uwagi (6.9).

6.2 Optymalny wybor weztéw interpolacji
Rozwazmy najpierw funkcje f(x) okreslona na przedziale [—1,1]. Oszacujemy
maksymalna warto$¢ kresu gérnego wartosci |w(,41)(z)| w tym przedziale. W
tym celu wybierzmy (n+ 1) weztéw interpolacji bedacych zerami wielomianu
Czebyszewa T 41(x):

m(k+1/2)
(n+1)

Na podstawie relacji (6.12) oraz wlasnosci (6.2) otrzymujemy dla tak wybranych
weztéw relacje

X = COS k=0,1,...n. (6.13)

1

1
wni1(@) = o [T ()] < 5 (6.14)

Wzér (5.17) przyjmuje wiec teraz postaé

Mn+1
—W, < —1 1
@)= Walo)] < ool (6.15)
gdzie M, +1 to kres gérny wartoéci modutu (n+ 1) pochodnej funkcji f:
Mpyy = sup [f"H ()] (6.16)

ze[—1,1]

OtrzymaliSmy w ten sposéb najmniejsze oszacowanie maksymalnego bledu in-
terpolacji Lagrange’a.
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6.3 Wzory dla dowolnego przedziatu

Rozwazmy nastepnie funkcje f(y) okreslona w dowolnym przedziale [a,b]. Opty-
malnie wybranymi wezlami sa teraz obrazy zer (6.13) poprzez transformacje
liniowa,

Y =3{(b—a)zr+(a+b)}, (6.17)
Latwo sprawdzié¢, wszystkie obrazy wezléw Czebyszewa leza w przedziale [a,b].

Zastosujemy teraz wzory z poprzedniego rozdziatu do y € [a, b

i (b—a)"tt L
wWnt1(y) = H (y—ur) = Tontl H (z— k)
k= k=0
1

0
N (b;“>”+ wn41 () (6.18)

Wykorzystujac nastepnie relacje (6.14) otrzymujemy

b_ n+1 1
“) (6.19)

o)l < (7)o

Stad najmniejsze oszacowanie btedu maksymalnego interpolacji Lagrange’a

—a n+1
1f(y) = Wa(y)] < 2,1](\741”111)! <b2 ) (6.20)

gdzie M, +1 to kres gérny wartoéci modutu (n+ 1) pochodnej funkcji f:

M1 = sup |f™F(y)). (6.21)
y€la,b]
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Wyktad 7
Aproksymacja

W wielu przypadkach przyblizanie zaleznosci funkcyjnej poprzez wielomian
przechodzacy przez wszystkie znane punkty nie jest dobra metoda, w szcze-
gbélnosci, gdy punkty sa obarczone bltedem lub gdy jest ich bardzo duzo. W
tym ostatnim przypadku stopienn wielomianu Lagrange’a bylby bardzo wysoki
co prowadzi¢ moze do niestabilnos$ci numerycznych.

Zmnacznie lepsza metoda jest wtedy aproksymacja przy pomocy wzglednie
prostej funkcji, tak by byta ona jak najmniej “odlegla” od aproksymowanej
funkcji. Metode te zilustrujemy na poczatek w najprostszym przypadku, gdy
dobrym przyblizeniem jest zalozenie o liniowej zaleznosci funkeyjnej.

7.1 Regresja liniowa

Zal6zmy, ze mamy do czynienia z N wezlami {xg,z1...xx-1} i odpowiadaja-
cymi im wartosciami {yo,y1 ...yn—1}. Zalézmy, ze dobra poszukiwana zaleznoécia
jest funkcja liniowa

y=azr+b, (7.1)

gdzie parametry a i b pozostaja do wyznaczenia. Utwérzmy w tym celu funkcje

N-1
S(a,b) = > {yr— (az+b)}” (7.2)
=0

bedaca suma kwadratéw odleglosci punktéw (g, yx) od prostej (7.1), mierzo-
nych wzdiuz ost y. Dobierzmy nastepnie parametry a i b tak, by wartosé¢ tej
funkcji byta jak najmniejsza. Rozniczkujac, otrzymamy

0 = > (—22) (ye — az —b) = 0

a k=0

os =

b = Z (—2)(yr —axp —b) =0, (7.3)
k=0

37



Stad dostajemy uktad rownan na wspoétczynniki a i b:

a(d_z) +b0> ak) = > xryk
k k k

a(d z) +003°1) = Y u. (7.4)
k k k

lub w postaci macierzowej

>k Tk N b >k Yk
WykorzystaliSmy przy tym obserwacje ZZ;(IJ 1 = n. Rozwiazanie zadane jest
poprzez wzory Cramera

_ Nkmeyr) — (e mr) Ok yr)
N(Xpap) — (Cpwr)?

b (ki) (Cryr) — (Crenyr) (Crzr) '
N(Ekl’%) — (Xkn)?

(7.6)

Uogélnienie tej metody polega na rozwazeniu zaleznosci wielomianowe;j
y=ao+arz+...+ayz™ (7.7)

i minimalizacje ze wzgledu na wspétczynniki tego wielomianu nastepujacej réz-
nicy
N-1 9
S(ai): Z{yk—(ao+a1x+...+aMa:M)} . (78)
k=0
Zwréémy uwage, ze na ogoét liczba punktéow N, w ktérych znamy aproksymo-
wana funkcje, jest duzo wieksza od stopnia wielomianu aproksymujacego M.

7.2 Aproksymacja sredniokwadratowa

Przedstawiona w poprzednim rozdziale metoda jest przykladem aproksymacji
sredniokwadratowej. W ogdlnoéci, znajac N wezléw {xg,x;...2n_1} oraz odpo-
wiadajacych im wartosci {f(zo), f(z1),... f(zn—-1)}, nieznanej na ogé! funkeji,
chcemy ja aproksymowadé przy pomocy wyrazenia

F(z) = coppo(x) + c1d1(x) + ... + eapr o (), (7.9)

gdzie
{¢o(x), ¢1(x), .- dar(x)} (7.10)

jest uktadem dogodnie wybranych funkcji bazowych. W przyktadzie (7.8) funk-
cjami bazowymi sa jednomiany ¢, (x) = ™. Zauwazmy, ze liczba wezléw N jest
niezalezna od liczby funkcji bazowych (M +1).
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Wspoétczynniki ¢, sa tak dobrane by zminimalizowaé odleglo$¢ pomiedzy
funkcja dokladna f(z) i przyblizona F'(z), zdefiniowana poprzez:

N-1
S(ei) = > {f(xn)— F(z)}”
k=0

N-1

= > {f(zr)—cogo(zr) — crdr(n) — ... — eprdar(ag)} . (7.11)

k=0

Rézniczkujac po parametrach otrzymujemy dla kazdego parametru c,:

o5 4l
den > (=2)pulxi){f(zr) —codo(ar) — c1d1(xr) — ... — eardnr(ar)} = 0.

k=0
Stad nastepujacy uklad réwnan na poszukiwane wspotczynniki porozwazeniu

kolejnych wskaznikéw n=0,1,... M:

(¢0,90)co + (o, 01)c1 + -+ (¢o,om) e = (¢o,f)
(p1,00)co + (P1,01)c1 + -+ + (¢1,0M) cm (¢1,f)

(én,00)co + (N, P1)c1 + -+ (dN,dm) e = (ON, f), (7.12)

Wielko$é (¢, dm) dla n,m =0,1,... M to peudo-iloczyn skalarny', zdefinio-
wany przy pomocy dyskretnego zbioru wezléw {xzy}:

N-1

k=0

Rozwiazanie uktadu (7.12) jest szczegélnie proste, gdy uklad funkcji bazo-
wych jest ortogonalny:

W réwnaniach (7.12) pozostaja tylko sktadowe diagonalne i stad

(6o, f) Tk ¢n($k)f( k)
(¢n 7¢n) Z ¢n(xk) .

dlan=0,1,..., M. Ostatecznie funkcja aproksymujaca to

(7.15)

Cp =

W nastepnych rozdziatach przedstawimy przyktady dwdch szczegdlnie waz-
nych realizacji powyzszego rozwiazania. Rozwazymy aproksymacje przy pomocy
wielomianéw Czebyszewa oraz funkcji trygonometrycznych.

! Pseudo-, gdyz nie jest spelniona wlasnosé iloczynu skalarnego (bn,pn) =0 => on(x)=
0. W takim wypadku funkcje ¢n (x) musza sie zerowaé tylko w weztach xy,.
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Wyklad 8

Przyklady aproksymacji

8.1 Aproksymacja Czebyszewa

Wybierzmy N weztéw {zg,z1...zx-1} bedacych zerami wielomianu Czebysze-
wa:

Tn(zg) =0 (8.1)

Zgodnie ze wzorem (6.11) wezly

m(k+1/2)

N k=0,1,...(N=1). (8.2)

T, = COS

Wielomiany Chebyszewa {Ty,T1,...,Tn—1} sa ortogonalne wzgledem peudo-ilo-
czynu skalarnego (7.13) z powyzszymi weztami.

N dla n=m=0
N-1
(T Tw) = Y Tlaw) Tm(zk) = $ N/2 dla n=m#0 (8.3)
k=0
0 dla n#m

gdzie n,m =0,1,...(N —1).

Dowéd
Rozwazmy peudo-iloczyn skalarny dla 0 < n,m < (N —1):

= = m(2k+1) m(2k+1)
Tolxp) T (xE) = cos(n——=)cos|m——|. 8.4
3 Taen) Tl = 3 cos(n 750 Jeos (50 (8

1. Dla n = m = 0 otrzymujemy sume réwna, N.

2. Rozwazmy nastepnie przypadek n # m. Korzystajac ze wzoru

cosa cos B = ${cos(a+ B) + cos(a— )} (8.5)
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otrzymujemy

(T, Tyn) = % 1:2:—%1 {cos ((2k+ 1) W) + cos ((2k+ 1) W) }

(8.6)
Policzmy nastepnie dla dowolnego kata ¢ # 0:
N-1 N-1
Z cos(2k+1)¢p = Re Z !k+1)9
k=0 k=0
= Re {ew (14e*? ... +e2i(N_1)¢)}
5 1—eiNe sin(2N ¢)
e 7’¢ e
Re{e T } Ssind (8.7)
Podstawiajac
m(n£tm)
= 0 8.8
ox v 70 (8.8)
otrzymujemy dla wzoru (8.6)
(T, T,) = sinT(n—m) sinw(n+m) (8.9)

4sin ¢4 4sin ¢_
Wyrazenie to znika dla n # m ze wzgledu na zerowanie sie sinuséw w
liczniku. Stad warunek ortogonalnosci dla wielomianéw Czebyszewa.

3. Dla n = m # 0 réwnanie (8.6) przyjmuje postaé

N-1

(T,,T,) = % > {1 +cos(2k+1)7;\?} —

N
k=0 2

(8.10)
gdyz z réwnania (8.7) dla ¢ = mn/N wynika, ze suma cosinuséw daje zero.

Mozemy wiec aproksymowaé przy pomocy wielomianéw Czebyszewa funkcje
f(z) okreslona w przedziale [—1,1]:

1 N-1
f(z) ~ 5 Co + Z enTn(z). (8.11)
n=0

Wspolezynniki ¢, sa wyliczone ze wzoru (7.15), w ktérym ¢, (x) = Tp,(x):

N—

2
=% z:: (8.12)

,_.

gdzie dla n = 0 podstawiliSmy dwukrotnie wicksza wartosé¢ cg niz ta wynikajaca
z normalizacji: (Tp,Tp) = N. Stad wspolczynnik 1/2 we wzorze (8.11).

W sumie (8.11) mozna zachowaé jedynie M < (N —1) skladnikéw przy nie-
zmienionych wspotczynnikach c¢,. W wiekszoéci przypadkéw staja sie one coraz
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mniejsze dla rosnacych wartosci wskaznika, natomiast kazdy wielomian Czeby-
szewa jest ograniczony warunkiem (6.2). Nie popelniamy w ten sposéb duzego
btedu odrzucajac wyrazy z n > M. Stad ostateczny wzor

M<N
f(z) ~ 5 €0 + Z enTn(x) (8.13)
n=0

Podsumowujac, kluczowym punktem w aproksymacji Czebyszewa jest zna-
jomosé funkeji f(x) w wezlach Chebyszewa. Na tej podstawie konstruuje sie
wspOlcezynniki (8.12), a nastepnie przyblizenie (8.13).

8.2 Aproksymacja Czebyszewa w dowolnym przedzia-
le

Rozwazmy aproksymacje funkcji f(y) okreslona dla y € [a,b]. Niech
y:y(l‘), S [_lal] (814)

bedzie dowolna transformacja bijektywna odwzorowujaca [—1,1] — [a,b]. Trans-
formacja odwrotna to

=y (y), y € [a,b]. (8.15)

Zdefiniujmy nowa funkcje okreslona dla z € [—1,1] wzorem:

flx) = fly(z)), (8.16)

a nastepnie zastosujmy do niej wzér aproksymacyjny (8.13):

1 M<N

fz) ~ 50 + Z cinTy(x). (8.17)
n=0

Podstawiajac po prawej stronie relacje odwrotna x =y~ !(y), otrzymujemy apro-
ksymacje funkcji f(y):

fly) = e+ D enTuly™(y)) (8.18)

gdzie wspétezynniki ¢, dla n=0,1...(N —1) sa zadane przez

) N-1
tn =+ > Tulx) flyr) (8.19)
k=0

Punkty yr = y(xr) w powyzszym wzorze sa obrazami wezléw Czebyszewa (8.2).
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Przyklad
Rozwazmy transformacje liniowg

y=vy(x) = %{(b—a)x-}—(a—i—b)} (8.20)
przeprowadzajaca
ze[-1,1] = yé€la,lb] (8.21)
Transformacja odwrotna to

_ 2y—a—>b

— (8.22)

z =y y)

8.3 Aproksymacja trygonometryczna

Aproksymacje te stosujemy, gdy mamy do czynienia z funkcja okresowa f(z) o
okresie 27. Zalézmy, ze znamy te funkcje w parzystej liczbie 2N réwnoodleglych
punktéw z przedziatu [0, 27]:

km
N b
Wilasciwym ukladem funkcji bazowych dla aproksymacji (7.9) sa wtedy funkcje
trygonometryczne wraz ze stala

k=0,1,....,(2N —1) (8.23)

T —

{1, sinz, cosz, sin2z, cos2x ... sin(N —1)z, cos(N—1)z} (8.24)

Zbioér tych funkcji jest ortogonalny wzgledem peudo-iloczynu skalarnego (7.13)
z punktami (8.23).

Dowéd
Zachodzi bowiem dla 1 <n < (N —1):

2N—-1 2N—-1

Z oI Z {cos(nxy,) + isin(may)}
k=0

k=0

2N-1 1_ei27rn

_ (inm/N)k __ _
= ) e = ———= =0 (8.25)
= 1 —einm/N

Stad relacje ortogonalnosci

2N-1
Z sin(nzg)-1 = 0
k=0
2N—1
Z cos(nzg)-1 = 0
k=0
2N—1
> 11 =2N.
k=0

43



Ponadto dla 1 < n,m < (N —1) mamy

2N—1 1 2N-1

Z sin(nxy) - sin(mzxy) = 3 Z {cos(n —m)zy, — cos(n+m)zr} = N Spm,
k=0 k=0
2N—1 12N-1

Z cos(nzy) - cos(mzxy) = 5 Z {cos(n —m)zy + cos(n+m)xr} = N dpm
k=0 k=0

2N—1 1 2N-1

Z cos(nxy) - sin(mxy) = B Z {sin(n —m)zy + sin(n+m)xx} = 0.

k=0 k=0

Stad, aproksymujac funkcje f(x) przy pomocy funkcji trygonometrycznych,
otrzymujemy

1 N-1
f(z) =~ 540 + Z {an cos(nx) + bysin(nz)}. (8.26)
n=1

Wspélezynniki a,, i b, dla n=1...(N —1) mozna wyliczy¢ ze wzoru (7.15):

1 2Nl
an = > f(wg) cos(nay)
k=0
1 2Nl
b, = N Z f(zk) sin(nxy) , (8.27)
k=0
natomiast
1 2N-1
a= O fla). (8.28)
k=0

8.4 Wzory dla dowolnego okresu

Zastosujmy powyzsza aproksymacje do funkcji czasu o okresie T

fe)=f@t+7T). (8.29)
Zdefiniujmy nowa funkcje f(z) o okresie 27:
fla)=f(t) (8.30)
przy pomocy transformacji: 7
t=ao—. (8.31)

Aproksymujemy funkcje f(x) za pomoca wzoru (8.26), a nastepnie podstawiamy
po prawej stronie transformacje odwrotna

2
= —t. 8.32
r= (8.32)
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Otrzymujemy w ten sposob dla funkeji f(¢):

N-1

ft) ~ %ao + 2:31 {an cos (2;71 t) + b, sin (27;@ t)} (8.33)

Wspdtezynniki a,, i b, sa teraz zadane wzorami:

1 2N-1
an = 5 Z f(tx) cos(nxy) (8.34)
k=0
1 2N-1
bn = > f(t) sin(nay), (8.35)
k=0
oraz
| 2N-1
w=" X S, (8.36)
k=0

w ktérych wielkosci ¢, dla n =0,1,...(2N — 1) sa obrazami weztéw (8.23) po-
przez transformacje (8.31):

T T
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Wyktad 9

Ro6zniczkowanie

9.1 Metoda z aproksymacja

W metodzie tej najpierw aproksymujemy funkcje, ktérej pochodna chcemy zna-
lez¢ przy pomocy jednej z metod opisanych w poprzednim rozdziale:

M

fl@) =) cndnl), (9.1)

n=0

gdzie ¢, (x) to znane i rézniczkowalne funkcje bazowe, np. jednomiany x™ lub
wielomiany Czebyszewa T),(z). Przyjmujemy, ze pochodna tej funkcji to

M

fla) =) endl(2) (9-2)

n=0

Podobnie postepujemy przy obliczniu wyzszych pochodnych.

9.2 Metody z rozwinieciem Taylora

Ta metoda rézniczkowania wykorzystuja rozwiniecie Taylora funkcji. Zaklada-
jac, ze rozwiniecie takie istnieje w otoczeniu punktu x, mamy

h? h3
flath) = f@)+ f'@)h+ (@) 5 + (@) 57 + O (9:3)
gdzie symbol O(h*) oznacza reszte rzedu h?, tzn
h4
]llii% 024 ) = const. (9.4)

Aby obliczy¢ pierwsza pochodna wykorzystujemy wzér zapisany z dokla-
dnoécia do cztonu liniowego w h:

f@+h) = f(z)+ f(x)h + OR?).,
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Stad wynika

f’(l‘) _ f($+h})L_f(x)

Aby poprawi¢ dokladno$é oblicznej w ten sposéb pochodnej wykorzystujemy
dwa rozwiniecia Taylora zapisane z doktadnoécia h?:

+O(h). (9.5)

h2
Jla+h) = f@)+ f'@)h+ () 5 + O(h?)
/ " h2 3
fla=h) = f(z) = fx)h+ fi(2) 5 — OR7). (9.6)
Po odjeciu stronami wyrazenia z parzystymi potegami h upraszczaja sie i stad
dostajemy

flz+h)—flz—h)
2h

f(z) = + O(h?) (9.7)

Znajac wiec warto$c funkcji w punktach sasiednich (x — h) oraz (z+ h), popra-
wiamy dokladno$é¢ pierwszej pochodnej.

Dodajac stronami wyrazenia (9.6) otrzymujemy wzor na druga pochodna

fle+h)=2f(z)+ flx—h)
h2

f(x) = + O(h?) (9.8)

Rzad reszty wynika z faktu kasowanie sie wyrazen z nieparzystymi potegami h
przy dodawaniu stronami.

9.2.1 Wieksza dokladnosé

Lepsza doktadno$é¢ obliczanych pochodnych mozna uzyskaé¢ rozwazajac rozwi-
niecia Taylora zapisane z doktadnoscia do piatej potegi h dla wartoséci funkcji
w czterech punktach: f(x—2h), f(x —h), f(x+h), f(z+2h).

Jako pozyteczne ¢wiczenie nalezy udowodnié, ze w takim przypadku dla
pierwszej pochodnej otrzymujemy

Flz—2h) —8f(x—h) +8f(x+h) — f(z+2h)

o0 +O(hY). (9.9)

fi(x) =

Natomiast druga pochodna jest dana przez wyrazenie

—f(x—2h)+16f(x—h)—30f(x)+16f(x+h) — f(x+2h)

252 +O(hY).

(9.10)

(@) =
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9.3 Wyzsze pochodne

W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ wzory na wyzsze pochodne, korzysta-
jac z wyprowadzonych wczesniej formut dla nizszych pochodnych. Na przykilad,
aby obliczy¢ trzecia pochodna odejmujemy od siebie dwa rozwiniecia

h? h?
Fle+h) = f(@)+ f@)h+ @) 5 + (@) 55 + O(h?)
h? h?
fle=h) = f@) = f@h+ @) 5 = @) 5+ ORh,  (9.11)

otrzymujac

flath)—flz—h)  f(z)

3 o+ O(h?). (9.12)

f"(a) =3
Zwr6oémy uwage, ze podstawienie wzoru (9.7) w miejsce pierwszej pochodnej w
powyzszym wzorze daje reszte O(1), niezalezna od odchylenia h. JesteSmy wiec
zmuszeni do uzycia dokladniejszego wzoru (9.9), prowadzacego do

—f(x—=2h)+2f(x—h)—2f(x+h)+ f(x+2h)

573 + O | (9.13)

7"(z) =
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Wyktad 10

Zera funkcji

Nie kazde réwnanie (lub uklad réwnail) mozna rozwiaza¢ dokladnie. Na przy-
ktad, nie mozna podaé¢ ogdlnych wzoréw na rozwiazanie dowolnego réwnanie
algebraicznego stopnia wyzszego niz cztery.

Rozpatrzmy zagadnienie znajdowania pierwiastka réwnania

f(@) =0 (10.1)

w pewnym przedziale. Zakladamy, Ze jest to pierwiastek jednokrotny, tzn. w
jego otoczeniu

flx)~(x—2). (10.2)
Prezentowane ponizej metody mozna stosowaé gdy znamy przedzial, w kté-
rym znajduje sie pierwiastek. Nalezy wiec wczes$niej okresli¢ taki przedzial, na
przyklad rysujac wykres funkcji y = f(z).

10.1 Metoda potowienia

Zakladamy, ze funkcja f(x) jest ciagla w przedziale [a,b]. Zgodnie z twierdze-
niem Bolzano-Cauchego, jesli na koricach tego przedziatu wartosci funkcji maja
przeciwne znaki,

f(a) f(b) <0, (10.3)

to wewnatrz przedziatu znajduje sie co najmniej jeden pierwiastek réwnania

(10.1).

Zgodnie z uwaga z poprzedniego rozdzialu zakladamy, ze jest to pierwiastek
jednokrotny. W pierwszym kroku dzielimy przedzial [a,b] na polowe
a+b
To = . (10.4)
2
Jezeli f(xg) =0 to xp jest poszukiwanym pierwiastkiem. W przeciwnym wy-
padku pierwiastek lezy w tym z przedziatlow

[a,x0] lub [z0,b],
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na koncach ktérego funkcja f ma przeciwny znak. Dzielimy ten przedzial na
polowe otrzymujac x1. Zauwazmy, ze dlugosé¢ nowego przedziatu to

Ar= %(b—a). (10.5)

W wyniku wielokrotnego zastosowania tej procedury otrzymujemy pierwiastek
Z lub ciag punktéow x,, bedacych $rodkiem przedziatu o dtugosci

A, = 2%(5— a) (10.6)

Po dostatecznie duzej liczbie krokow dlugosé takiego przedziatu jest dowolnie
mala. Zadajac wiec dokltadnosé €, przerywamy procedure przy n takim, ze

A, < 2e. (10.7)

Poszukiwanym pierwiastkiem jest wtedy

T =z, te, (10.8)

Przyklad
Rozwiazemy réwnanie exp(—z) = x. W tym celu poszukajmy zer funkcji
f(z) = x—exp(—x). (10.9)

Zero znajduje sie przedziale [0,1] gdyz f(0) = —11 f(1) ~ 0.63. Kolejne
wartosci srodkéw przedziatow x,, wraz z dlugosciami A,, /2 to

o | ow [ AW2 ]
0 0.50000 0.50000
1 0.75000 0.25000
2 0.62500 0.12500
3 0.56250 0.06250
4 0.59375 0.03125
) 0.57812 0.01562
6 0.57031 0.00781
7 0.56641 0.00391
8 0.56836 0.00195

W 18 kroku otrzymujemy liczbe 0.56714, ktora juz nie ulega zmianie przy
zadanej liczbie pieciu cyfr po przecinku (doktadnosé e < 107°).

10.2 Metoda Newtona

Zatézmy, ze f jest klasy C? w przedziale [a, b] na koricach, ktérego zmienia znak.
Ponadto, niech pochodne f’ oraz f” maja staly znak w calym przedziale.

Metoda Newtona obejmuje cztery przypadki bedace kombinacja nastepujacych
warunkéw. Funkcja f jest
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e rosnaca oraz wypukla ku dotowi (f' >0, f” > 0)

e rosnaca oraz wypukla ku gérze (f' > 0), " <0)

e malejaca oraz wypukla ku dotowi (f' <0, f” > 0)

e malejaca oraz wypukla ku gorze (f' <0, f” <0).

Przyjmujac dla ustalenia uwagi, ze obie pochodne sa dodatnie, wystawmy

styczna do wykresu funkcji w punkcie xg = b, w ktérym f(zg) > 0, patrzy ry-
sunek 10.1,

y— f(zo) = f'(z0) (2 —z0). (10.10)
Ktadac y = 0 otrzymujemy punkt przeciecia stycznej z osia x:
f (o)
=20 — . 10.11
L1 ="To #'(z0) ( )

Udowodnimy, ze & < z1 < xg, gdzie & jest poszukiwanym pierwiastkiem.

Dowéd

Gorne ograniczenie wynika ze wzoru (10.11), gdyz f(xo) oraz f'(zo) sa
wieksze od zera. W dowodzie dolnego ograniczenia rozwazmy rozwiniecia
Taylora funkcji f wokét punktu xg:

1
fz) = f(wo) + f'(@o) (w — z0) + 5 f" (&) (x — 0)?,
gdzie € € (Z,x9). Kladac = = & i wykorzystujac réwnosé f(z) =0, wyli-

czymy
=g flzo) 1 f"(8)
f'(xo) 2 f'(x0)
—_—

1

(z— o).

Stad na podstawie zalozenia f’, f” > 0 otrzymujemy nasza teze

1 ()
2 f'(wo)

T—x = (z—x0)% < 0.

Powtérzmy procedure, wystawiajac styczna w punkcie (z1, f(z1)):

y—f(z1) = f'(z1)(x—21). (10.12)
Przecina ona o§ x w punkcie
T =71 — j:,((ill)) . (10.13)

Punkt ten spelnia warunek ¥ < x9 < x1. Dolny warunek udowodnimy podobnie
jak dla punktu z1. Dowdd gérnego warunku polega na pokazaniu, ze f(x1) > 0.
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A f(x)

xI

* X1

Rys. 10.1: Hustracja metody Newtona

W tym celu skorzystamy z twierdzenia Lagrange’a, ktére méwi, ze istnieje punkt
¢ € (z,21), dla ktérego zachodzi

fl@1) = f(@) = [ ()21 - 7).
Ze wzgledu na warunki f(z) =0 oraz f'(¢) > 0 dostajemy wiec f(x1) > 0.
Kolejne kroki procedury prowadza do relacji rekurencyjnej definiujacej ko-

lejne wyrazy ciagu przyblizen z,, poszukiwanego zera funkcji:

Tn4+1 = Tn — f/(ﬂf ) .
n

(10.14)

Otrzymany ciag punktéw jest malejacy i ograniczony od dotu. Z twierdzenia
Cauchego wynika, ze istnieje granica tego ciagu g. Tak wiec z relacji (10.14)
wynika réwnoscé

_ )
9=9"Fy) (10.15)
Stad wnioski
flg)=0 => g=1. (10.16)

Procedura Newtona jest wiec zbiezna do poszukiwanego zera funkcji. W prak-
tyce procedure przerywamy gdy

|Zpt1 —xn| <e€. (10.17)

Przyklad

Metoda Newtona jest znacznie szybciej zbiezna niz metoda polowienia.
Dla przykiadu z poprzedniego rozdziatu otrzymujemy wynik po czterech
krokach (pamietamy, ze xo=1):

’ n ‘ Tn ‘ |y — xp—1] ‘
1 0.53788 0.46212
2 0.56699 0.02910
3 0.56714 0.00016
4 0.56714 0.00000
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10.3 Metoda siecznych

W metodzie Newtona konieczna jest znajomo$é pochodnej f'. W metodzie sie-
cznych unikamy tego warunku przyblizajac pochodna w wyrazeniu (10.14) przez

iloraz réznicowy
f(@n) = f(wn-1)

f(zn) ~ . (10.18)

Tp —Tn-1

W ten sposéb otrzymujemy

Tp —Tn—1

flan) = f@n-1)

Tpt1 = Tn — f(2n) (10.19)

Zatem do wyznaczenia (n+ 1) przyblizenia pierwiastka z wykorzystuje sie
punkty (z,, f(zy)) oraz (zp—1, f(xn—1)), przez ktére przeprowadza sie sieczna

f(an) = f(@n-1)

Tp —Tn—1

y_f(mn) = ('r—xn) (10‘20)
Przecinaja ona o$ x w punkcie z,; zadanym wzorem (10.19). Aby rozpoczac
procedure konieczne jest wiec wybranie dwoch punktéow startowych xg i 1. W
omawianej przez nas przykladzie wybieramy xg = b oraz x1 = xo — A z mala
wartodcia A < xg.

Metoda siecznych moze nie by¢ zbiezna, na przyktad, gdy poczatkowe przy-
blizenia nie leza dostatecznie blisko szukanego pierwiastka. Jako dodatkowe
kryterium przerwania iteracji, oprécz wartosci réznic |x,41 — |, nalezy przyjaé
wartosci | f(z,)], tak by tworzyly one ciag malejacy w konicowej fazie obliczen.

Wracajac do przykladu, w metodzie siecznych otrzymujemy wynik 0.56714
z bledem mniejszym niz 10~° po pieciu krokach

10.4 Metoda falszywej prostej (falsi)

W metodzie falsi (falszywej prostej) znajomosé f takze nie jest potrzebna. Przy
przyjetych zalozeniach (f’,f” > 0) przeprowadzamy w pierwsza sieczna przez

punkty (b, f(b)) oraz (a, f(a)):

y—f(a) = f(bl))f(a)(a:—a). (10.21)

—a
Przecina ona o$ x w punkcie x1, patrz rysunek 10.2,
b—a
f(o)=f(a)

Punkt (b, f(b)) jest punktem stalym wszystkich cieciw i w nastepnym przy-
blizeniu przeprowadzamy cieciwe przez punkt (z1, f(x1), otrzymujac xe jako

x1=a— f(a) (10.22)
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A f(x)

X

X1

Rys. 10.2: Tlustracja metody falsi

punkt jej przeciecia z osia . W ogdélnosci przeprowadzamy cieciwy przez punk-

ty (zn, f(2n)):
y—= f(l‘n) =

Przecinaja one 0§ « w punkcie:

F0) ~ flzn)

b—x,

(r—xp).

b—x,

et = o= Son) gy

(10.23)

(10.24)

Mozna pokazaé, ze metoda ta prowadzi do ciagu warto$ci x,, zbieznych do

granicy bedacej jednokrotnym pierwiastkiem réwnania f(z) =0.

Przyklad

W naszym przykladzie otrzymujemy w metodzie falsi:

N A
1 0.61270 0.61270
2 0.56384 0.04886
3 0.56739 0.00355
4 0.56713 0.00026
5 0.56714 0.00002
6 0.56714 0.00000

Jak widaé¢ metoda falsi jest stosunkowo wolno zbiezna.
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Wyktad 11

Caltkowanie

11.1 Kwadratury

Rozwazmy jednowymiarowa calke na przedziale [a,b]

b
1) = [ f(@)do

Podzielmy przedzial catkowania na N rownych odcinkéw o dlugosci

_b—a

=N

i wyznaczonych przez kolejne N + 1 punktéw
xr=a+kh k=0,1,...,N.

Zauwazmy, ze xg = a oraz zy = b sa koncami przedzialéw. Wtedy

(11.1)

(11.2)

(11.3)

(11.4)

Nalezy wiec przyblizy¢ catke w kazdym z podprzedzialéw [z;_1,z;]. Otrzymany

wynik nazywa sie kwadratura i ma ogdlna postacé:

(11.5)

A; to wspélezynniki (wagi) kwadratury, natomiast punkty z; to jej wezly.
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11.2 Metoda prostokatow

W metodzie prostokatéw

f(x)dr ~ h f(x;) (11.6)

T

i wtedy, wprowadzac oznacznie f; = f(z;),

b
/f(x)d$’ih(f1+f1+...+fjv) (11.7)

Otrzymany wynik odpowiada przyblizeniu funkcji f w kazdym z podprzedzia-
low poprzez funkcje stala beaca wartoscia funkcji w prawym koncu kazdego
podprzedziatu.

Mozemy réwniez wykorzysta¢ wartosci funkcji w lewych koncach i wtedy

b
[ 1@z = h(fo+ it o+ fyo) (118)
Wartosci funkcji f; moga by¢ rowniez wziete w srodkach podprzedziatéw
T +x;
fi=f (2 “) . (11.9)
11.3 Metoda trapezow
W metodzie trapezéw otrzymujemy
[ f@de = 3 i1+ 1} (11.10)
Ti—1
i wtedy
/ h
1@ e = G{n+2ir ok )+ ) (111)

Prawa strona wzoru (11.10) to pole trapezu gdy obie wartosci funkeji f;—;
i f; sa dodatnie, lub minus pole, gdy obie sa ujemne. W przypadku, gdy war-
tosci réznia sie znakiem przedstawiona interpretacja geometryczna nie jest juz
prawdziwa. Mozna jednak sformulowaé¢ problem ogdlnie korzystajac z liniowej
interpolacji Lagrange’a w kazdym z podprzedzialow (z;_1,x;):

r—X; T —Ti—1

flx) ~ fi1 + fi

Ti—1— T4 Li— Tj—1

(11.12)
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Catkujac bowiem (11.12) i pamietajac, ze x; —x;—1 = h, otrzymujemy wzor
(11.10) niezaleznie od znaku wartosci funkcji w krancach podprzedzialow:

% / {file —xim1) = fic1 (w—2)} do = g {fie1+ fi}-

Fatwo uogdlnié¢ te metode, przyblizajac funkcje podcatkowa przy pomocy wiekszej
liczby punktéw. Przyktadem jest metoda Simpsona.

11.4 Metoda parabol Simpsona

W metodzie tej dzielimy przedzial [a,b] na parzysta liczbe 2N przedzialow o
réwnej dtugosci:
b—a
2N
W kazdej sasiedniej parze przedzialéw wyznaczonych przez (wo;—o,x2;—1,22;)
stosujemy interpolacje Lagrange’a:

h =

(11.13)

(T —29i-1) (7 — 1)
T) ~ -
/@) fai-z (72i—2 —w2i—1)(T2i—2 — T2;)
b s (. —x9i—2) (7 — 1)
T (waim1 — w2i—2) (T2im1 — 22;)
(x —292) (7 —2241)
+ ; : 11.14
N P,  p— (114)
Pamietajac, ze
(w2 —w2i-1) = (w21 —X2i-2) = h (11.15)
otrzymujemy po wykonaniu catkowania
24 h
/ f(z)dx ~ g{fQi—2+4f2i—1+f2i}- (11.16)

X2i—2

Stad przyblizony wzér dla wartosci catki:

b
/f(x)dw ~ ;l{f0+4(f1+...+f2N_1)+2<f2—|—...+f2N—2)+f2N} (11.17)

a

11.5 Btlad przyblizen

Zdefiniujmy btad obliczenia calki, rozumiany jako réznice pomiedzy wartoscia
doktadna a przyblizona

e=I(f) - Z A flxy). (11.18)



Mozna pokazaé (podrecznik [1]), Zze blad ten jest ograniczony od géry.

W metodzie prostokatow:

h
el < (b=a)3 sup |f'(2)] (11.19)
z€[a,b]

Calkowanie ta metoda jest wiec doktadne dla funkcji statej — wielomianu stopnia
Zerowego.

W metodzie trapezow:

2
d < (- sup |/ () (11.20)
12 z€la,b]

Tym razem calkowanie jest dokladne dla wszystkich wielomianéw stopnia < 1,
dla ktorych znika druga pochodna.

W metodzie parabol:

4

h
el < (b—a)— su @ (z 11.21
o < =) g sup 170 (11.21)

Metoda ta jest doktadna dla kazdego wielomianu stopnia < 3, dla ktérego znika
czwarta pochodna.

Najwyzszy stopien wielomianu, dla ktérego metoda catkowania nie jest do-
kladna nazywamy rzedem metody. Tak wiec rzad przedstawionych kwadratur
wynosi odpowiednio: 1,2,4. Pojecie to odgrywa podstawows, role przy konstruk-
cji kwadratur Gaussa.

Zauwazmy na koniec, ze przy tej samej dlugosci podprzedzialéw h < 1, naj-
lepsza parametrycznie jest metoda parabol Simpsona.
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Wyktad 12

Kwadratury Gaussa

Naszym celem jest znalezienie ogdlnej metody przyblizonego obliczania catek

b
1) = [ f@)wi)ds (12.1)

Granice catkowania moga by¢ réwne + co. Dodatnia funkcja w(x) > 0 jest na-
zywana waga. Moze ona zawieraé¢ catkowalne osobliwoéci, ktére wyltaczylismy z
funkcji podcatkowej. Na przykiad,

w(x) = , (12.2)

dla calek w przedziale [—1,1] lub
w(r)=e " . (12.3)

dla catek niewlasciwych z granicami catkowania + oo. Ostatnia waga zapewnia
zbiezno$é catki dla szerokiej klasy funkcji f.

Wybierzmy N weztéw w przedziale catkowania:
{$0,$1, ....Z‘Nfl}. (124)

Postuza one do skonstruowania interpolacji Lagrange’a funkcji f:

N—1 e NN
f@) = S Fla) Lna). L= (), a2

k=0 i=0 \Tk T L
gdzie symbol ()" oznacza, ze w iloczynie pomijamy skladnik z i = k. Podstawiajac
do calki otrzymamy wzér na kwadrature:
N-1 b
1(f) = Y A (o). A= [L@u@)de. (126)
k=0 a
Wspélezynniki kwadratury Ay zaleza od wyboru weztéw poprzez wielomiany
Zauwazmy, ze kwadratura (12.6) jest dokladna dla wielomianéw stopnia <
N, gdyz interpolacja Lagrange’a jest dokladna dla kazdego z tych wielomianow.
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12.1 Rzad kwadratury

Rzad kwadratury jest miara jej doktadnosci.

Definicja

Mowimy, Ze kwadratura jest rzedu v = N jesli jest dokladna dla wszystkich
wielomianow stopnia < N oraz istnieje wielomian stopnia N, dla ktorego
kwadratura nie jest dokiadna.

Innymi stowy, rzad kwadratury jest okreslony przez najnizszy stopien wielomia-
nu, dla ktérego kwadratura nie jest doktadna.

Tak wiec dla kwadratury (12.6) zachodzi: r > N. Latwo udowodnié, ze dla
kazdej kwadratury z N weztami r < 2N. Istnieje bowiem wielomian stopnia
2N:

W(z)=[(z—z0)(x—21)...(x—2N_1)]> >0, (12.7)

dla ktérego kazda kwadratura nie jest doktadna. Zachodzi bowiem

b N-—1
(W) :/ W (@) w(z)de >0, S AW(zg) =0, (128)
a k=0

Ostatecznie, rzad kwadratury (12.6) zawarty jest w przedziale

N <r<2N (12.9)

Wezly {z;} w kwadraturze Gaussa sa tak wybrane by jej rzad byl réw-
ny maksymalnej wartosci 2N. Mozna to osiagna¢ przy pomocy wielomiandw
ortogonalnych.

12.2 Wielomiany ortogonalne

Wielomiany okreslone na odcinku [a, b]

{Po(z), Pi(z),... Py(z),...} (12.10)

tworza uklad ortogonalny z waga w(z) > 0, jesli dla ¢ # j zachodzi

b
(P|P;) = /Pi(x)Pj(a:)w(x)dac —0 (12.11)

Wielomiany ortogonalne maja bardzo wazna wlasno$¢ wyrazong w naste-
pujacym twierdzeniu (dowéd w podreczniku [1]).
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’ Wielomiany ‘ p, ‘ w(zx) ‘ [a,b] ‘ Rekurencja

Legendre’a | P, 1 1,1 | (j+1)Pj1=(2j+1)zP;—jPj1

Czebyszewa | T, | 1/vV/1—z2 | [-1,1] Tji1=22T; —T;q

Hermite'a | H, | e * | [—00,00] Hj=2cH;—2jH;

Laguerre’a | L, e [0, 0] JLit1=2j+1—-2))L; —ng-oi)l
Twierdzenie

Kazdy wielomian ortogonalny P,(x) ma dokladnie n jednokrotnych pier-
wiastkéw w przedziale [a,b].

Ponizej w tabelce podajemy przyktady wielomianéw ortogonalnych, podajac
wage w(x) oraz przedzial [a,b] w iloczynie skalarnym (12.11), a takze relacje
rekurencyjna, przy pomocy ktérej mozna obliczy¢ kolejne wielomiany.

Przyklad
Dla wielomianéw Legendre’a zachodzi

2

=" 12.12
on+1 """ ( )

/ P,(x) Py (x)dx

-1

a kolejne wielomiany konstruowane przy pomocy relacji rekurencyjnej to

Py(z) =1, Pi(z) ==z, Py(z) = 3(3z%—1). (12.13)

12.3 Kwadratura Gaussa

Rozwazmy kwadrature (12.6):

N—-1 b
1) = S Ag f(a), Ay = / Lu(a) w(x) da.
k=0 2

Zalezy ona od dwéch elementéw, wagi w(x) oraz wyboru N punktéw interpola-
cyjnych {zy}. Problem polega na takim wybraniu tych punktéw przy ustalonej
wadze by rzad kwadratury byl maksymalny, réwny 2N. Znajdujac je, otrzymu-
jemy kwadrature Gaussa.

Twierdzenie
N weztow {x} w kwadraturze Gaussa jest zadane przez zera wielomianu Py (z),
nalezacego do zbioru wielomiandw ortogonalnych wzgledem wagi w(x), tzn.

PN(JZk) =0 (12.14)

dla k=0,1,...(N —1). Dla tych weztow rzad kwadratury wynosi 2N .
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Dowdd
Pokazemy, ze kwadratura Gaussa jest doktadna dla dowolnego wielomianu
W (z) stopnia < 2N. Dzielac go przez Py(z) otrzymamy

W (z) = Wi(z) Py (x) + Wa(z), (12.15)

gdzie Wi (z), Wa(z) sa wielomianami stopnia < N. Mozemy wtedy zapisa¢
W1 (x) jako kombinacje liniowa wielomianéw ortogonalnych Py, Py,..., Py_1

N-1
=Y ¢ Pi(w) (12.16)
=0

i wtedy

N-1
W(z) = Y ¢ Py(z) Py(z) + Wa(z) (12.17)
=0

Calkujac z waga w(x), otrzymamy

b N-1 b b
/ W(z)w(z)dr = Z ci/ Pi(z) Py(x)w(z)dx Jr/ Wy (z)w(x)dx.
a i=0 a a

Suma calek znika na mocy ortogonalnosci uktadu wielomianéw P;, tak
wiec

b b
/aW(x)w(x)dx:/a Wa(z) w(x) de. (12.18)

Jak wiemy, kwadratura (12.6) jest dokladna dla wielomianéw stopnia <
N, stad

N-1
/ WQ dZC = Z AkWQ iL'k) (12.19)
k=0
Wryliczajac Wa(z) z relacji (12.15)
Wa(z) =W (zx) —Wi(z) Pn(x), (12.20)

a nastepnie podstawiajac po prawej stronie (12.19), otrzymamy

N-1 N-1 N-1
S AWa(k) = D> AgW(ag) — Y AgWi(ae) Py(ae) . (12.21)
k=0 k=0 k=0

0

Ostatnia suma jest réwna zeru, gdyz Py (zx) = 0. Ostatecznie udowodni-
lismy,

/ W(z)w(z)de = Y AW (), (12.22)

tzn. kwadratura Gaussa jest dokladna dla dowolnego wielomianu W (z)
stopnia < 2N. Jej rzad wynosi wiec 2N.
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12.4 Wspoblczynniki kwadratury Gaussa

Wspélezynniki Ay kwadratury Gaussa sa zadane przez [2]:

A, = (Pn—1|PN-1)
Pn_1(x1) Py ()

gdzie k=0,1,...(N —1), natomiast Py to pochodna wielomianu Py.

(12.23)

Twierdzenie
Wszystkie wspétczynniki kwadratury Gaussa sa dodatnie.

Dowéd
Rozwazmy kwadrat wielomianu L;(x) z interpolacji Lagrange’a (12.5),
stopnia 2IN. Kwadratura Gaussa jest doktadna dla tego wielomianu i stad

b N—-1 N—-1
/ w@) [Li@)Pde = 3 A [Liwn)]? = 3 Al = A (12.24)
a k=0 k=0

Catka po lewej stronie jest dodatnia i stad A; > 0.

12.5 Przyklad kwadratury Gaussa

Skonstruujemy kwadrature Gaussa-Legendre’a rzedu r = 4. Mamy wtedy do
czynienia z dwoma weztami {xg,z1} i wtedy

1

/f(:c) dr ~ Aof(z0) + Arf(x1). (12.25)
-1
Wezly sa zerami wielomianu Legendre’a Ps:
Py(z)=1(322—-1)=0 (12.26)
i rozwiazaniami sa:
To=— ! xr] = i (12.27)

V3’ V3

Wspédlezynniki A; mozna obliczyé ze wzoru (12.23). Prosciej jest wykorzystaé
fakt, ze kwadratura (12.25) jest dokladna dla wielomianéw stopnia < 4, w szcze-
g6lnosci dla Wy(z) =1 oraz Wi (x) = . Wtedy

1

Ag+ A4 :/ dr =2
1
1

Ag Ay /
e T dz=0.
5T 71:3 x

Stad wspétezynniki kwadratury A; = Ay =1 i ostatecznie

[ f@)de = f(=35) + () (12.28)
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Wyktad 13

Rownania rozniczkowe

13.1 Roéwnania zwyczajne pierwszego rzedu

Réwnanie rozniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego ma postaé

dy
YRt y). 13.1
Y Pty (13.1)
Funkcja y = y(t) jest rozwiazaniem jesli po podstawieniu do (13.1) otrzymujemy
tozsamosé.

dy(t)

— - =F(ty(h). (13.2)

Rozwiazanie jest wyznaczone jednoznacznie poprzez zadanie warunku poczat-
kowego:

y(to) =yo- (13.3)

Przyklad
Rozwiazmy réwnanie
dy
— = 13.4
il (13.4)

z warunkiem poczatkowym y(top) = yo. Rozwiazaniem ogdlnym jest funkcja

y(t) = Cexp(t), (13.5)

co latwo sprawdzi¢ poprzez podstawienie do réwnania. Dla chwili poczatkowej
to otrzymujemy
y(to) = Cexp(to) = yo- (13.6)
Stad wynika, ze
C = yo exp(—to) (13.7)

i rozwiazaniem spelniajacym warunek poczatkowy jest

y(t) = yo exp(t —to). (13.8)

64



13.2 Uktad réwnan rézniczkowych

Uktad réwnan rézniczkowych 1. rzedu ma nastepujaca postac

dy:
ﬁ = Fl(ta Y, Y2, - -- yn)
dyz
ﬁ = FQ(ta Y1, Y2, --- yn)
d
= Fult.yn s yn). (13.9)
Wprowadzajac notacje wektorowa
y:(yl,yQ,...yn), F:(Fl,FQ,...Fn) (1310)
uktad ten mozemy zapisa¢ w formie analogocznej do réwnania (13.1)
dy
i F(t,y). (13.11)

Rozwiazanie ukladu réwnanti y = y(t) jest wyznaczone jednoznacznie poprzez
warunek poczatkowy

y(to) = (y1(to), y2(to), - -, yn(to)) = yo- (13.12)

13.3 Roéwnania wyzszych rzedow

Réwnanie rozniczkowe zwyczajne rzedu n ma postaé

"y _ o W) @ ;1) 13.13
dtn— (t7y7y 7y ;?J )7 ( . )
gdzie y® jest k-ta pochodna. Rozwiazanie y = y(t) jest wyznaczone jednoznacz-

nie przez warunki poczatkowe
y(to) = Y10, yWto) =0, . ¥V (to) =yno. (13.14)

Kazde réwnanie rézniczkowe zwyczajne rzedu n mozna zapisaé¢ jako uktad
n réwnan 1. rzedu. Wprowadzmy bowiem oznaczenia

yi =y, p=yW, g =yh. (13.15)

Wtedy réwnanie (13.13) mozna zapisa¢ w réwnowaznej formie ukladu réwnan
1. rzedu:

dyr _

dt Y2

dyz _

dt Y3

dyn

s = F(t,y1,92,---Yn)- (13.16)
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Z obserwacji tej wynika wniosek, ze réwnanie (13.1) jest podstawowym obiek-
tem zainteresowan. Rozwiniecie metod przyblizonego rozwiazywania tego réw-
nania pozwala na znalezienie rozwiazan dla ukladu réwnan (13.11), a tym sa-
mym dla réwnan wyzszych rzedéw (13.13).

Przyklad

Rozwazmy uklad trzech réwnain Newtona (masa m = 1) drugiego rzedu
d’r dr
— =F|(t,r,—|. 13.1
= F(tn ) (13.17)

Definiujac v = dr/dt dostajemu uktad sze$ciu réwnan 1. rzedu na poszu-
kiwane funkcje (r(t), v(t)):

dr
— = v
dt
dv

13.4 Metody Eulera

Prezentowane tutaj metody znajdowania przyblizonych rozwiazan réwnania
(13.1) bazuja na dyskretyzacji przedziatu czasu [tg, T], w ktérym chcemy zna-
lez¢ rozwiazanie

to<t...<th1<tph...<T. (13.19)

Zalézmy, ze punkty czasowe sa rownoodlegte:
th —tn—1=17., (13.20)

Omawiane metody dostarczaja rekurencji wiazacej wartosé rozwiazania y, 11 w
chwili t,,41 z warto$ciami rozwiazania y, w chwili wczedniejszej t,,:

Yn+1 = f(tna yn) . (13.21)

Wartosé yo = y(to) jest zadana przez warunek poczatkowy (13.3). Bardzo waz-
nym zagadnieniem tak okreslonych metod jest numeryczna stabilnoéé rozwiazania
dla duzych czaséw T.

Punktem wyjscia metod Eulera jest rownanie otrzymane po scatkowaniu po
czasie obu stron réwnania (13.1) w przedziale (t,, t,41):

tn+l

%H:%+/ﬂwmw. (13.22)
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Poniewaz nie znamy y(¢) w funkcji podcatkowej musimy zastosowaé metode
przyblizona obliczenia tej calki. Wykorzystujac wzor (11.6) na catkowanie metoda,

prostokatow,
tn+1

/ dEF(6y(8) =~ 7 F(tn,yn) - (13.23)

otrzymujemy relacje rekurencyjna w metodzie Eulera:

(Ynt1 = o + 7 F(tn,yn) | (13.24)

Zauwazmy, ze moglibySmy przyblizy¢ calke (13.23) przez warto$¢ funkcji
dla goérnej granicy:
Yn+1 = Yn + 7 F(tns1,Ynt1)- (13.25)

Pojawia sie jednak w tym momencie problem, gdyz nieznane y,41 wystepuje po
obu stronach réwnania. Nalezatoby wiec uzy¢ dodatkowo metody poszukiwania
zer z rozdziatu 10. Jest to doé¢ niepraktyczne, chociaz réwnanie (13.25) moze
by¢ lepsze ze wzgledu na stabilno$¢ numeryczna rozwiazania. Zagadnienie to
zostanie oméwione w nastepnym rozdziale.

13.5 Metoda przewidz i popraw

Przyblizmy catke w réwnaniu (13.22) stosujac metoda trapezéw (11.10):

tn+1
.
/ F(t,y(H) dt = = (Pt ya) + Ftas1,9011)). (13.26)
tn
Stad -
Yn+l = Yn + 5 {F(tmyn) +F(tn+1ayn+1)} . (13'27)

Podobnie jak we wzorze (13.25), nieznana wartos¢ y,4+1 znajduje sie po obu
stronach rownania rekurencyjnego. Nalezy wiec wykorzysta¢ jedna z metod
znajdowania zer funkcji z rozdziatu 10.

Alternatywna metoda jest dwustopniowa procedura. Najpierw okreslamy
przewidywa wartosé y,41 korzystajac z metody Eulera (13.24):

a nastepnie obliczamy poprawiong wartos¢:

T _
Yn+1 = Yn + g{F(tnuyn)'FF(tn—i-l)yn—&-l)} (1329)

Stad nazwa metody przewidZ i popraw.

67



13.6 Stabilno$¢ numeryczna rozwiazan

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe

dy _

— )\ A>0. 13.30
o Y, > ( )

Rozwiazanie dokladne z warunkiem poczatkowym y(0) = yo to
y(t) = yoe . (13.31)
Dazy ono do zera dla t — oc.

Szukajac rozwiazania metoda Eulera (13.24), otrzymujemy

Yntl = Yn — ATYn = (1_)\7')3/7-“ (1332)

co prowadzi do nastepujacej relacji dla kolejnych chwil £, =n7:
yn = (1=A7)"yo. (13.33)

Powyzsze rozwiaznie dobrze przybliza rozwiazanie doktadne (13.31) gdy zacho-
dzi
1-A7| < 1. (13.34)

Warunek ten oznacza, ze krok czasowu musi by¢ dostatecznie maty

2
—. 13.35
T< 3 ( )

W przeciwnym przypadku |y,| — oo dla rosnacych n.

Najprostszym rozwiazaniem dla tego problemu (oprécz dobrania 7 < 2/))
jest skorzystanie z drugiego wzoru Eulera (13.25). Wtedy otrzymujemy dla na-
szego réwnania

Yn+1 = Yn — ATyn-l—ly (1336)
co prowadzi do
Yn 1 n+1
n pu— = . 13.37
Yl = TN <1+)\T> vo (13.37)

Wartosé 1/(1+ A7) < 1 i metoda ta jest stabilna niezaleznie od kroku 7 oraz
wartosci A.

13.7 Roéwnania typu stiff

Rozwazmy uktad dwoéch réwnan rézniczkowych

dy
= = _A 13.38
g y ( )
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z macierza A o dodatnich wartosciach wtasnych A; oraz As. Rozwiazanie jest
suma dwdch rozwiazan:

y(t) = e My 4 e M2ty (13.39)
Jezeli Ao > A1 to drugie rozwiazanie szybko dazy do zera i przestaje by¢ istotne.

W numerycznej realizacji drugie rozwiazanie moze jednak odgrywacé kluczowa
role, prowadzac do niestabilnego zachowania catego rozwiazania. Stosujac metode
Eulera (13.24), otrzymujemy

Yo =1=M7)"y1+ (1-X7)"y2. (13.40)

Jesli krok czasowy 7 > 2 /Ay to wyrazenie |1 — Ay 7| > 1, co prowadzi do rosnacych
i oscylujacych wartosci y,, gdy n — co. Nawet dla 7 < 2/A2 rozwiazanie zacho-
wuje charakter oscylacyjny dla niezbyt dtugich czaséw.

Podsumowujac, drugie rozwiazanie okreéla krok czasowy przy ktérym roz-
wiazanie (13.40) jest stabilne numerycznie

T2/, (13.41)
Cena jest zwykle mala warto$é 7, czyli duza liczba krokéw n = t/7 by osiagnac

konicowe t.

Przyklad
Jezeli
y(t) = ety +e 100y, (13.42)

to krok 7 <« 2-1073, a catkowita liczba krokéw n > 103 dla t ~ 1.
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Wyktad 14

Metoda Rungego-Kutty

Zastosujmy rozwiniecie Taylora do rozwiazania réwnania (13.1):

_dy(ta) | T dPy(tn)

tn = y(tn = yY(tn
Pierwsza pochodna to
dy(tn)
= F(tn,yn).
o (tn,yn)

Natomiast druga pochodna to

¢y _dF(ty) OF OFdy OF OF
a2~ dt o9t gy dt ot 9y

Stad wzér (14.1) przyjmuje postaé

2
-
Yntl = Yn + T F(tmyn) + ?{8tF+F8yF}(tmyn) + 0(7—3)7

+ ...

(14.1)

(14.2)

(14.3)

(14.4)

Jest to wzér Scisty i mozmy go wykorzysta¢ do znajdowania rozwiazania. Wada

tej metody jest koniecznosé znajomosci pochodnych funkcji F'.

14.1 Metoda drugiego rzedu

Metoda Rungego-Kutty pozwala uniknaé¢ problemu pochodnych po prawej stro-
nie wzoru (14.4) poprzez wziecie wartosci funkcji F' po prawej stronie w odpo-

wiednio dobranych punktach pomiedzy ¢, i t41.

W metodzie drugiego rzedu wybiera sie dwa takie punkty:

kl - TF(tn)yn)
ky = T F(th+at,yp+aky)
Yn+l = Yn +a1ky + ko,
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gdzie wspdlezynniki aq, ae i a sa tak dobrane by spelnié¢ réwnanie (14.4) po
rozwinieciu (14.5) w szereg w zmiennej 7. Rozwijajac ks z doktadnogcia O(73),
otrzymujemy:

ky = T{F + a7t O,F + ak 0,F}
= 1{F+at O F +atFO,F}

= 7F +ar?(0,F+FO,F), (14.6)

gdzie wszystkie funkcje po prawej stronie sa wziete w punkcie (¢, y,, ). Podstawia-
jac kq i ko do wzoru (14.5), otrzymujemy

Yn+1 = yn—i—alTF—l—ag{TF—&—aTQ(@tF—i—F@yF)}

= yn—l—(a1+a2)TF+agaTQ(atF+F8yF). (14.7)

Zgodnosé z réwnaniem (14.4) wymaga spelnienia warunkéw
artag=1 ama=1. (14.8)

Jednym z mozliwych wyborow jest

0112042:% a=1. (14.9)
Otrzymujemy w ten sposdb wzory dla metody Rungego-Kutty drugiego rzedu:
ki = 7 F(tn,yn) (14.10)
ky = 7 F(tn+7,yn+k1) (14.11)
Ynt1 = Yn + 3 (k1+k2) (14.12)

Jak tatwo zauwazy¢ wzory te sa identyczne ze wzorami w metodzie przewidz
i popraw, gdyz dla argumentéw funkcji f we wzorze (14.11), zachodzi

Tn+T = Tn+1, yn+k1:yn+7'F(tn7yn):gn+l
i stad otrzymujemy wzér (13.29)

T _
Ynt1 = Yn + §{F(tnayn)+F(tn+lvyn+l)}

Dla ukladu réwnan rézniczkowych (13.11) otrzymujemy wzory analogiczne
do powyzszych, zapisane w formie wektorowej

ki = 7F(tn,yn)
ky = 7F(ty+7,yn+ki)
Yni1 = Yn+ 5 (ki+ko) (14.13)
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14.2 Metoda czwartego rzedu

W metodzie czwartego rzedu otrzymuje sie nastepujace wzory dla uktadu réw-
nan rézniczkowych:

ki = 7F(tn,yn)

ko = TF(ty+ 47, yn+ 5ki)
ks = 7F(ty+ 37, yn+ 5ko)
ki = 7F(t,+7,yn+ks)

Yn+1 = ¥n + g (ki +2ko +2ks +ky). (14.14)

Relacja (14.14) jest zgodna z rozwieciem Taylora (14.1) rozwiazania réwnania
rézniczkowego az do wyrazéw rzedu 74,
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Wyktad 15

Metody Monte Carlo

Podstawowym elementem metod Monte Carlo sa liczby losowe, ktére sa ge-
nerowane z pewnym prawdopodobienstwem. Metody te stosuje sie w takich
zagadnieniach jak

e symulacja proceséw o charakterze stochastycznym, w ktérych wynik po-
jawia sie z okreslonym prawdopodobienstwem,

e obliczanie calek. Zaleta metod Monte Carlo jest mozliwo$¢ obliczania wie-
lowymiarowych calek po skomplikowanych obszarach w wielowymiarowej
przestrzeni. Na ogoét inne metody catkowania zawodza w takich przypad-
kach.

e rozwiazywanie rownan rézniczkowych.

W ogolnosci, bardziej ogdlnym pojeciem jest zmienna losowa. Wartosciami
tej zmiennej sa wlasnie liczby losowe.

15.1 Zmienna losowa i rozklad prawdopodobienstwa

Zmienna losowa X przyjmuje wartosci liczbowe z pewnym prawdopodo-
bienstwem.

Innymi stowy, zmienna losowa X jest okreslona, gdy podamy zakres wartosci
liczbowych z, ktére moze przyjmowaé oraz dodatnia funkcje P(X = z) < 1,
przy pomocy ktérej okreslamy prawdopodbienstwo, ze zmienna losowa X
przyjmuje wartos¢ liczbowa z.

Przyklad

Zmienna losowa jest wynik rzutu kostka. Przyjmuje ona sze$¢ wartosci:

x€{1,2,3,4,5,6}. (15.1)
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Zakladajac, ze kostka jest idealna okreslamy prawdopodobienstwo, iz zmien-
na losowa przyjmie dozwolone wartosci jako

P(X =2) = % . (15.2)

Przyktad ten jest ilustracja zmiennej losowej o wartosciach dyskretnych.

W przypadku gdy zmienna losowa przyjmuje wartosci ciagte x € R, prawdo-
podbienstwo, ze wartosci zmiennej losowej X sa z przedziatu [a,b] jest okreslone
przez

Pla< X <b) = /p(a:)dx (15.3)

Dodatnia funkcja p(z) jest nazywana gestoscia prawdopodobienstwa zmien-
nej losowej X. Jest ona unormowana do jedynki

o

/ p(x)de = 1. (15.4)

—00

Rozklady zmiennej losowej sa charakteryzowane przez takie wielkosSci jak,

e warto$é Srednia zmiennej losowej

(X) = /xp(a;)dx. (15.5)
e wariancja zmiennnej losowej
0% = /(;U—(X})Qp(x)dm = (X% (x)2, (15.6)

Wariancja jest miara rozrzutu warto$ci zmiennej losowej wokoét jej warto-
Sci $redniej

e w ogdblnosci definiujemy momenty zmiennej losowej

(X7 = / 2" p() de, n=1,2,... (15.7)

— 00

Gdy powyzsze calki nie sa zbiezne momenty nie istnieja.
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15.2 Przyklady rozkladéw prawdopodobienstwa

Przyktadami rozktadéw zmiennych losowych o ciaglych wartosciach sa.

e Rozklad jednostajny:

ple) = { é goezf’ 1 (15.8)

Warto$é érednia (X) = 1/2, natomiast wariancja 0% = 1/12.

e Rozklad normalny Gaussa z parametrami p oraz o:
1 _@=w?
p(z) = e 207 (15.9)

Vo o?
2 2

Wartosé¢ érednia (X) = p, natomiast wariancja o = o”.
Przyktadami rozkladéw zmiennych losowych o wartosciach dyskretnych sa.

e Rozklad dwumianowy.
Rozwazmy N niezaleznych préb (np. rzut moneta). Pytamy jakie jest
prawdopodobienstwo odniesienia n sukceséw, jesli prawdopodbienstwo po-
jedynczego sukcesu wynosi ¢q. Zmienna losowa X opisuje liczbe sukceséw
przyjmujac wartoéci n =0,1,... N. Jej rozklad prawdopodobienstwa to

N
n

P(X=n)= ( )q”(l—q)N_n. (15.10)

Wartoéé $rednia (X) = Ng, natomiast dyspersja 0% = Ng(1—q).

e Rozklad Poissona.

Zmienna losowa X przyjmuje wartosci n =0,1,2,.... Jej rozklad prawdo-
podobienstwa jest dany przez

'un

P(X=n)=""ec", pw>0. (15.11)

n!
Wartoéé érednia (X) = p, a dyspersja 0% = p. Rozklad Poissona mozna
otrzymac z rozktadu dwumianowego w granicy: N — oo, ¢ — 0 takiej, ze
Ng =y = const. Opisuje on wiec liczbe sukceséw w bardzo duzej probie,
gdy prawdopodobienistwo pojedynczego sukcesu jest mate.
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15.3 Generowanie liczb losowych

Generowanie liczb losowych o zadanym rozkltadzie prawdopodbienstwa to cen-
tralny element metod Monte Carlo. Wykorzystuje sie do tego celu generatory
liczb losowych o rozkladzie jednostajnym na odcinku [0,1], dla ktérch gestosé
prawdopodobienstwa jest zadana przez wzor

N o

Generatory takie sa oferowane w ramach bibliotek programéw komputero-
wych, na przyktad CERNLIB. W praktyce generowane liczby nie sa w pelni
losowe. Na przyklad, powtarzaja sie w ramach dosé¢ dlugiego cyklu. Moga takze
istnie¢ korelacje miedzy nimi.

Tym niemniej dobry generator powinien spetniaé trzy podstawowe kryteria.

e Mieé bardzo dlugi okres powtarzalnosci.
Na przyktad dla komputera 32-bitowego powinien mieé¢ okres bliski

231 _1=12147 483 647,

gdyz zakres liczb catkowitych dla tego komputera to [—23%,231 —1]

e Charakteryzowac sie dobra losowos$ciq. Oznacza to, ze korelacje pomiedzy
wszystkimi, kolejno generowanymi liczbami powinny by¢ mozliwie mate.

e By¢ szybki.

Przyktadem dobrego generatora jest generator, w ktérym kolejne liczby lo-
sowe otrzymuje sie z relacji

ZTpt1 = (axy,+b) modc. (15.13)
Liczby a,b,c nazywa sie magicznymi, od ich wyboru zalezy jakos¢ generatora.

Jednym z dobrych zestawéw tych liczb jest a = 75 = 16 807, b=0, ¢ =23 — 1.

Przyklad

Przyjmijmy a =3, b=0, ¢ =23 —1=7. Zaczynajac od 1 otrzymujemy

kolejne liczby, generowane zgodnie z reguta x,4+1 = 32, mod 7:
1326451

Dzielac je przez 7 znajdujemy szesé liczb z przedziatu [0, 1].

Dysponujac liczbami o rozkladzie jednostajnym mozemy otrzymacé liczby
losowe o dowolnych innych rozktadach, np. gausowskim.
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15.4 Caltkowanie metoda Monte Carlo

Podstawowy wzor na oblicznie catki w metodzie Monte Carlo to

[ swyie ~ vigy v LGE (15,14

gdzie V =b—a oraz
LS i 2y = Ls 2, 15.15
<ﬁ—N;ﬂm, w>—N;fm» (15.15)

W powyzszych wzorach x; sa liczbami losowymi o rozkladzie jednostajnym na
odcinku [a,b], natomiast N jest liczba wygenerowanych liczb losowych. Stala
V wynika z koniecznosci normalizacji rozkladu jednostajnego do jedynki, gdyz
przymujac f =1 powinni$my otrzymac

b
/dac:b—a. (15.16)

Drugie wyrazenie po prawej stronie (15.14) jest estymacja bledu wyniku

Wzor (15.14) jest stuszny takze dla catkowania w n-wymiarowej przestrzeni
z punktami x = (21, T2, ..., Tp),

Skt

I (15.17)

/f(x)dx ~ V() 4V
w

We wzorze tym V jest n-wymiarowa objetoscia przestrzeni W, po ktérej catku-
jemy

V= /dxl dxsy ...dx,, (15.18)
w
natomiast
1 & 1 &
- = ) 2\ _ 2(y.
= L /xi), U>—N;fmx (15.19)
gdzie tym razem x; = (x1;, 2i, ..., Tn;) to wielowymiarowe liczby losowe o roz-

ktadzie jednostajnym w obszarze catkowania.

W praktyce obszar W moze by¢ na tyle skomplikowany, ze nie jest tatwo
prébkowaé go przy pomocy rozkladu jednostajnego. Wybieramy wtedy obszar
U zawierajacy W,

W cU (15.20)

w ktérym tatwo wygenerowad liczby losowe o rozkladzie jednostajnym. Dodat-
kowo definiujemy nowa funkcje f réwna funkcji f w obszarze W i zero poza
nim. Wtedy

/f(x)dx = /f(x)dx. (15.21)
U W
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Wybér obszaru U wpltywa na wielko$¢ btedu w metodzie Monte Carlo. Blad
jest tym wiekszy im wieksza jest réznica miedzy obszarami U i W. Dobrze jest
wiec wybra¢ U tak, by liczba wylosowanych punktéw poza obszarem W byla
jak najmniejsza.

Przyklad
Opisana metoda mozemy policzy¢ caltke [ (f f(x)dz z dodatniej funkcji f,
definiujac funkcje dwéch zmiennych

F(z,y) = { (1] N i z: /(@) (15.22)

okreslona w kwadracie U = [a,b] x [0,max(f)]. Wtedy

i <Yi

b
/f(at)da; = /F(x,y)dxdy ~ V% Z 1, (15.23)
a U

gdzie V jest polem kwadratu U, po ktorym catkujemy. Wartos¢ catki jest
wiec proporcjonalna do stosunku liczby punktéw lezacych pod wykresem
funkcji y = f(x) do calkowitej liczby N wygenerowanych punktéw o roz-
ktadzie jednostajnym w obszarze catkowania.
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