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Rozdzial 1

Prosta i plaszczyzna

1.1 Przestrzen afiniczna

Przestrzen afiniczna to matematyczny model przestrzeni jednorodnej, bez wyréznionego
punktu. Mozna w niej przesuwaé punkty réwnolegle do zadanego kierunku. Formalna
definicja jest nastepujaca.

Przestrzen afiniczna to trojka (M, V, +), gdzie M jest dowolnym zbiorem, ktorego ele-
menty nazywamy punktami, V jest przestrzenia wektorowa, ktorej elementy nazywamy
wektorami, natomiast + jest dzialaniem przesuwajacym rownolegle punkty zbioru M przy
pomocy wektoréw z przestrzeni V,

(M,V)—> M, YAeM,veV, A+veM (1.1)

o wlasnosciach
(A+V)+wW=A+(V+W) (1.2)
VA,BEMIIveV; A+7=B, (1.3)

gdzie symbol ! oznacza dokladnie jeden. Pierwszy warunek okres$la sktadanie przesunieé
mowiac, ze dwa kolejne przesuniecia sa przesunieciem o wypadkowy wektor bedacy su-
ma wektoréw kolejnych przesunieé. Natomiast drugi warunek méwi, ze dwa dowolne
punkty z M mozna jednoznacznie powiazac przesunieciem o pewien wektor. Mozemy wiec
zdefiniowaé wektor zaczepiony w punkcie A o koficu w punkcie B poprzez warunek

—>
AB =7. (1.4)

Przy pomocy takiej identyfikacji reguta sktadania przesuniec¢ (1.2) wyraza prawo trojkata
dla dodawania wektoréw zaczepionych

_— s —

AB + BC = AC, (1.5)



—
gdzie AC =7+ w. Zwykle sam zbiér M nazywamy przestrzenia afiniczna, pamietajac o
szczegOlach definicji. Wymiar przestrzeni afinicznej n jest rtOwny wymiarowy przestrzeni
wektorowej V.

1.2 Iloczyn skalarny

Jezeli w przestrzeni wektorowej V jest wyrozniony iloczyn skalarny g to iloczyn skalarny
— —
wektoréw AB =v'i CD = w wynosi

—_— =

AB-CD

g(v,W). (1.6)

Dla ustalonej bazy {¢},e,...,€,} w przestrzeni V iloczyn skalarny mozna zapisaé przy
pomocy wspotrzednych wektoréw w tej bazie

v=vle, +v2e +...+0"E,, w=w'e +w?e, +...+w"e,. (1.7)
Otrzymujemy
n n
- — [ 9 - -
g(v,w)= Zzgijvlw]f gij = g€, ¢€j). (1.8)

W bazie ortonormalnej g;; = 0;; i wtedy

¢(7,) = Zviwi (1.9)

i=1

1.3 Kat miedzy wektorami

Dla dodatnio okreélonego iloczynu skalarnego g mozna okresli¢ kat ¢ miedzy wektorami
z relacji

I S ——
AB - CD =|AB||CD|cos ¢ (1.10)
gdzie ¢ jest katem miedzy wektorami, a |...| oznacza dtugos¢ wektora, na przyktad

|AB| = \J3(7.7). (1.11)

Wzér (1.10) wyprowadzimy wychodzac z warunku dodatniej okre$lonosci iloczynu
skalarnego dla wektora v+ Aw, gdzie A jest dowolng liczba rzeczywista

g(V+ AW, v+ AwW) > 0. (1.12)



Korzystajac z wlasnoéci liniowoéci iloczynu skalarnego, otrzymujemy
A2 g(w, W) + 2Ag(v, W) + g(¥,¥) > 0. (1.13)

Otrzymali$my funkcje kwadratowa w parametrze 1. Ze wzgledu na jej dodatnia okreslo-
nos¢, delta rownania kwadratowa jest mniejsza lub rowna zeru,

A = 4g(v, D)) - 4g(W, W)g(¥,7) < 0. (1.14)

Stad

—)g(v,W) — — <1
V8, ) Vg (W, W)
Ze wzgledu na ten warunek, wyrazenie w §rodku jest cosinusem pewnego kata ¢, ktory
nazywiemy katem pomiedzy wektorami v'i o,

-1< (1.15)

—

(v, )

Ve, 7)g(w, W)

— L, =

Stad wzor (1.10) po identyfikacji AB =7'i CD = w.

= Ccos¢. (1.16)

1.4 Odleglosé

Odlegtoscia |AB| pomiedzy punktami A i B nazywamy dltugos¢ taczacego je wektora zﬁ,

|AB| = |AB| (1.17)

Jest ona zawsze wieksza lub réwna zeru oraz spetnione sa warunki ogélnej definicji odle-
glosci

IAA| = 0 (1.18)
|AB| = |BA| (1.19)
IAC| < |AB|+|BC. (1.20)

Ostatni warunek to nieréwnos¢ tréjkata. Wynika on w naszym przypadku z relacji (1.5) i
dodatniosci iloczynu skalarnego ¢ w przestrzeni V,

IACP = g(T+@,7+@)=g(@,7) + (@, @)+ 24(7, @)
= g(T,9)+ g(@, ) + 24[g(7, D) g(, W)cos ¢
< g@,)+ g(@, ) + 24[g(7, D) (@, W)
= (\/g(i17)+\/g(ﬁ,ﬁ))zz(|ﬁ|+|3_>|)2. (1.21)



1.5 Kartezjanski uklad wspolrzednych

WprowadZmy baze kanoniczna w przestrzeni afinicznej M poprzez wyrdznienie dowol-
nego punkt O € M oraz dowolnego uktadu wektoréw bazowych {1, ¢,...,€,} w przestrze-
ni wektorowej V,

{0,e1,e,,...,8,}. (1.22)

—
Wyrdznienie punktu O pozwala utozsamié¢ kazdy punkt A € M z wektorem OA =V €V,
nazywanym wektorem wodzacym punktu A. Po roztozeniu w wyréznionej bazie,

- 1> 2 > n -
OA=x"e;+x°é+...+x"¢,, (1.23)
otrzymujemy wspotrzedne dowolnego punktu A w bazie kanonicznej,
A o (xLx?. . x". (1.24)

Baza kanoniczna pozwala wiec na wprowadzenie ukladu wspotrzednych, ktory jedno-
znacznie okre$la wspdlrzedne dowolnego punktu przestrzeni afinicznej. Punkt O ma
wspolrzedne (0,0,...,0) i z tego powodu nazywa sie go poczatkiem ukladu wspolrzed-
nych. Wybierajac baze ortonormalna w przestrzeni V,

> -

e-e =1, ei-¢;=0 gdyi=#j, (1.25)
otrzymujemy kartezjanski uktad wspétrzednych. Wspétrzedne (x!, x?
wtedy wspédtrzednymi kartezjariskimi punktu A € M.

,...,x"") nazywamy

Dowolny wektor AB ma nastepujacy rozkiad w bazie kanonicznej
AR — OR — OA — (+1 _ 21\ 2_.2\» n_ . ny>
AB = OB — OA = (xg—xy)e1 +(xg—x3) € +... +(xg—X},) €. (1.26)

Wtedy odlegtos¢ |AB| wyraza si¢ przez wspolrzedne wektora zﬁ,

n n
|AB| =\ AB - AB = MR A AL (1.27)

i=1 j=1

lub dla kartezjanskiego ukltadu wspotrzednych

n

|AB| = ng — )2 (1.28)

i=1




1.6 Rownanie prostej

Prosta w n wymiarowej przestrzeni afinicznej zadana przez punkt A, przez ktory prze-
chodzi oraz wektor kierunku prostej i jest okreslona rownaniem

F=ry+ Al A € (—00,00), (1.29)

. , RN -
gdzie r’jest wektorem wodzacym punktow prostej, ry = OA( to wektor wodzacy ustalone-
go punktu A, a A jest parametrem. Jest to posta¢ parametryczna prostej. Wprowadzajac
wspotrzedne wektoréw w bazie {O, 1,8, ...,¢,}, otrzymujemy

X =xh+Ant, i=1,2,...,n. (1.30)

gdzie n; to wspotrzedne wektora kierunkowego 7.
W trzech wymiarach rownanie (1.29) mozna réwniez zapisa¢ w formie niezaleznej od
-
parametru A. Pamietaja¢, ze iloczyn wektorowy #'x ii = 0, mamy

(F—7y) x it =0 (1.31)

Rozpatrzmy dwuwymiarowa przestrzen afiniczna (plaszczyzne) z ortonormalng baza
kartezjaniska {O, €, €,}. Rownania (1.30) dla sktadowych wektora wodzacego prostej to

X=X+ Any, Y=Y+ An,. (1.32)
Wryliczajac A z jednego z tych réwnan i podstawiajac do drugiego otrzymujemy réwnanie
1y (x —x0) = ny(y —y0) = 0. (1.33)

Jest to warunek prostopadtosci wektora £ = (ny,—1y) do wektora (7'~ 1) ~ il = (11, 1),

>
t

!l

=0 => 1. (1.34)

Tak wiec w og6élnym réwnaniu prostej na plaszczyznie,

Ax+By+C=0 (1.35)

wektor f = (A, B) jest wektorem prostopadtym do tej prostej.

1.6.1 Odleglos¢ punktu od prostej

Wtasnos¢ (1.34) wykorzystamy znajdujac wzor na odlegto$¢ dowolnego punktu plaszczy-
zny P = (x(,y9) od prostej zadanej rownaniem (1.35). Rownania parametryczne prostej
prostopadlej do danej prostej i przechodzacej przez punkt P to

A

B
Nk Y=V A (1.36)

X=Xxp+A



gdzie dodatkowo unormowaliémy wektor kierunkowy prostej £ = (A, B). Zauwazmy, ze
A = 0 odpowiada punktowi P, natomiast warto$¢ parametru A odpowiadajaca punktowi
przeciecia prostej prostopadtej z dang prosta jest szukana odlegloscia d punktu od proste;
(z doktadnoscia do znaku). Podstawiajac rownanie (1.36) do (1.35) dostajemy warunek na
punkt przeciecia

Axg+Byg+C+AVA2+B2=0, (1.37)

skad wynika wzor na szukang odlegtos¢

_ |AXO + B})O + C|

=N VA? + B?

(1.38)

1.7 Rownanie plaszczyzny

Plaszczyzna w n wymiarowej przestrzeni afinicznej zadana przez punkt przez ktory prze-
chodzi A i wektor £, ktéry jest do niej prostopadly jest okreslona réwnaniem

(P-7y)-£=0 (1.39)

gdzie 7 jest wektorem wodzacym punktdéw plaszczyzny, natomiast ry jest wektorem wo-
dzacym ustalonego punktu Aj.

W tréjwymiarowej przestrzeni afinicznej, po wybraniu kartezjariskiego uktadu wspoét-
rzednych, rownanie (1.39) przyjmuje postac

A(x—x0)+B(y—v9) +C(z—29) = 0. (1.40)

gdzie (x,7,z) to wspolrzedne punktoéw plaszczyzny, (xg, v, zg) to wspdlrzedne punktu A,
natomiast £ = (A, B, C) to wspdlrzedne wektora prostopadtego do ptaszczyzny. Stad ogélna
posta¢ rownania ptaszczyzny

]Ax+By+Cz+D:o\ (1.41)

gdzie wspodtczynnik D jest okreslony na podstawie wspodlrzednych punktu przez ktéry
ona przechodzi,
D :—(AXO+By0+CZO). (142)

Cwiczenie - Pokaza¢, ze odlegloéé d punktu P = (xg,vy,2) od prostej (1.41) jest dana wzo-
rem
_ |AXO + Byo + CZO + Dl

d
VA% +B?+C?

(1.43)

10



Rozdzial 2

Krzywe stozkowe

Krzywe stozkowe sa zadane ogélnym réwnaniem kwadratowym na ptaszczyznie
Ax*+By*+2Cxy+Dx+Ey+F =0. (2.1)

W zaleznosci od relacji pomiedzy wspolczynnikami otrzymujemy elipse, parabole i hi-
perbole. Szczegélnym przypadkiem elipsy jest okrag.

2.1 Elipsa

Elipsa to zbior punktow plaszczyzny spelniajacych rownanie

x2 y2

gdzie zakladamy bez starty ogdlnosci, ze a > b > 0. Przypadek a = b = r, odpowiadajacy
okregowi o promieniu r, wylaczmy z dalszych rozwazan. Posta¢ parametryczna rOwnania
elipsy to

acost
bsint, t€[0,2m). (2.3)

Parametr t = 0, r odpowiada punktom przeciecia elipsy osi x w punktach, odpowiednio,
(a,0), (—a,0). (2.4)
Ogniska elipsy to punkty na osi x o wspolrzednych

0= (Va2 - 12,0), 0’ = (Va2 - b2,0). (2.5)

11



Rysunek 2.1: Elipsa o parametrach a =5, b = 3 i mimosrodzie e = 0.8.

Tak wiec odleglos¢ miedzy ogniskami to
|00’| = 2Va2 - b2. (2.6)
Suma odlegto$¢ dowolnego punktu elipsy P od jej ognisk jest stala i wynosi (patrz Rys. 2.1)
|OP|+|0’P| = 2a. (2.7)

Mimosrodem e nazywamy stosunek odlegtosci miedzy ogniskami do odlegloéci mie-
dzy punktami przeciecia elipsy z osia x, co daje

. |00’ Va?-b?

2a a

(2.8)

Zauwazmy, ze e < 1. Ogniska leza wiec wewnatrz elipsy w punktach o wspoétrzednych
O = (—ea,0), O’ = (ea,0). (2.9)

Kierownica elipsy k sprzezna z ogniskiem O jest prosta rownolegta do osi y i przecho-
dzaca przez punkt

=——, 2.10

x=-2 (2.10)

12



natomiast kierownica k’ sprzezona z ogniskiem O’ jest prosta
a
x=-. 2.11
: (2.11)

Obie kierownice leza na zewnatrz elipsy. Odlegto$¢ ognisk od sprzeznych z nimi kierow-
nic wynosi

d:‘g—ea‘:\/% (2.12)

Wzory (2.8)1(2.12) pozwalaja wyliczy¢ wartosci dtugosci potosi elipsy w funkcji parame-

troweid,

a4 L

1-e2’ Vioe2
Stosunek odlegltosci dowolnego punktu elipsy od ogniska do odlegtosci tego punktu
od sprzezonej z ogniskiem kierownicy jest rowny mimosrodowi elipsy,

(2.13)

|OP| _|O'P| _ .
|AP|  |A’P|

(2.14)

Cwiczenie - Udowodni¢ relacje (2.7) i (2.14) wykorzystujac postaé parametryczna (2.3)
roOwnania paraboli.

2.2 Hiperbola

Hiperbola zadana jest rOwnaniem na ptaszczyZnie

S A (2.15)

x=xay/1+ 2. (2.16)

x. (2.17)

Posta¢ parametryczna dodatniej galezi hiperboli to

acosht
bsinht, t € (—00,00). (2.18)

X

13
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Rysunek 2.2: Hiperbola o parametrach a = 3, b = 6 i mimosrodzie e = 2.24.

Dla ujemnej galezi znak zmiennej x jest przeciwny. Warto$¢ parametru t = 0 odpowiada
punktom przeciecia gatezi hiperboli z osia x o wspolrzednych

(+4,0). (2.19)

Ogniska hiperboli to punkty O’ dla galezi ujemnej i O dla gatezi dodatniej o wspot-

rzednych
O’ = (-Va? +b2,0), O = (Va? +12,0). (2.20)

Odlegtos¢ miedzy ogniskami to
|OO0’| = 2Va? + b2. (2.21)

Modut réznicy odleglosci dowolnego punktu hiperboli P od obu ognisk jest staly i wynosi
(patrz Rys. 2.2)
l0’P|- 0P| = 2a. (2.22)

Mimos$rod, zdefiniowany jako stosunek odlegtosci ognisk do odlegtoéci miedzy punk-
tami przeciecia galezi hiperboli z osiq x, wynosi

,_100 _ Va2 41

2a a

>1. (2.23)

14



Podobnie jak dla elipsy ogniska leza w punktach
O’ = (—ea,0), O = (ea,0). (2.24)

Kierownice hiperboli sa prostymi réwnolegtymi do osi x, przechodzacymi przez punkt

a
X==

a 2.25
: (2.25)
gdzie znak (+) odnosi si¢ do kierownicy k sprzezonej z ogniskiem O, natomiast znak (—)
do kierownicy k’ sprzezonej z ogniskiem O’. Odlegto$¢ ognisk od sprzezonych co nich
kierownic wynosi

d—|ea—f|—b—2 (2.26)

el Va2ip2 '
Relacje (2.23) i (2.26) pozwalaja wyliczy¢ parametry a i b hiperboli w funkcji parametréw
eid,
ed ed

a=——-), b= .
e2—1 21

(2.27)

Stosunek odlegtosci dowolnego punktu P dodatniej gatezi hiperboli od ogniska O do
odleglosci tego punktu od kierownicy k jest staly i rtowny mimosrodowi hiperboli,

|OP|

P, 2.28
AP ¢ (2.28)

Podobnie dla punktéw ujemnej galezi, ogniska O’ i kierownicy k’.

Cwiczenie - Udowodni¢ relacje (2.22) i (2.28) wykorzystujac postaé parametryczna (2.18)
réwnania hiperboli.

2.3 Parabola

Roéwnanie paraboli na ptaszczyznie to

x:ay2 a>0. (2.29)
Roéwnanie parametryczne to
x = at?
y = t, t € (—00,00). (2.30)

Ognisko paraboli O lezy na osi x i ma wspotrzedne

O:(ﬁ’ ) (2.31)

15



Rysunek 2.3: Parabola o parametrze a = 1/5.

Kierownica k paraboli to prosta réwnolegta do osi y o réwnaniu

1
=——. 2.32
x=- (2.32)
Odlegtos¢ ogniska od kierownicy wynosi
1
d=—, (2.33)

natomiast punkt przeciecia paraboli z osia x znajduje si¢ w potowie odlegtosci miedzy
ogniskiem a kierownica. Zauwazmy, ze dla d — 0 elipsa staje si¢ coraz szersza, gdyz a —
Q.
Dowolny punkt P hiperboli jest rowno odlegly od ogniska O i kierownicy k (patrz
Rys. 2.3),
|OP|
|AP|

Stosunek ten okreéla tez mimosréd paraboli, e = 1.

(2.34)

16



Rysunek 2.4: Krzywe stozkowe. Zwrd¢ uwage, ze dla wybranych punktéw P na rysunku,
odlegtos¢ |OP| = ed = p.

Cwiczenie - Udowodni¢ relacje (2.34) wykorzystujac postaé parametryczna (2.30) réwna-
nia paraboli.

2.4 Postaé biegunowa krzywych stozkowych

Krzywe stozkowe mozna okresli¢ przy pomocy jednego wzoru wprowadzajac kierownice
k i ognisko O odlegte od kierownicy o odlegtos¢ d. Krzywa stozkowa definiujemy wte-
dy jako zbiér punktéw P plaszczyzny, dla ktérych stosunek odleglosci od ogniska O do
odleglosci do kierownicy k jest staly i rowny mimosrodowi krzywej stozkowej e (patrz
Rys. 2.4),

|OP|

TAD| = e = const.. (2.35)
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W zaleznosci od wartosci e, otrzymujemy

0<e<1l elipsa
e=1 parabola (2.36)
e>1 hiperbola

Wprowadzajac wspotrzedne biegunowe (7, ¢) wyprowadzone z ogniska O, otrzymujemy

dla réwnania (2.35)
’

d+rcos¢ -
gdzie kat ¢ liczy si¢ od osi x prostopadlej do kierownicy i przechodzacej przez ognisko O,
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Stad rownanie krzywej stozkowej
p

r = m p:ed. (238)

e, (2.37)

W kazdym przypadku minimalny promien r,,;,, odpowiadajacy punktowi przeciecia
krzywej stozkowej z osia x jest okre$lony z warunku ¢ = 7 i wynosi
e
1+e
Poniewaz r,,;,, < d, lezy on zawsze miedzy ogniskiem a kierownica.

Promien maksymalny r,,,, zalezy od krzywej stozkowej. Dla elipsy otrzymujemy go
dla kata ¢ =0,

d. (2.39)

Tmin =

e
Yiax = 1—_ed (240)

Odpowiadajacy mu punkt lezy na osi x po prawej stronie ogniska O. Latwo sprawdzi¢, ze
Twin + Tmax = 24, (2.41)

a drugie ognisko O’ lezy na prawo od ogniska O w odlegtosci
Tax — Tmin = 2Va2 — b2, (2.42)

gdzie parametry elipsy a i b sa okre$lone wzorami (2.13).

Dla paraboli e = 1 i ze wzoru (2.38) wynika, ze r,,,, — oo gdy ¢ — 07. Dla hiperboli e >
1 i istnieje minimalny kat ¢,,;, powyzej ktérego rownanie (2.38) ma sens geometryczny.
Jest on okres$lony réwnaniem

1
COS P iy = > (2.43)

+

min®

tg Pmin = Ve2 -1 = b (2.44)

a

a promien r,,,, — oo gdy ¢ — ¢
niej gatezi hiperboli,

Kat ten okresla tangens nachylenia asymptoty dodat-

Cwiczenie - Znalez¢ odlegloéé¢ punktu przeciecia asymptot hiperboli od kierownicy k w
funkcji parametrow e i d. Po ktdrej stronie kierownicy znajduje sie ten punkt.
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2.5 Sprowadzanie do postaci kanonicznej
Roéwnanie (2.1) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej
2TA2+DT2+F=0, (2.45)

gdzie £T = (x,v), DT = (D, E), F jest liczba, natomiast macierz

. [A C
A:(C B) (2.46)

jest macierza symetryczna. Macierz ta3 mozna sprowadzi¢ do postaci diagonalnej przy
pomocy transformacji ortogonalnej O, ktéra prowadzi do nowych zmiennych £ = (x',7’),

% =0"%, 0TO=00T =1 (2.47)
oraz
A:(g L)oo (2.48)
Roéwnanie (2.45) przyjmuje postaé bez cztonéw wieszanych
Y AY+DTOX +F=0, (2.49)
lub w jawnej postaci
x4+ 2,9?+D'x’+E'y +F=0, (2.50)

gdzie DTO = (D’,E’). Réwnanie to mozna zapisa¢ w formie sumy kwadratéw. Na przy-
ktad, gdy Ay # 0 oraz A, # 0 mamy

) 2 i 2 12 12
D E D E
A X"+ + A, (v + +F-—-—"_=0. 2.51
1( 2A1) 2(y 2A2) PREYE (251)

W zaleznosci od znakéw A; i A, oraz wyrazu wolnego otrzymujemy krzywa stozkowa lub
zbidr pusty.

Cwiczenie - Jaka krzywa stozkowa przedstawia rownanie

10x% +10y? - 12xy + 20x - 12y + 8 = 0.
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Rozdzial 3

Tensory

3.1 Krzywoliniowe uklady wspolrzednych

W Kkartezjaniskim ukladzie wspétrzednych punkty P sa scharakteryzowane przez wspot-
rzedne kartezjanskie wektora wodzacego
17 .27 37

7=xli+x2i+ 530y = (x1, %%, x3). (3.1)

Zwroémy uwage, ze tym razem wspoOlrzedne maja wskazniki gérne. Bedzie to istotne w
- o S
dalszej czesci rozwazan. Wektory bazowe, {ij, i, i3}, tworza baze ortonormalna,

—

oi=8; 1,j=1,2.3 (3.2)

Mozna wprowadzi¢ inne wspotrzedne (q',42%, ¢%) takie, ze istnieje wzajemnie jedno-
znaczny zwiazek miedzy tymi wspotrzednymi, a wspotrzednymi kartezjanskimi

Xl — xl(qI)qZ q3)
= 2445 9°)
¥ = xq'4% %), (3.3)

w skrocie x' = x*(q%). Warunkiem koniecznym i wystarczajacym jednoznacznoéci takiej
transformacji jest r6zny od zera jakobian tej transformacji

ox'/aq' 9x'/dq* Ix'/dq?
=| dx%/dq' 0x*/dq* 0x*/dq® | = 0, (3.4)
dx3/dq'  9x3/dq® 9x3/dq>

]:

‘ d(xt, x%,x3
d(q',9%9°)

lub w skrécie |dx'/dq%| # 0.
Ustalajac dwie z nowych wspotrzednych otrzymujemy krzywa scharakteryzowana nie-
ustalonym parametrem: ¥ = ¥{u“). Zmieniajac kolejno biegnacy parametr otrzymujemy
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siatke wspotrzednych krzywoliniowych. W kazdym punkcie P mozna zdefiniowa¢ trzy
wektory bazowe styczne do krzywych o ustalonej wartosci dwoch nowych wspoétrzednych,

¥  ox's  ox?o  Ixdo

leaq _8q Zl+9q112+8q113
g = 07 g 00y 00y
2T 02 9g7 ' 992 9g2 7
g = 20 Oxg dxg Oy
T 0P 02 937 93

W skrocie moze ten uktad zapisa¢ w postaci

(3.5)

(3.6)

gdzie sumujemy po dwukrotnie powtarzajacym sie wskazniku i = 1, 2, 3. Nieznikanie ja-
cobianu (3.4) w kazdym punkcie kwarantuje, Ze nowe wektory sa baza oraz istnieje wzor

odwrotny do (3.6),

i Bq Z
= 8x1

gdzie macierz dq%/dx' jest macierza odwrotna do macierzy dx'/dgq®
aq“ ax] A
We wzorze tym sumujemy po a. Podobnie, sluszna jest relacja

9% ox'
ox! aq/”

= ok,

gdzie tym razem sumujemy po i.
Policzmy iloczyn skalarny nowych wektoréw bazowych

oxj 5 - - Ox; N oo ox:
A ox; 7 dx; 0Xj ’ Zaxl ox;

9q“9q’3‘1 7 997 9qB

Jezeli wspotrzedne q%(x;) prowadza do bazy ortogonalnej,

Ea'Z/S :hiéaﬁ,
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to takie wspolrzedne nazwiemy ortogonalnymi. Wspoétczynniki h,, zwane wspoétczynni-
kami Lamego, sa dlugoscia wektorow bazowych &,

—— axt\? [ox2\* [9x3)\?
R RSN
—— axl\2 [9x2\* [9x3)\
s Ve \/ o) (5] (5]
axl\2 [9x2\* [9x3)\?

]’l3 = 3 3 —\/ aq:%) +(8_q3) +(a—q3) . (312)

Dzielac kazdy z wektoréw nowej bazy &, przez jego dtugosc h, otrzymujemy lokalng baze
ortonormalna. Wtedy (nie sumujemy po «a)

. 1 d7 , .
ea:EQ_qa I €,-€5=20qp. (3.13)

3.2 Popularne uklady wspoélrzednych

Najbardziej popularne ortogonalne uktady wspétrzednych to

* wspolrzedne biegunowe

X = pcos¢
y = psing, pe(0,00), ¢€[0,2m) (3.14)
* wspotrzedne walcowe
X = pcos
= psin¢
z = z, pe(0,0), ¢e€l0,2m), ze€(—00,00) (3.15)
* wspolrzedne sferyczne
x = rsinfcos¢
= rsinOsin¢
Z = rcos, re(0,00), ¢€[0,21), 6€[0,n] (3.16)

Wspotczynniki Lamego dla powyzszych uktadow wspoétrzednych podajemy w tabelce.
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] Nazwa \Wspélrzgdne\ Wspétczynniki Lamego ‘

kartezjanskie (x,,2) h,=1 hy =1 h,=1
biegunowe (p,P) hp=1 hy=p
walcowe (p,d,2) hp=1 hy=p hy;=1
sferyczne (r,0,¢0) hy=1 hg=r hgy=rsinf

Cwiczenie - Znalez¢ wektory bazowe dla powyzszych uktadéw wspétrzednych i wyliczyé
wspolczynniki Lamego z tabelki. Unormowac¢ do jedynki wektory bazowe.

3.3 Tensory

3.3.1 Rozniczka i gradient

Odwro¢my relacje miedzy wspotrzednymi kartezjanskimi, a wspotrzednymi krzywolinio-
wymi, x' = xl(ql,qz,q3) dlai=1,2,3, otrzymujac q* = q“(xl,xz, x3) dla @ =1, 2,3, anastep-
nie policzmy rézniczke nowych zmiennych,

dg®

dq® . 1. 99 . ,
= p dx +8x2dx +

lub w zapisie z konwencja sumacyjna po dwukrotnie powtarzajacym sie wskazniku i

313 dx3 (3.17)

a .
dqe = 29° gy (3.18)
ox!

Zauwazmy, ze rozniczka nowych wspoétrzednych dg® transformuje sie tak jak wektory
bazowe w relacji odwrotnej (3.22),
7%, (3.19)
Pooxt '
poprzez macierz odwrotna do macierzy (dx'/dq®). Jest to sposéb przeciwzmienniczy lub
kontrawiariantny transformacji.
Sprawdzmy teraz jak transformuja sie sktadowe gradientu funkcji ¢(x!,x2, x3), zapi-
sanej jako funkcja zmiennych krzywoliniowych (¢%) = (g1, 4%, ¢°),

$(a%) = P(x'(q%), x*(q%), x*(q%). (3.20)
Otrzymamy

op _Jdp ox! IPp Ix* Ip Ix® I Ix' _ Ix

= 8 —_ = 1 — A5 - .= = = 7 .
907 = %= T g Yo oge T o agn v ot~ agn 1?

(3.21)
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Ostatecznie

Dot = %8@ (3.22)

Tym razem skladowe gradientu transfomuja sie tak jak wektory bazowe we wzorze (3.6),

- 8xi e

ey = Tqali, (323)
poprzez macierz (dx'/dq®). Tak wiec sktadowe gradientu funkcji transformuja sie w spo-
sOb wspolzmienniczy lub kowariatny z wektorami bazowymi.

3.3.2 Definicja tensora

Wzory (3.18) i (3.22) to dwa sposoby transformacji sktadowych obiektéow geometrycz-
nych przy zmianie ukladu wspétrzednych. Obiekty z dolnym wskaZnikiem transformuja
si¢ wspotzmienniczo (kowariantnie) z wektorami bazowymi przy zmianie uktadu wspot-
rzednych, natomiast obiekty z gérnymi wskaZznikami transformuja si¢ przeciwzmienniczo
(kontrawiariantnie). Stad og6lna definicja.

Tensorem k-krotnie kontrawariantnym i /-krotnie kowariantnym nazywamy obiekt
geometryczny, ktorego wspoélrzedne w danej bazie, T]l]l]l;]l]", transformuja si¢ przy zmianie

uktadu wspétrzednych, g% = g% (x'), w nastepujacy sposéb

jararea _ 99%9q%  9q% ii,.ip Ox) dxl2 x) (3.24)
ﬁlﬂZﬁl - axll axlz axlk ]1]2]’ aqlgl aqﬁz aqlgl :
gdzie sumujemy po prawej stronie po powtarzajacych si¢ wskaznikach tacinskich,
(iI!iZ""lik) oraz (jl,jz,...,jl), (325)

z zakresem ich zmiennodci {1,2,... N}, gdzie N jest wymiarem przestrzeni (liczba wekto-
réw bazowych). Mowimy, ze taki tensor jest typu (k,I).

3.3.3 Operacja na tensorach

Na tensorach mozna wykonac¢ szereg operacji, takich jak dodawanie tensoréw tego same-
8o typu, o L

lpely 11y 0 11y 0

izt = Bt ¥ it (3.26)
oraz mnozenie przez dowolna liczbe rzeczywista A,

i1i2'~-ik _ ili2'~-ik
Ajljz...j, = /\lejz...j,' (3.27)
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Mozemy réwniez pomnozy¢ przez siebie tensory réznego typu,

iy igewip ity _ g it
jiizeedt Civain = Ajiiareiion” (3.28)
W wyniku otrzymujemy tensor typu (k + n,1 + m).
Mozliwa jest rowniez operacja kontrakcji - sumowania po dolnych i gérnych wskaz-
nikach, ktéra prowadzi do tensora nizszego typu. Na przyktad, sumujac po pierwszym
gornym wskazniku i drugim dolnym, otrzymujemy

N
figls.y _ pials..iy
Zlez‘ja...jl =A; 0 (3.29)
i=1
We wzorze tym jawnie zaznaczyliSmy sumowanie czego zwykle sie nie robi, przyjmujac

konwencje sumowania po powtarzajacych sie wskaznikach gérnych i dolnych. Otrzymany
tensor jest typu (k—1,1-1).

3.3.4 Niezmienniki tensorowe

Niezmienniki tensorowe (skalary) powstaja poprzez zwezenie (kontrakcje) wszystkich
wskaznikow gornych i dolnych w tensorze lub w iloczynach tensoréw. W wyniku otrzy-
mujemy liczbe, ktorej warto$¢ jest niezalezna od wyboru ukladu wspoétrzednych Na przy-
ktad, niezmiennikiem jest wielko§¢

A%B,, (3.30)

gdyz
dq% dxi
A%B, = ——=——
7 oxi dg

Ponizej podajemy przykiady innych niezmiennikéw tensorowych

AB; = 5] A'B; = AJB;. (3.31)

A%, 8, A*Bg,, AMRB;C (3.32)

213 °

Nie jest natomiast niemiennikiem wielko$¢ zbudowana poprzez sumowanie wskazni-
kéw na tym samym poziomie, na przyktad

3
ZA“B"‘. (3.33)
a=1

Cwiczenie - Pokazad, ze (3.33) nie jest niezmiennikiem.
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3.4 Element dlugosci i tensor metryczny

Kwadrat infinitezymalnie matego elementu dtugosci we wspotrzednych kartezjanskich to

ds? = (dx')? + (dx?)? + (dx°)? = g;; dx'dx (3.34)

e

gdzie gij = 0jj sa sktadowym tensora metrycznego w bazie kartezjanskiej, {iy,i,13}. Po
zmianie uktadu wspoélrzednych

3 ox! ax aq p
ds? Zaq aﬂ q%dqP, (3.35)

gdzie sumujemy po «,f = 1,2,3. Kwadratu elementu dlugosci w dowolnym uktadzie
wspotrzednych mozna wiec zapisa¢ w formie

ds® = 8ap dq®dqP (3.36)

~

gdzie

> Oxi ox!
8ap = ;Wa_qﬁ (3.37)

sa sktadowymi tensora metrycznego w nowej bazie, {€}, €, €3}. Tym razem sktadowe ten-
sora metrycznego zaleza od wspétrzednych punktu g = (q},4%, ¢%), w ktérym sa liczone

8ap = 8ap(q), (3.38)

Ze wzoru (3.10) wynika, Ze tensor metryczny mozna zapisa¢ poprzez iloczyn skalarny
wektoréw bazowych

8ap = Za'zﬁ (3.39)

Tensor metryczny jest tensorem dwukrotnie kowariantny, gdyz relacje (3.37) mozna zapi-
sa¢ w postaci o
Jx' dxJ

Sap = Wa—qﬁéij- (3.40)

Poniewaz 6;; = g;; sa sktadowymi tensora metrycznego w bazie kartezjanskiej, wzor ( 3.40)
jest prawem transformacyjnym (3.24) dla tensora typu (0,2), czyli tensora dwukrotnie
kowariantnego.

W przypadku wspoélrzednych ortogonalnych tensor metryczny jest diagonalny

Qua=h2 i Sap=0 gdy a=p. (3.41)
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lub w notacji macierzowej
hi 0 0
(8ap)=|0 h3 O] (3.42)
0 0 h

Wtedy kwadrat elemntu dlugosci to

ds® = (hydq")? + (hpdq®)* + (h3dq’)? (3.43)

a wyznacznik macierzy tensora metrycznego wynosi
det(gap) = hi h3 h3. (3.44)

Wzory te fatwo zapisa¢ dla dowolnego wymiaru przestrzeni n, zamieniajac 3 — n.

3.5 Kontrawariantny tensor metryczny

Wprowadza sie réwniez wspotczynniki kontrawiariantne tensora metrycznego g*# takie,
ze

g%P 8py =90y (3.45)

Latwo pokaza¢é, ze wzor analogiczny do (3.37) to

3
dq% dqf
ap .y 1“1 3.46
g ]Zl’ dx] dxl (3.46)
gdyz spelniona jest relacja (3.45)
3 3

dq® dqf dx' dx'

ap = e =

& &by ; dx] dxl ; dqP dq”

iaia_ ox' 9q° Z
xj 8q qﬁ ax] ax] aqV Z]

@=L | -0 gdy a=p. (3.47)
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lub w notacji macierzowej

/hi 0 0
gy = o /K o0 |. (3.48)
0 0 1/h

ap

Cwiczenie - Pokaza¢, ze g% jest tensorem dwukrotnie kontrawiariantnym.

Kowariantny tensor metryczny kowariantny zamienia wskazniki kontrawiariantne (gor-
ne) tensora na wskazniki kowariantne (dolne), na przyktad

Ay = gapAP. (3.49)
natomiast tensor kontrawiariantny odwraca te relacje
At =g A (3.50)

W obu przypadkach sumujemy po g = 1,2,3. Dla wspdétrzednych ortogonalnych mamy
wiec (brak sumowania po «)

A, =h2 A (3.51)

oraz 1
Aa = h—zAa (352)

44

3.6 Element objetosci

Element objetosci w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych zadany jest wzorem

|4V = dx'dx?dx’ ] (3.53)

Przy zmianie ukladu element jest wyrazony poprzez modut jakobianu transformacji (3.4)

o

5 dqldg®dg®. (3.54)

v-|

Relacja (3.40), interpretowana macierzowo, pozwala nam zwiaza¢ jakobian z wyznaczni-
kiem kowariantnego tensora metrycznego

ox! 2

5 (3.55)

det(gap) =

28



Stad element objetosci w dowolnym uktadzie wspotrzednych

dV = [det(g,p)dq'dg’dq’

Dla wspotrzednych ortogonalnych przyjmuje on postaé

dV =hyhyhsdqtdg*dq®

(3.56)

(3.57)

Cuwiczenie - Wyliczy¢ element dtugosci i objetosci dla wspétrzednych z ponizszej tabelki.

’ Wspotrzedne ‘ Element dlugosci ‘ Element objetosci ‘
kartezjanskie ds? = dx* + dy? + dz* AV =dxdydz
biegunowe ds?> =dp? + p*d¢? AV =pdpd¢
walcowe ds* =dp? +p?d¢p? +dz? AV =pdpdpdz
sferyczne ds? =dr? +r?d0?* + r*sin’0d¢? | AV = r*sin0drdOd¢
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Rozdzial 4

Operatory rozniczkowe

4.1 Gradient
Rozwazmy rzeczywista funkcje skalarna w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej,

¢ =p(x',x%x), (4.1)

> >

gdzie (x') to wspotrzedne wektora wodzacego 7w ortonormalnej bazie wektoréw {iy, 15,13},
17 27 37

F=x1 +x° iy + x°i3. (4.2)

Gradient funkcji ¢ to funkcja wektorowa

dp - Jdp - doP

grad(j) = ilwﬁ-izwﬁ-%w (43)
Jezeli zdefiniujemy wektorowy operator rézniczkowy nabla
> d - d - 4
v:llﬁ+l2ﬁ+l3ﬁ' (44)

to gradient mozna zapisac jako wynik dziatania tego operatora na funkcje ¢,
grad¢ =V¢ (4.5)
Rozwazmy rézniczke funkcji ¢
0p 1, 9, > 99 ;
d(],') = de + de + ﬁdx . (46)

Mozna ja zapisa¢ w formie iloczynu skalarnego

— —
dp=V¢-dr =|V¢|ldr|cosa, (4.7)
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gdzie dr = (dx',dx?,dx?). Zmieniajac kierunek wektora przyrostu argumentéw dr przy
ustalonej jego dlugosci otrzymujemy najwieksza warto$¢ przyrostu funkcji d¢ dla dr IV
(a = 0). Stad - gradient funkcji wskazuje kierunek jej najwigkszego wzrostu w przestrzeni
argumentoéw funkcji.
4.2 Dywergencja
Rozwazmy funkcje wektorowa w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej
A=Aiiy+As Ty + AT, (48)

gdzie kazda ze sktadowych zalezy od sktadowych wektora 7,

A =A;(x,x%x%), i=1,2,3. (4.9)

Operator dywergencji przyporzadkowuje funkcji wektorowej A funkcje skalarna

.o — aAl aAZ 8A3
divA =V-A = B + 2t o

(4.10)

Policzmy dywergencje z gradientu funkcji skalarnej

0? 92 92
(836?3)2 " (axg;Z * (ax;ﬁz‘ (4.11)

div(grad¢) =V-V¢ =

Operator dzialajacy na funkcje skalarng po prawej stronie nazywa sie operatorem Lapla-
ce’a lub laplasjanem i oznacza sie go symbolem

A=V.V=divgrad, (4.12)

ktory przyjmuje nastepujaca posta¢ we wspotrzednych kartezjaniskich

0? 0? 0?
(@x1)2 " (@x22 " (902

A= (4.13)

4.3 Rotacja

Operator rotacji przyporzadkowuje funkcji wektorowe Anowa funkcje wektorowa

. R
rtA=VxA=|d, 0y 0 (4.14)
A Ay Aj




co po rozwinieciu daje
—

rotA = 1) (9243 — 93A5) + 15 (93A; — 91 A3) + 13 (91 As — 92A;) (4.15)

gdzie wprowadziliSmy oznaczenie
d; = — i=1,2,3. (4.16)

Pole A dla ktorego rotA # 0 nazywamy polem wirowym.
Latwo udowodni¢ tozsamos¢

- -

div(rotA)=V-(VxA)=0 (4.17)

Mamy bowiem

-

V-(VxA)

01(02A3 = 0d3A;) + d2(d3A; — 01 Az) + d5(01 A, — drAq)

= (0107 —0201)A3+ (0205 —9302)A; +(d301 —d1d3)A; =0

o ile pochodne czastkowe sa przemienne, co oznacza, ze sktadowe A; musza by¢ ciagte
az do drugich pochodnych. Funkcje (pola) wektorowe, dla ktérych dywergencja znika
nazywamy polami bezrodtowymi. Tak wiec pole

—

B=rotA (4.18)

jest pole bezrodtowym.
Podobnie mozna udowodnié tozsamosé

rot(grad ) = Vx (Vo) = 0 (4.19)

mamy bowiem dla funkgji ¢ jest ciagtej az do drugich pochodnych
VX(VP) = i1(d205¢ = 302)
+ 1)(9391¢—9193) +13 (9192 — 9291 ¢) = 0. (4.20)

Pola dla ktérych rotacja znika nazywamy polami bezwirowymi lub potencjalnymi. Tak wiec
pole
E= —grad ¢ (4.21)

jest polem potencjalnym.
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4.4 Zapis tensorowy

Operacje rozniczkowe mozna zapisa¢ przy w formie tensorowej pomocy sktadowych kar-
tezjanskich

(Vo) = di¢p (4.22)
(V-A) = 9;A; (4.23)
(VXX)I‘ = €i]‘kajAk (424)

gdzie sumujemy po powtarzajacych sie¢ wskaznikach i,j,k = 1,2,3, a €;ji jest kompletnie
antysymetrycznym tensorem Leviego-Civity,

1 (ijk) permutacja parzysta
€ijk =4 —1 (ijk) permutacja nieparzysta (4.25)
0 i=jlubj=klubi=k

Udowodnijmy raz jeszcze tozsamosci (4.17) 1 (4.19):

V. (V XX) = 8i(€i]‘ka]'Ak) = (eijk8i8j)Ak =0, (4.26)
(VX (V)i = €;jxd;(9xkp) = (€;jx9;9x)p = ;. (4.27)

W dowodzie wykorzystaliémy wtasno$¢ méwiaca, ze suma po skladowych iloczynu ten-
sorOw symetrycznego i antysymetrycznego daje zero

ZA sym asym _ ZA sym asym " ZA sym asym

(i<j) (i>7)

_ ZA sym asym ZA sym asym
(i<j) (j<i)

— ZA sym usym ZA sym asym - 0. (4.28)
(i<j) (i<j)

gdzie przy zmianie kolejnosci wskaznikow

(sym) _ (sym) (asym) _ (asym)
A7 =A™, B =B (4.29)

Cwiczenie - Stosujac zapis tensorowy udowodnié¢ nastepujaca tozsamosé

Vx(VxA) = V(V-A) - AA. (4.30)
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4.5 Operatory we wspolrzednych krzywoliniowych

4.5.1 Gradient

Po zamianie wspotrzednych kartezjanskich na ortogonalne wspoélrzedne krzywoliniowe,
x' = x'(g%), operacje rézniczkowania przyjmuja nowa postac. Dla gradientu otrzymujemy

1a¢ L L9019,

¢= aq h aq h aq (4.31)

gdzie h, to wspotczynniki Lamego, a wektory {é;,é,,&3} to unormowane do jedynki ortogo-
nalne wektory bazowe dla wspétrzednych krzywoliniowych

s _ Ll _1or
€y = h_ EW (432)

Mamy bowiem

P » (9P g%\ dgh
\Y% = = , 4.33
¢ = Zaxl l ;(8(1“ dx' ) oxi P ( )
gdzie wykorzystaliSmy wzoér na pochodna funkgcji zlozonej oraz odwrocona relacje dla
wektoréw bazowych (wektory e nie s3 unormowane do jedynki),

e aqﬁ
i = ax’ (4.34)
Z definicji tensora kontrawiariantnego tensora metrycznego, otrzymujemy
vp = 2¢ 00 94" |, 7, = 20 (4.35)
T og¢ — Jx! I P~ 9q% /3 '
Dla wspétrzednych ortogonalnych g*f = 6%F/h2 i stad wzor (4.31),
Vo = i L 9%, (4.36)
¢_a:1 ha aqa for .

gdzie wektory é, sa juz unormowane do jedynki.

Cwiczenie - Znalez¢ operator gradientu dla uktadéw wspoétrzednych z tabelki w poprzed-
nim rozdziale.
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4.5.2 Dywergencja

Dla dywergencji otrzymujemy

h1h2h3 aql aqz 8q3

diVX: ! {i(Alhzh:;) + i(Azhg,hl) + i(Ay)hlhz)} (4:37)

gdzie A, to skltadowe wektora A w bazie ortonormalnych wektorow é,,
3
A= ZAa &, (4.38)

Cwiczenie - Znalez¢ dywergencje we wspotrzednych z tabelki.

4.5.3 Rotacja

Podobnie dla rotacji znajdujemy

&1hy  &hy éshy

r_ 1 R B
rotA = hiohs 947 Fye 0P (4.39)

h1Ay hyAy; h3As

co po rozwinieciu daje

> 1 (d(h3A3) d(hAp)),
rotA = h2h3( Y - e é1 (4.40)
L1 (dmAy) d(hAsz)) 1 (d(haAy) d(mAy)),
hihs\~ 9g3 gt |7 mhy\ g a? )
Cwiczenie - Znalez¢ rotacje we wspolrzednych z tabelki.
4.5.4 Laplasjan
Znajdzmy jeszcze operator Laplace’a,
A =divgrad, (4.41)
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we wspotrzednych krzywoliniowych. Ze wzorow (4.31) i (4.37), otrzymujemy

- 1 0 hyhs (9(]') J hshq a¢ 0 hih, 8q,‘>
A(ib - h1h2h3{8q1( hy aql + aqz h, aqz + aq3 s aq3 (4.42)

Cwiczenie - Znalez¢ laplasjan we wspétrzednych z tabelki.

4.5.5 Laplasjan dla dowolnych wspolrzednych

Wykorzystujac rozroznienie sktadowych ko- i kontrawariantnych oraz relacje
det(g,y) = hihyhs (4.43)

dla wspolrzednych ortogonalnych, zapiszemy powyzszy laplasjan w postaci prawdziwej
dla dowolnego uktadu wspétrzednych

1
Ap= o aa( det(gw)é?“({)) (4.44)
det(gyy)
gdzie
a o o
aazw, 9 :gﬁaﬁ (445)

Dla wspotrzednych ortogonalnych

_ 1 d
K% 0q%

¢4

(4.46)

Laplasjan w kilku wybranych wspétrzednych krzywoliniowych jest podany w tabelce.
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Wspotrzedne biegunowe A = %a% (Pa%) + # %22

4 _1
Wspotrzedne walcowe A = ik (pap ) t et

4 =10 (,29\, 1| _1 09 (singl 192
Wspolrzedne sferyczne | A= 5= (r ar)+ . [sine 56 (31n999)+ e a¢2]
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Rozdzial 5

Twierdzenia caltkowe

5.1 Twierdzenie o potencjale

Bedziemy rozpatrywac catki krzywoliniowe liczone wzdtuz krzywej C w przestrzeni tréj-
wymiarowej,
I(C):ff?d?, (5.1)
C
gdzie A= X(?’) jest funkcja (polem) wektorowym, natomiast d7’jest infinitezymalnym wek-

torem faczacym dwa nieskoniczenie bliskie siebie punkty na krzywej. We wspoétrzednych
kartezjanskich

I(C) = J(A1 dx' + Aydx? + Ay dx®). (5.2)
C

Zauwazmy, ze zmieniajac kierunek catkowania na przeciwny, czyli formalnie przechodzac
od krzywej C — —C, otrzymujemy wartos¢ catki ze zmienionym znakiem,

[(~C) = —I(C). (5.3)

Wartos¢ catka krzywoliniowej na og6t zalezy od krzywej C. Istnieje jednak przypadek,
gdy tak nie jest. Jezeli pole Xjest polem potencjalnym, tzn. mozna je przedstawié jako
gradient z funkgji ¢ = ¢(7) (potencjatu),

A=V, (5.4)

otrzymujemy

fw»d?: $(7) - b(7) (5.5)
C
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gdzie 7 to polozenie poczatku krzywej C, natomiast 7 to potozenie jej konca. Krzywa C
moze wiec by¢ dowolna krzywa taczaca te punkty, a warto$¢ catki krzywoliniowej I zale-
zy tylko od wartosci potencjatu ¢ na brzegach tej krzywej. W szczego6lnosci dla krzywej
zamknietej, gdy 74 = 73, otrzymujemy

SBvq)-d?: 0 (5.6)

C

Tak wiec, dla pola potencjalnego catka po krzywej zamknietej wynosi zero.

Cwiczenie - Pokazac, ze pole wektorowe

E=24, p=L (5.7)
r

gdzie « jest stala, a 7 jest jednostkowym wektorem wodzacym, jest polem potencjalnym.
Znalez¢ postaé potencjatu.

5.2 Twierdzenie Stokesa

Rozwazmy catke krzywoliniowa po krzywej zamknietej

—

I(C) = 96A-d7. (5.8)

C

Pokazemy, Ze mozna ja wyrazi¢ poprzez catke po dowolnej powierzchni dwuwymiarowej
S rozpietej na krzywej C.

Niech S bedzie taka powierzchnia. Mozna ja przyblizy¢ przez sume infinitezymal-
nych powierzchni dwuwymiarowych, ktore sa na tyle mate, iz mozna je traktowac jako
powierzchnie ptaskie. Ich brzegi saq infinitezymalnymi krzywymi zamknietymi po kto-
rych catkujemy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. Catki po czesci
wewnetrznych krzywych znosza sie dla sasiadujacych ze soba powierzchni, gdyz catko-
wanie po wspolnej czedci krzywej odbywa sie dwa razy w przeciwnych kierunkach. To co
pozostaje to catka po brzegu obszaru dwuwymiarowego S, czyli catka po krzywej C. Tak
wiec, nalezy najpierw rozpatrzy¢ wklad od inifnitezymalnej krzywej otaczajacej obszar
ptaski, a nastepnie doda¢ wktady od wszystkich takich catek by otrzymac catke I(C).

Niech taka krzywa bedzie prostokat o bokach o dtugosdci Ax i Ay polozony na ptasz-
czyznie (x,v), tak, ze jego $rodek znajduje sie¢ w punkcie (0,0) kartezjaniskiego uktadu
wspolrzednych. Policzymy catke po brzegu tego prostokata w kierunku przeciwnym do
ruch wskazowek zegara, mnozac dlugos¢ boku przez warto$¢ odpowiedniej sktadowej
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pola wektorowego A w érodku tego boku. Dla obliczenia tej wartosci postuzymy sie roz-
winieciem Taylora z doktadnoscia do wyrazoéw liniowych w przyrostach,

A(x+Ax/2,y£Ap/2) = A + g—i% . 244y (5.9)

gdzie pole wektorowe i jego pochodne po prawej stronie sa obliczone w poczatku uktadu
kartezjanskiego, A= X(O, 0). Oznaczajac infinitezymalny prostokat przez AC, mamy

(Ax/2,-Ap/2)  (Ax/2,A9/2)  (—Ax/2,Ap/2) (—~Ax/2,~Ap/2)

I(AC):gSfY-dF’: J + J + J + J , (5.10)

AC (-Ax/2,-Ap/2) (Ax/2,-Ay/2)  (Ax/2,Av/2)  (~Ay/2,Ap/2)

gdzie symbolicznie zaznaczyliSmy cztery fragmenty konturu catkowania. Tak wiec

JA, A JdA, Ax
0A, Ay dA, Ax
- (Ax+8_y7)Ax_(Ay_8_x7)Ay
dAy,  JA
_ y _ X
= (_ax 7y )AxAy. (5.12)

—

W wyrazeniu w nawiasie rozpoznajemy z-towa skladowa rotacji (V x A),. Wprowadzajac
wektor powierzchni o dtugosci réwnej liczbowo polu powierzchni i prostopadly do niej o
kierunku okreslanym przez regute prawej reki,

AS =(0,0,AxAy), (5.13)
catke I(AC) mozemy zapisa¢ w postaci niezaleznej od orientacji powierzchni

I(AC) = rotA-AS. (5.14)

Sumujac po wszystkich wktadach AC otrzymujemy catke konturowa I(C).
Stad twierdzenie Stokesa

ggﬁ-df’z Jrotﬁ-ds? (5.15)

C S

gdzie S jest dowolng powierzchnia rozpieta na krzywej C. Oznacza to, ze powyzsza relacja
nie zalezy od ksztaltu powierzchni S. Twierdzenie Stokesa wiaze catke po powierzchni S
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z rotacji pola wektorowego A z calka krzywoliniowa z pola A po brzegu tej powierzchni
C. Jest to bardzo gleboki matematycznie wynik.
Jezeli rotA = 0 to catka po kazdej krzywej zamknietej C znika,
VxA=0 => 9SA’-d?:o vC. (5.16)
C

Jest to zgodne z faktem, ze w przy znikajacej rotacji pole Xjest polem potencjalnym, a
wiec stuszna jest relacja (5.6).

5.3 Twierdzenie Gaussa

Podobna matematycznie relacje do twierdzenia Stokesa mozna otrzymac rozwazajac wy-
plyw (strumien) pola wektorowego A poprzez powierzchnie zamknietq S. Rozwazamy za-
tem catke powierzchniowa

1(5):562-ds7, (5.17)
S

gdzie rozniczka ds jest inifinitezymalnym elementem powierzchni, prostopadlym do niej
i skierowanym na zewnatrz w przypadku powierzchni zamknietej. Pokazemy, ze I(S)
mozna wyrazi¢ przez catke po objetosci ograniczonej powierzchnia zamknieta S.

Niech V bedzie taka objetoécia. Mozna ja przyblizy¢ przez sume infinitezymalnych
prostopadioscianéw. Liczac strumienie pola A poprzez $cianki tych prostopadloscianow
stwierdzamy, ze strumienie poprzez $cianki wewnetrzne kasuja sie dla przylegajacych
do siebie prostopadlos$cianéw, gdyz jesli z punktu widzenia jednego z nich strumieri do
niego doplywa, to dla jego sasiada strumien z niego wyplywa. To co pozostaje to stru-
mien poprzez $cianki zewnetrzne, ktoére w granicy stanowia powierzchnie S. Nalezy za-
tem policzy¢ strumienie pochodzace od kazdego prostopadloscianu, a nastepnie je dodaé
by otrzymac catke powierzchniowa I(S).

Rozpatrzmy zatem prostopadloscian o bokach o dlugoéci Ax,Ay i Az, taki, ze jego
$rodek lezy w punkcie (0,0, 0) kartezjanskiego uktadu wspoétrzednych. Postuzymy sie roz-
winieciem Taylora wokot srodka prostopadtodcianu,

—

A(xAx/2,+Ay/2,+Az/2) = A + Z— (5.18)

gdzie pole wektorowe i jego pochodne sa obliczone w punkcie (0,0, 0). Zatem znajdujemy
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dla matego prostopadtoscianu AV,

I(AV) = 9SX-ds7 (5.19)
AS
dA, Ax dA, Ay 0A, Az
= (4 X2 ApAz + (A, + —2 =L | AzAx + A 22 AxA
(x+8x 2)yz+(y+ay 2)zx+(z+azz)xy
JA, Ax dA, Ay JA, Az
(Ax—WT)AyAZ—(Ay——yT AZAX—(AZ—¥7 AXA}]
co daje
JdA, JA, O0A, o
I(AV) —( Ep + 7y + e AxAyAz = divAAV . (5.20)
Sumujac po szeécianach otrzymujemy catke powierzchniowa I(S).
Stad twierdzenie Gaussa
ggﬁ-d?:fdivf?dv (5.21)
S Vv

gdzie V jest objetoscia ograniczona przez zamknieta powierzchnie S. Twierdzenie Greena
wiaze calke objetosciowa z dywergencji pola wektorowego A ze strumieniem tego pola
poprzez powierzchnie S bedaca brzegiem obszaru V. Jest to gleboki matematycznie wy-
nik.

Jezeli divA = 0, czyli pole ijest bezzrédlowe, to strumien tego pola poprzez dowolng
zamknigtq powierzchnie S wynosi zero,

V-A=0 => 96A-d?:0 VS, (5.22)

5.4 Podsumowanie

Podsumowujac, przedstawione twierdzenia pokazuja, Ze operacja rézniczkowania i wzie-
cia brzegu obszaru sa ze soba powiazane. Wprowadzajac bowiem operacje wziecia brzegu
d dla krzywej C, powierzchni S i objetosci V,

JdC={A,B}, 9S=C, V=S5 (5.23)

mozemy zapisa¢ omowione twierdzenia tak jak w tabelce.
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Twierdzenie o gradiencie

Twierdzenie Stokesa

Twierdzenie Gaussa
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Rozdzial 6

Rownania Maxwella

Podstawa elektrodynamiki klasycznej sa rownania Maxwella, ktére wiaza pola elektrycz-
ne E i magnetyczne B ze soba oraz z ladunkami i pradami elektrycznymi. Pola EiBsa
funkcjami wektorowymi zaleznymi od potoznia 7= (x,y,z) i czasu t,

E=EF1), B=B(#1). (6.1)

6.1 Pierwsza para

Pierwsza, tak zwana bezrédlowa, para réwnan Maxwella to

divB=0 (6.2)

. 108
tE=——— 6.3
ro c dt (63)

gdzie c jest stala o wymiarze predkosci, ktora okazuje sie by¢ predkosé¢ swiatta w prozni.

Zauwazmy ze drugie rOwnanie jest warunkiem konsystencji dla pierwszego, gdyz sto-
sujac operator dywergencji do obu stron rownania (6.3) otrzymujemy na mocy wlasnosci
divrot =0

%divﬁ: —cdivrotE = 0. (6.4)

Tak wiec, jezeli rownanie (6.2) jest spelnione dla pewnej chwili czasu t to jest stuszne dla
dowolnych innych chwil czasu.

Réwnanie (6.2) moéwi, ze pole magnetyczne Ejest polem bezzrédtowym. Definiujac
bowiem strumieni pola magnetycznego przez dowolna powierzchnie zamknietq S,

Dy = 9€§-d§’ (6.5)
S
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i stosujac twierdzenie Gaussa, otrzymujemy na podstawie rownania (6.2)

fdivﬁdvzggﬁ.d?: 0. (6.6)

\% S

Oznacza to, ze strumien pola magnetycznego ®p znika dla dowolnej powierzchni zamknie-

tej,
7

gdyz nie ma izolowanych zZrodet pola magnetycznego - monopoli magnetycznych.

Réwnanie (6.3) stwierdza, ze zmiennemu w czasie polu magnetycznemu towarzyszy
wirowe pole elektryczna, ktéremu si¢ przeciwstawia (znak minus - reguta Lenza). Catl-
kujac obustronnie réwnanie (6.3) po dowolnej niezamknigtej powierzchni S z brzegiem
bedacym krzywa zamknieta C, otrzymujemy

Jrotﬁds_’: 14 B-ds. (6.8)

Catka po prawej stronie to strumienn pola magnetycznego @y przez powierzchnie nie-
zamknieta S, natomiast wyrazenie po lewej stronie prowadzi na podstawie twierdzenia
Stokesa do nieznikajacej catki po krzywej zamknietej C,

jrotﬁds": éﬁd?ﬁ (6.9)

S C

Catka ta nazywa sie silg elektromotoryczng £,

gzggﬁ-df’. (6.10)
C
Tak wiec, zmienny w czasie strumien pola magnetycznego przez powierzchnie S prowa-

dzi do powstania sily elektromotorycznej wzdtuz konturu C bedacym brzegiem tej po-
wierzchni,

1ddg
£ = TS (6.11)
Jest to tre$¢ prawa Faradaya w wersji catkowej. Zwro¢my uwage, ze dla ustalonej krzywej
C (sity elektromotorycznej) strumienh pola magnetycznego jest niezalezny od powierzchni
S rozpietej na tej krzywe;j.
Brak zmiennego w czasie pola magnetycznego powoduje, ze pole elektryczne staje sie
bezwirowe,

rotE=0. (6.12)
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Z tozsamosci rotgrad = 0 wynika, ze jest ono wtedy polem potencjalnym,
g:—gradd), (6.13)

dla ktorego sita elektromotoryczna znika, £ = 0.

6.2 Druga para

Druga para réwnan Maxwella zawiera tadunki i prady po prawej stronie

divE = 4mp (6.14)
1 QE) > 4r >
———+rotB=—1 6.15
cot ¢’ (6.15)
gdzie p = p(7, t) jest gestoscia tadunkoéw elektrycznych w przestrzeni, natomiast i= _ij t)

jest gestoscia pradow elektrycznych. Wielkos¢

Q= fpdV (6.16)

\%

to catkowity tadunek elektryczny Q zawarty w objetosci V. Natomiast

I= ff- ds (6.17)
S
to prad elektryczny I przeptywajacy przez powierzchnie S.

Roéwnanie (6.14) prowadzi do wniosku, ze tadunki elektryczne sa Zrédtem pola elek-
trycznego. Catkujac to rownanie po objetosci V i wykorzystujac twierdzenia Gaussa, otrzy-
mujemy

fdivﬁdvzggﬁ-d?: 4nfpdV:4nQ. (6.18)
v S v

Catka powierzchniowa to strumieri pola elektrycznego @ przez zamknietq powierzchnie S.
Stad catkowa posta¢ rownania (6.14),

19

Otrzymali$my prawo Gaussa - strumien pola elektrycznego przez zamknieta powierzchnie
jest proporcjonalny do catkowitego tadunku elektrycznego zawartego w obszarze ograni-
czonym ta powierzchnia.
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Zapiszmy rownanie (6.15) w postaci

= 41t > 18§
tB= —j 4+ ——. 6.20
ro c ] c ot ( )

Widzimy, ze wirowe pole magnetyczne pojawia si¢ w wyniku przeptywu tadunkoéw (pra-
du ]—3 oraz zmiennego w czasie pola elektrycznego E. Wielkos¢

- 1 9E
Jprzes = 4 ot (6.21)
nazywa sie prqdem przesunigcia. Robwnanie (6.20) przyjmuje wtedy postac
> 4 > -
rotB = T(] +]przes)' (6.22)

Prad przesuniecia wprowadzit Maxwell dla wzajemnej konsystencji rownan pola elektro-
magnetycznego. Calkujac obustronnie rownanie (6.20) po niezamknigtej powierzchni S,
otrzymujemy
Jrotﬁ-d?: 47” j-ds+ %%Jﬁ-da (6.23)
S S S
Pierwsza catka po prawej stronie to natezenie pradu I przeptywajacego przez powierzch-

nie S, natomiast druga catka to strumien pola elektrycznego przez te powierzchnie ®.
Korzystajac nastepnie z twierdzenia Stokesa dla calki po lewej stronie,

J-rotﬁds_’: éﬁ.dﬁ (6.24)
S C
otrzymujemy
qgé’-d?: drep 1d% (6.25)
c c dt
C

gdzie krzywa C jest brzegiem obszaru S. Réwnanie (6.25) to catkowa postac prawa Ampera-
Maxwella (6.20). Cyrkulacja pola magnetycznego pojawia si¢ w wyniku przeptywu pradu
przez powierzchnie S oraz zmiennego w czasie strumienia pola elektrycznego przez te
powierzchnie. Ten ostatni wktad jest niezbedny do tego by prawo Ampera-Maxwella nie
zalezalo od wyboru powierzchni S przy ustalonej krzywej zamknietej C.

6.3 Rownanie ciaglosci

Gestosci fadunku elektrycznego p i pradu elektrycznego j—)sq powiazane ze soba rowna-
niem cigglosci,

ap .
5 = —divj (6.26)
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Réwnanie ciaglosci jest warunkiem, ktory musza spetniaé p i fby mozna je bylo podstawi¢
jako zZrodla pola elektromagnetycznego po prawej stronie drugiej pary rownan Maxwel-
la. Rozniczkujac bowiem po czasie réwnanie (6.14), a nastepnie wykorzystujac rownanie
(6.15), znajdujemy

do 1 JE

. 1 .. = - .
o = Edw(;) = Edlv(crotB—élnD = —divj, (6.27)

gdzie wykorzystaliSmy relacje divrot = 0.

Réwnanie ciaglodci (6.26) wyraza zasade zachowania catkowitego fadunku obowia-
zujaca w przyrodzie. Calkuja je obustronnie po objetoéci V i korzystajac z twierdzenia
Gaussa, otrzymujemy

% pdV = —f divjdV = —9Sf~ ds. (6.28)

|4 \% S

4Q _ _ggf. is. (6.29)

Stad rOwnanie
dt
S
Zmiana catkowitego tadunku w obszarze V jest wiec zwiazana z strumieniem gestosci
pradu fprzez brzeg obszaru S. Zakladajac, ze dla V' — co strumienl ten dazy do zera,
otrzymujemy zasade zachowania catkowitego fadunku

dQ
= =0 (6.30)

6.4 Potencjaly elektromagnetyczne

Bezzrdodlowe rownanie Maxwella
V-B=0

oraz tozsamos¢ V- (V x X) =0 prowadza do wniosku, ze w tzw. obszarach jednospojnych
(bez dziur lub wylaczonych z rozwazan punktéw) pole magnetyczne moze by¢ przedsta-
wione jako rotacja wektorowego potencjatu magnetycznego A= /Y(Fﬁ t),

(631)

Podstawiajac te relacje do drugiego bezzrédlowego rownania Maxwella, mamy

l@+V><1§):V><(}E§)+18—A]:(_)).

c ot c ot (6.32)
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Z tozsamosci V x (V¢) = 0 wynika, ze w obszarach jednospojnych kombinacja pola elek-
trycznego i potencjatu magnetycznego w nawiasie w rOwnaniu powyzej moze by¢ przed-
stawiona jako (minus) gradient ze skalarnego potencjatu elektrycznego ¢ = ¢(7,t). Stad

. 109A
E=-Vp-—— (6.33)

Potencjat elektryczny ¢ (7, t) nie nalezy utozsamiaé z potencjatem elektrostatycznym ¢(7),
gdyz w przeciwienstwie do tego ostatniego moze on zaleze¢ od czasu.

Podsumowujac, sze$¢ sktadowych pél elektromagnetycznych EiBmoze by¢ wyrazone
przez cztery sktadowe potencjatéw elektromagnetycznych (cj),X).

6.5 Transformacja cechowania

Potencjaty elektromagnetyczne nie sa okreslone jednoznacznie. Mozna dokona¢ transfor-
macji cechowania potencjatéw, ktéra nie zmienia pol elektromagnetycznych,

A =A-Vf
y_ o L1of

gdzie f = f(7,t) jest dowolng rézniczkowalna funkcja. Mamy bowiem dla pola magne-
tycznego

B =VxA =Vx(A-Vf) =VxA-Vx(Vf)=VxA=8 (6.35)
oraz dla pola elektrycznego
S, , 1A 19f\ 19 -
E=vo--5 —‘V(¢+z§)‘z§(f“vf)
10A 10 ,
= — —ZE'FEE(—Vf-FVf)—E (636)

Transformacje cechowania (6.34) mozna uzy¢ do dalszej redukcji liczby niezaleznych funk-
cji stuzacych do opisu pol elektromagnetycznych.

Ze wzgledu na transfromacje cechowania, potencjaly elektromagnetyczne nie sa bez-
posrednio mierzalne, tak jak klasyczne pola elektromagnetyczne. Ich pelne, fundamental-
ne znaczenie ujawnia sie dopiero w mechanice kwantowej. Prowadza one do mierzalnych
efektéw, na przyklad w rozpraszaniu czastek natadowanych na nieskonczenie cienkim
selenoidzie (efekt Aharanova-Bohma).

Uogolnienie transformacji cechowania (6.34) na przypadek tzw. nieabelowych pol ce-
chowania jest podstawa konstrukcji wspotczesnych teorii czastek elementarnych i ich od-
dziatywan.
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6.6 Podsumowanie
Roéwnania Maxwella, zapisanych w ukltadzie jednostek CGS, podsumowuje tabelka.

Posta¢ rézniczkowa Posta¢ catkowa Uwagi
V-B=0 D=0 Brak monopoli magnetycznych
VXE)+%%—1§:6 5:—%% Prawo Faradaya
V.E = 4rp O =471Q Prawo Gaussa
VxB- %%—If = 4677]'_) 99§ dr= 47”1 %m% Prawo Ampera-Maxwella
C
gdzie
gzggﬁ.d? (6.37)
C
jest sila elektromotoryczna w zamknietym obwodzie C, natomiast
(6.38)

an:gSE.dg’ @B:gSE)-d?
S S

sa odpowiednio strumieniami pola elektrycznego i magnetycznego przez zamknieta po-

wierzchnie S.
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Rozdzial 7

Rownanie falowe

7.1 Fale elektromagnetyczne

W obszarach wolnych od tadunkéw i pradéw pola elektromagnetyczne EiB spetniaja
rownanie falowe. Pozwala to zinterpretowac fale Swietlna jako uklad pdl elektromagne-
tycznych propagujacych sie z predkoscia rowna predkosci $wiatla.

Roézniczkujac po czasie z czynnikiem 1/c obie strony bezZrédlowego réwnania Ma-
xwella

VxE=--2 (7.1)

otrzymujemy po przeniesieniu wyrazen na lewa strone

1 9B 19E) -
—_ ——1=0. 7.2
c? ot? X ( c ot ] (7.2)
Korzystajac z rownania Maxwella w obszarze wolnym od pradow (7: 6),
1 9E Lo
-——+VxB=0, 7.3
cat (7.3)

wyrazimy pierwsza pochodna pola elektrycznego w réwnaniu (7.2) przez rotacje pola
magnetycznego, otrzymujac

Korzystajac nastepnie z tozsamosci

= = =

V x (V x B)
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oraz rOwnania Maxwella
V-B=0, (7.6)

znajdujemy rownanie falowe dla swobodnego pola magnetycznego

1 9’8

gdzie A = V? jest tréjwymiarowym laplasjanem Podobnie mozna otrzyma¢ réwnanie falo-
we dla swobodnego pola elektrycznego, wykorzystujac prawo Gaussa, V-E = 0, w obszarze
wolnym od tadunkéw elektrycznych (p = 0),

1 9°F
c? ot?

—

~AE=0 (7.8)

Wprowadzajac operator d’Alemberta (dalembercjan),

1 0°
O=—== —A, 7.9
c? dt? 7.9)

oba réwnania falowe mozna zapisa¢ w postaci
nE =0, oB = 0. (7.10)

Réwnania (7.10) opisuja propagacje pol elektromagnetycznych z predkoscia rowna
wspolczynnikowi c. Rozwazajac dla uproszczenia ruch jednej ze sktadowych poél (nazwij-
my ja u) w kierunku osi £, otrzymujemy réwnanie

1o
c2 9t2  Ix?

Réwnanie to ma dwa niezalezne rozwiazania, ktére mozna doda¢ do siebie ze wzgledu na
liniowoé¢ rownania,

= 0. (7.11)

u(x,t) = uy(x—ct) + uy(x+ct), (7.12)

gdzie ksztalty funkcji u; oraz u, sa dowolne. Pierwsze rozwiazanie opisuje ruch fali u;
w kierunku +x z predkoscia ¢ bez zmiany ksztaltu, natomiast drugie rozwiazanie opisuje
analogiczny ruch fali u, w kierunku —X. Z doswiadczenia, predkos$¢ c fali elektromagne-
tycznej jest rowna predkosci wiatta. W prézni

c=299792,458 km/s. (7.13)
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7.2 Monochromatyczna fala plaska

W duzej odleglosci od Zrodta fala elektromagnetyczna jest fala ptaska postaci

E = E,cos(wt—k-7)
B = B, cos(wt—l?-?). (7.14)

Wektory EO i §0 nazywamy amplituda fali, natomiast w jest czestoscia katowa fali, a K j€j
wektorem falowym. Czesto$¢ katowa w jest zwiazana z czestoscia drgan fali v, natomiast
dtugos¢ wektora falowego z dtugoscia fali

2 > 2
w:Tn:2m/, |k|:7”. (7.15)

Powierzchnie statej wartosci p6l elektromagnetycznych dla ustalonej chwili czasu sa
zadane zadaniem stalosci fazy funkcji cosinus, czyli relacja

wty—k - 7= const. (7.16)
Jest to rownanie pltaszczyzny wyznaczonej przez prostopadly do niej wektor falowy K,
k-7 = const — wt,. (7.17)

Stad nazwa fala ptaska. Wektor falowy wyznacza kierunek rozchodzenia sie fali plaskiej.
Fala jest monochromatyczna, gdyz mamy do czynienia tylko z jedna czestosScia w.

Po podstawieniu ktoregokolwiek z wyrazen (7.14) do réwnania falowego, na przyktad
dla pola elektrycznego, otrzymujemy

61)2 2>\ =2 - -
(_c_2+k )Eocos(a)t—k-?):o. (7.18)

Aby to rownanie bylo stuszne dla dowolnego czasu i potozenia musi by¢ spetniona relacje
dyspersyjna miedzy czestoscia katowa a wektorem falowym

w = clk| (7.19)

Prawo Gaussa dla pola elektrycznego i magnetycznego prowadzi do wniosku, ze wektor
falowy jest prostopadty do obu pol fali ptaskiej

k-E=0, k-B=0 (7.20)

Oznacza to, ze fala elektromagnetyczna jest fala poprzeczna. Prawo Faradaya daje nato-

miast warunek
(7.21)
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gdzie k = %/Ila jest jednostkowym wektorem falowym. Wynika stad, ze pola EiBsado
siebie prostopadte i maja ta sama dlugos¢

—

E-B=o0, |E| = |Bl. (7.22)

Identyczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla rozwiazania réwnania falowego
w postaci fali ptaskiej (7.14) z funkcjami sinus.

E = E)Osin(wt—l_c)-?)
B = B, sin(wt—??). (7.23)

Obie te postaci mozna doda¢ do siebie otrzymujac najogoélniejsza posta¢é monochroma-
tycznej fali ptaskiej,

= Ep cos(a)t— -7) + Ey, sin( wt— -7)
By cos(wt —k-7) + By, sin(wt —k - 7), (7.24)

oo, iy
|

gdzie uwzgledniliémy fakt, Ze rozwiazania szczeg6lne nie musza mie¢ tych samych ampli-
tud. Relacja dyspersji (7.19) oraz warunki poprzecznosci (7.20)-(7.21) dla sumarycznych
pol pozostaja niezmienione.

7.3 Zasada superpozycji fal

Mozliwoé¢ dodania do siebie dwoch liniowo niezaleznych fal ptaskich, prowadzaca do
réwnan (7.24), jest przyktadem zasady superpozycji, ktoéra spetniaja rozwiazania réwnan
Maxwella bez pradéw i fadunkéw. Jezeli dwa pola elektromagnetyczne sa liniowo nieza-
leznymi rozwigzaniami rownan Maxwella to ich suma tez jest rozwigzaniem.

Wilasnos¢ ta wynika z wlasnoéci liniowosci swobodnych réownan Maxwella, gdyz wszy-
stkie operatory rozniczkowe w tych rownaniach sa operatorami liniowymi. Na przyktad,
dla dywergencji mamy

V-(aE, +bEy) = a(V-E;)+b(V-E,), (7.25)

gdzie a i b sa dowolnymi stalymi. W szczegdlnosci, jezeli pola elektryczne E, i E, sa roz-
wiazaniami réwnania falowego,

nE, =0, 0k, =0, (7.26)
to ich suma tez jest rozwiazaniem tego réwnania,

- -

o(E, +E,) =0. (7.27)
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Wychodzac bowiem od lewej strony rownania (7.27), otrzymujemy

1 9%(E, +E. - E, =2 2B, 2\ =
C_ZM_A(E1+E2)={9 1—AE1}+{8 2—AE2}:O. (7.28)

Zasada superpozycji pozwala dodawac¢ do siebie monochromatyczne fale ptaskie (7.24)
o roznych wektorach falowych,

EFt) = Z{Em(ﬁ) cos(wyt — k- ) + Ega(k) sin(wyt — k- 7)) (7.29)
K

Bt = Z{ﬁm(ﬁ) cos(wit k- 7) + Boa(k) sin(wit -k -7}, (7.30)
7

gdzie czestos¢ wy = c|?|. Amplitudy Em oraz §0i (i = 1,2) zaleza od wektora falowego K
oraz spelniaja warunki poprzecznosci dla ustalonego wektora falowego,

- =

k-Ep=0, k-By =0, By =k xE,;. (7.31)

Réwnania (7.30) sa przykladem analizy Fouriera pdl elektromagnetycznych. Zbiér do-

puszczalnych wektoréw falowych K zalezy od warunkoéw brzegowych natozonych na te
pola.

7.4 Interferencja fal

Zasada superpozycji prowadzi do obserwowanego doswiadczalnie zjawiska interferencji
fal elektromagnetycznych. Natezenie $wiatla I jest proporcjonalne do kwadratu pola elek-
trycznego,

I1=aE? (7.32)

gdzie a jest stala. Stad dla superpozycji dwoch fal otrzymujemy
I =a(Ey +E5)? = a(E} +E3 +2E, - Ey) = I; + , + 2y} T,cos . (7.33)

Natezenie wypadkowe nie jest suma natezen, I # I; + I,. Suma ta jest wzmacniana lub
ostabiana w zaleznoéci do wartoéci cosinusa. W ogo6lnosci,

Il +12 —2\11112 <I< Il +12 + 2\11112. (734)

Analogiczna wlasno$¢ interferencji gestosci prawdopodobienistw obowiazuje w mechani-
ce kwantowej. Wynika ona z liniowosci podstawowego réwnania mechaniki kwantowej,
roOwnania Schroedingera, dla amplitud prawdopodobienstw.
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Rozdzial 8

Analiza fourierowska

8.1 Rozwiniecie w szereg Fouriera

Rozwazmy funkcje rzeczywista f okreslona na okregu o promieniu jednostkowym. Pa-
rametryzujac okrag przy pomocy kata ¢ € [0, 27] otrzymujemy funkcje v = f(¢), gdzie
zadamy by

£(0) = f(2m). (8.1)

Tym samy mozna rozszerzy¢ funkcje f na cala o$ rzeczywista R, czyniac z niej funkcje
okresowa o okresie 27. Przykladem takich funkcji sg

sin(ng), cos(ng), n=1,273,.... (8.2)

Okazuje sie, ze szeroka klase funkcji okreslonych na okregu mozna rozwinaé w szereg
Fouriera powyzszych funkcji

f(9)="2+) " (a,cos(ng)+bsin(ng)) (8.3)
n=1

Wspolczynniki rozwiniecia policzymy wykorzystujac warunki ortogonalnosci dla funk-
¢ji trygonometrycznych (8.2)

21
J sin(ng)sin(mp)d¢p = 1oy, (8.4)
0
27
J cos(ng)cos(mp)dp = 1o,y (8.5)
0
27
J sin(n¢)cos(m¢p)dp = 0, (8.6)
0
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gdzie n,m € IN. Warunki te udowodnimy wykorzystujac tozsamosci trygonometryczne

sin(ng)sin(m) = 3 [cos((n~m)p) ~cos((n+ m)p))
cos(n)cos(m) = 3 [cos((n—m)p) +cos((n+ m)p)
sin(ng)cos(mep) = [sin((~m)) + sin((n + m)). (8.7)
Dla catki (8.4) otrzymujemy
27 27 27
[ sintnrsingngyas =5 [ costin-migri - | costtn+ mippig =,
0 0 0

gdyz ze wzgledu na catkowanie po pelnym okresie funkcji cosinus jedynie pierwsza catka
po prawej stronie jest r6zna od zera dla n = m, dajac wynik (27)/2 = . Podobnie mozna
udowodni¢ wzér (8.5) oraz (8.6). W ostatnim przypadku otrzymujemy jako wynik catko-
wania zero, gdyz sin((n—m)¢p) = 0 dla n = m.

Wracajac do wzoru (8.3), wspotczynnik ay wyliczymy catkujac obustronnie po kacie ¢
w pelnym jego zakresie. Otrzymamy

27 27
Fip)dp = [ dg = man, (8.

0

gdyz pozostate catki z funkcji trygonometrycznych po prawej stronie znikaja. Stad

27
1
w= [ F@)dg (5.9
0

Mnozac obie strony rownania (8.3) przez cos(m¢) i catkujac po pelnym okresie, znajduje-
my po skorzystaniu z warunkéw ortogonalnosci

21 S 27
f(p)cos(mp)dp = ZL cos(n¢g)cos(np)dd = na,,. (8.10)

n=1

Stad po zamianie m na n, otrzymujemy

21
o= [ F@rcostng)dg (5.11)
0
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Zauwazmy, ze wzor (8.9) mozna otrzymac z rownania (8.11) ktadac w nim n = 0. Mnozac
na koniec obie strony roéwnania (8.3) przez sin(m¢) i catkujac po kacie ¢, znajdujemy po
wykorzystaniu warunkéw ortogonalnosci

21
by = [ £(@1sintng)dg (5.12)
0

Wzory (8.11) i (8.12) dla n = 0,1,2,... pozwalaja wyliczy¢ wspdtczynniki rozwiniecia
funkcji y = f(¢) w szereg Fouriera (8.3).

Cuwiczenie - Udowodnié rownosé¢ Parsevala

27
%sz(qb)dqbz §+Zl{aﬁ+bﬁ} (8.13)
0 "=

Uwagi

1. Funkcja y = f(¢) nie musi by¢ ciagta w kazdym punkcie okregu. Jesli posiada ona
skoniczona liczbe punktéw nieciagtodci ¢; w ktérych ma granice, lewostronnag f(¢;_)
i prawostronna f(¢;,), oraz jest rézniczkowalna w sposob ciagly pomiedzy tymi
punktami to szereg Fouriera jest zbiezny punktowo do wartosci funkcji f(¢) w
punktach ciaglosci, natomiast w punktach nieciagtosci jest zbiezny do wartosci $red-

niej
f(@i) + f(is) (8.14)
2 ' '

2. Zbiezno$¢ punktowa oznacza, ze ciag sum cze$ciowych szeregu Fouriera,

N
Sn(p) = %0+Z{ancos(n(j))+bnsin(n¢)}, (8.15)
n=1

ma granice dla ustalonej wartosci ¢. Na przyktad, w punktach ciaglosci funkcji f
lim Sn(¢) = (), (8.16)

natomiast w punktach nieciagtosci ¢;

f(i)+f($ir) (8.17)

I\}l_rgoSN((Pi) = 5
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3. Czasami wygodniej jest rozpatrywaé parametryzacje okregu dla
¢ €[-m, 7] (8.18)

z warunkiem f(—m) = f(m) dla funkcji okreslonych na okregu. W przypadku rozwi-
niecia funkcji o parzystoéci dodatniej,

f(=¢)=f(¢), (8.19)

otrzymujemy szereg Fouriera wylacznie z funkcjami cosinus i staltym wspotczynni-
kiem a(, natomiast dla funkcji nieparzystych,

f(=p)=-1(), (8.20)

szereg Fouriera ma wylacznie wyrazy z funkcjami sinus.

Cwiczenie - Znalez¢ wspotczynniki rozwiniecia w szereg Fouriera funkcji

) dla ¢ € [-7, 1)
f(qb)_{ —7T dla(f):T(. (8.21)
Pokaza¢ przy pomocy wzoru Parsevala, ze
= 1 70
— = —. 22
n2 6 (8.22)

n=1

Pokaza¢, ze w punkcie nieciagtosci ¢ = m stuszny jest wzor (8.14).

8.2 Analiza czasowa

Rozwazmy okresowa funkcje czasu y = f(t) o okresie T. Oznacza to, ze

f(+T) = f(1) (8.23)

dla kazdej ustalonej chwili czasu t. Wybierajac t = 0, otrzymujemy warunek analogiczny
do warunku (8.1)

f(0) = £(T). (8.24)

Skorzystamy wiec z ogélnych wynikéw poprzedniego rozdziatu dla skonstruowania sze-
regu Fouriera dla funkcji okresowych w czasie.

W tym celu wykorzystamy liniowa i wzajemnie jednoznaczna transformacje przedzia-
tu czasu [0, T] do przedziatu kata [0, 27t],

¢ = %”t. (8.25)
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Zauwazmy, ze ¢(0) = 0 a ¢(T) = 2m. Po podstawieniu relacji odwrotnej do funkcji f(¢)
otrzymujemy funkcje kata ¢,

f(¢)=f(t=T¢/2m), (8.26)
ktora mozemy rozwina¢ w szereg Fouriera
fg)="2+ ;{an cos(np) + by sin(nh)}. (8.27)

Powracajac do funkcji f(t) poprzez podstawienie (8.25), otrzymamy

f(t)= %0 + Z{an cos(nwt) + b, sin(nwt)} (8.28)

n=1

gdzie wprowadziliSmy czestos¢ kqtowq

27
=, 8.29
w=" (8.29)
Jest to predkos$¢ katowa ruchu jednostajnego punktu po okregu. Jego wspoétrzedne zmie-

niaja sie¢ zgodnie ze wzorami
x = cos(wt), y = sin(wt). (8.30)

Taka zaleznos$¢ od czasu nazywamy ruchem harmonicznym. Ze wzoru (8.28) widzimy, ze
okresowa funkcja czasu moze by¢ przedstawiona jako superpozycja (kombinacja linio-
wa) ruchéw harmonicznych o nieskoniczenie wielu czestosciach bedacych wielokrotnoscia
czestosci podstawowej w,

27tn
a)n:nsz, n=1,23,.... (8.31)
Wspotczynniki rozwiniecia sa ilosciowa miarg wkladu ruchéw harmonicznych o danej

czestosci do sumy Fouriera. Latwo je wyliczy¢ wychodza ze wzoréw (8.11) i (8.12)

T

a, = %Jf(t)cos(nwt)dt (8.32)
OT

b, = %jf(t)sin(na)t)dt (8.33)
0

Zgodnie z uwaga 3. przedzial catkowania moze by¢ przesuniety do [-T/2,T/2].
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8.3 Analiza przestrzenna

Analogiczna konstrukcje mozna przeprowadzi¢ w przestrzeni potozenh w jednym wymia-
rze x dla funkcji okresowej y = f(x) o okresie L. Wtedy

flx+L)=f(x). (8.34)
dla dowolnych wartodci x. Wybierajac x = 0 otrzymujemy warunek
f(0)=£(L), (8.35)

ktory pozwala formalnie przepisac otrzymane rezultaty dla czasu, zastepujac
t—x, T—L. (8.36)

Zamiast czestos$ci w wprowadza sie jednowymiarowy wektor falowy

k= (8.37)

Rozwiniecie Fouriera przyjmuje wtedy postac

flx) = %0 + i{ancos(nkx) + b, sin(nkx)) (8.38)

n=1

Dowolna funkcja okresowa jest superpozycja jednowymiarowych fal ptaskich
cos(k,x), sin(k,x), (8.39)

gdzie k, jest wektorem falowym fali, bedacym wielokrotnoscia podstawowego wektora

falowego k,

2
kn:nk:%, n=1,23,.... (8.40)

Wspdtczynniki Fouriera wylicza si¢ ze wzoru

L

=7 f(x)cos(nkx)dx (8.41)
0
L

b, = %jf(x)sin(nkx)dx (8.42)
0

Zgodnie z uwaga 3. przedzial catkowania moze by¢ przesuniety do [-L/2,L/2].
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8.4 Drgajaca struna

Rozpatrzmy drgania struny zamocowanej w punktach 0 i L. Oznacza to, ze wychylenie
struny u(x) (podtuzne lub poprzeczne) w punktach zamocowania wynosi zero w dowolnej
chwili czasu,

u(0,t) =u(L,t)=0. (8.43)

Wychylenie spetnia rownanie falowe (8.55), w ktérym wspoélczynnik ¢ wynosi
c=_/—, (8.44)

gdzie € to wspolczynnik sprezystodci, natomiast p to gestos$¢ liniowa struny. Zatézmy, ze
obie te wielko$ci sa state i nie zaleza od x.
Podstawiajac do roéwnania (8.55) rozwiazanie probne w postaci

u(x,t) = ii(x)cos(wt) (8.45)

otrzymujemy réwnanie
d?i w
-

T+k2~:o, k= (8.46)

Ogolne rozwiazanie tego rowania to
i(x) = Asin(kx) + Bcos(kx). (8.47)
Warunki brzegowe (8.43) prowadza do wniosku

i#(0) = B=0 (8.48)
ii(L) = Asin(kL) = 0. (8.49)

Z ostatniego rownania wynikaja dyskretne warto$ci wspoétczynnika k,

kL = nm, => k, =— (8.50)
gdzien=1,2,.... W konsekwencji, otrzymujemy dyskretne wartosci dopuszczalnych cze-
stodci drgan

k, nmc

w, =2 =—". (8.51)

c L
Ostatecznie otrzymujemy rozwiazanie w postaci drgan harmonicznych w przestrzeni i
czasie,

u(x,t) = Asin(k,x)cos(w,t). (8.52)

Identyczne rozumowanie z funkcja sinus w rozwiazaniu prébnym (8.45) prowadzi do
rozwigzania
u(x,t) = Bsin(k,x)sin(w,t), (8.53)
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gdzie zmieniliSmy nazwe dowolnego wspolczynnika A na B. Stad, ogdlne rozwiazanie
rownania struny z zamocowanymi koficami jest superpozycja drgan harmonicznych z am-
plitudami A,, i B,,, ktére moga zaleze¢ od modu drgan n,

{A, cos(w,t) + B, sin(w,t)}sin(k,,x). (8.54)
=1

n

8.5 Rownanie falowe w pudetku

Jako przyklad zastosowania analizy fourierowskiej, rozwiazemy jednowymiarowe réwna-
nie falowe dla funkcji u = u(x,t),

1 *u  J*u
——— - =0, 8.55
c? Jt?  Jx? (8.55)
w ograniczonym obszarze przestrzeni, x € [0, L], z nalozonym warunkiem brzegowym
u(0,t) = u(L,t), (8.56)

stusznym w kazdej chwili czasu t. Otrzymane rozwiazanie mozna rozszerzy¢ na cala o$ x
postugujac sie¢ warunkiem okresowosci funkcji,

u(x+L,t)=u(x,t), (8.57)
dla dowolnego x. Zwré¢my uwage, ze warunek brzegowy (8.56) prowadzi do wniosku
u(0,t) = u(nL,t), n==+1,%£2,.... (8.58)

Jest to model rozwiazania z periodycznymi warunkami brzegowymi, wykorzystywany in-
tensywnie w szeregu dziatach fizyki.
Warunek (8.56) pozwala zapisa¢ szukane rozwiazanie w postaci szeregu Fouriera (8.38)

u(x, t) = QOT(t) + i{an(t)cos(nkx) + b, (t)sin(nkx)} (8.59)

gdzie wspoélczynniki Fouriera zaleza od czasu. Zwré¢my uwage, ze warunek brzegowy
(8.56) jest przyczyna dla ktorej dopuszczalne wartosci wektoréw falowych sa dyskretne,

k, = nk, k= %” (8.60)

gdzie n = 1,2,3,.... Po podstawieniu (8.59) do réwnania (8.55) otrzymamy réwnania na
wspolczynniki Fouriera

d() - 0
dy, = —w,%an
b, = —w2b, (8.61)
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gdzie podwdjne kropki oznaczaja druga pochodna po czasie, natomiast
w, =ck,. (8.62)

Latwo sprawdzi¢, ze ogdlne rozwiazania tych réwnan to

ap = AO + Bot
a, = A,cos(w,t)+ B, sin(w,t)
b, = C,cos(w,t)+ D, sin(w,t) (8.63)

Podstawiajac je do réwnania (8.59), otrzymujemy

_ A0+B0t

5 + i{An cos(w,t) + B, sin(w,,t)} cos(k,,x)

1

u(x,t)

=
Il

gk

{C, cos(w,t)+ D, sin(w,t)}sin(k,x). (8.64)

=
—_

Rozwiazanie zalezne liniowo od czasu zwykle sie pomija jako rosnace nieograniczenie
w czasie. Porzadkujac pozostate wyrazenia przy pomocy relacji (8.7), znajdujemy

gk

u(x,t) = {Ag) cos(w,t —k,x) + Bgf) sin(w,,t — knx)}

1

=
I

)

{AL_) cos(w,t + k,x) + BSf sin(a)nt+knx)}, (8.65)

gk

=
Il
—_

gdzie wspotczynniki Asf) i B(ni) sa kombinacjami liniowymi starych wspétczynnikow

(#) _ AniDn

An B(i) — Bn + Cn )

R n > (8.66)

OtrzymaliSmy superpozycje fal plaskich o dyskretnych wartoéciach wektora falowego,
ktore poruszaja si¢ w kierunkach +x. Otrzymane rozwiazanie jest zgodne z ogdlna posta-
cia rozwiazania jednowymiarowego rownania falowego z poprzedniego wyktadu,

u(x,t) = uy(x—ct) + uy(x+ct), (8.67)

gdyz
wut +k,x = +k,(x £ct). (8.68)
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Rozdzial 9

Transformata Fouriera

9.1 Zespolona postac szeregu Fouriera

WyprowadZzmy zespolona posta¢ szeregu Fouriera na przykladzie funkcji zaleznych od

potozenia x,

[ee]

f(x)= 0_20 + Z{an cos(k,x) + b, sin(k,x)},
n=1
gdzie liczba falowa
27
kn = Tn.
Wykorzystujac relacje
eik”x + e—ik,lx ] eik,,x _ e—iknx
cos(k,x) = — sin(k,x) = > ,

szereg Fouriera (9.1) mozemy zapisa¢ w postaci

(o)
a Z a_n(eik,,x+e—iknx) N b_rf(eik,,x_e—iknx)
2 - 2 21

n=

o .b .b
a_o + ueiknx + Me_iknx .
2 Z 2 2

n=1

Definiujac nastepnie wspolczynniki

f(x)

1

Cop = 761()

¢, = %(an—ibn), n=1,23,...
1 . .

.y = z(an +1b,) =¢},
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dostajemy

f(x)=co+ Z{cneik"" + ey, (9.6)
n=1

Wykorzystujac relacje k_,, = —k,,, znajdujemy zespolona forme szeregu Fouriera

(o)

fx) =) cpeltr (9.7)

n=—oo

Zespolone wspotczynniki rozwiniecia c,, obliczymy ze wzoréw na wspoélczynniki rze-
czywiste a, i b, z przesunietym przedziatem catkowania do [-L/2,L/2],

Léz L2
c, = %(an ib,) = % f(x) cos(knx)dx—% J- f(x) sin(k;x)dx
12 i
L/2
1 .
- L f(x){cos(k,x) —isin(k,x)}dx (9-8)
i
co daje
L/2
1 —ik,x
¢, = T fx)e ¥ dy (9.9)
-L/2

Wz6r ten jest jest stuszny dla wszystkich liczb catkowitych, n =0,+1,+2,....

9.2 Transformata Fouriera

Transformata Fouriera jest uogdlnieniem szeregu Fouriera, gdy okres funkcji f(x) dazy do
nieskonczonosci (L — o0). Tym samym funkcja f(x), okre$lona na catej osi rzeczywistej IR,
nie jest juz funkcja okresowa .

WprowadZmy oznaczenie

2
Akzk,m—kn:%. (9.10)
Stad relacja
2
kn=¥=mk. (9.11)

Podstawiajac ja do wzoru (9.9), w ktérym zamieniliSmy zmienna catkowania x — u, do-
staniemy

Ak 1t/Ak
Cn =5 f f(u)e Ak gy (9.12)
—1t/Ak
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Wstawiajac ¢, do rownania (9.7), znajdujemy

7/ Ak

£l = o ) J f(u)e AR gy L eiAR)x A (9.13)

T2
—710/ Ak

n=-—oo

Oznaczajac funkcje w nawiasie przez

w/Ak
F(nAk) = J Fu)e AR gy (9.14)
—1t/Ak
otrzymujemy
1 © ,
) = o Z F(nAk)e! "X A (9.15)
n=—oo

W granicy L — oo, mamy Ak — 0 i powyzsza suma dazy do catki Riemanna,

Cdk .
flx) = J-gF(k)e‘kx (9.16)

—00

gdzie funkcja F(k) jest granica relacji (9.14) dla Ak — 0,

(o]

F(k) = jduf(u)e_ik” (9.17)

—00

Wz6ér (9.17) to transformata Fouriera funkcji f, natomiast relacja (9.16) to transformata
odwrotna. Wygodne jest nastepujace oznaczenie dla tych operacji catkowych

Ff1(k) = F(k), FHF](x) = f(x). (9.18)

Warunkiem wystarczajacym istnienia transformaty Fouriera jest by f(x) byta kawal-
kami gtadka na osi rzeczywistej oraz by funkcja |f(x)| byta catkowalna od minus do plus

nieskonczonosci.
(o)

Jlf(x)ldx < oo, (9.19)

—00
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9.3 Transformata Fouriera splotu funkcji

Zdefiniujmy splot dwoch funkcji f(x) i g(x) jako nowa funkcje zadana wzorem

(o]

(f *g)(x) = fduﬂu)g(x—u). (9.20)

—00

Policzmy nastepnie transformate Fouriera splotu

}'[(f*g)](k) = ! dx(f*g)(x)efikx
= fdx fd”f(u)g(x—u) oikx
= Pduf(u)e_ik” deg(x_u)e—ik(x—u) ' (9.21)

Dokonajmy zamiany zmiennej catkowania w drugiej calce w ostatniej linijce: v = x — u.
Pozwala to wykona¢ te catke dla dowolnych wartosci zmiennej u, dajac transformata Fo-
uriera G(k). Pozostata do wykonania catka po zmiennej u daje transformate Fouriera F(k).
Stad ostateczny wynik

F(f *g)1(k) = F(k)G(k). (9.22)

Tak wiec, transformata Fouriera splotu dwdch funkgji jest iloczynem ich transformat Fo-
uriera.

9.4 Delta Diraca

Podstawiajac transformate (9.17) do wzoru (9.16), a nastepnie zmieniajac kolejnos¢ cat-

kowania, otrzymamy
(o) (o)

f(x):Jdu %Jdkeik(x‘”) f(u) (9.23)

—00 —00

Wyrazenie w nawiasie nazywa si¢ delta Diraca

o(x—u) = % J dk etk (x=1) (9.24)
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Scisle rzecz biorac zamiana kolejnosci calkowania prowadzaca do wzoru (9.23) jest nie-
dozwolona, jednak wyrazeniem (9.24) mozna postugiwac si¢ w rachunkach

Zauwazmy, ze zmieniajac zmienna k — —k we wzorze (9.24) otrzymujemy formalnie
ta sama calke ze zmienna (u — x) w eksponencie. Stad wtasnos¢

o(x—u)=0(u—x). (9.25)

Réwnanie (9.23) przyjmuje wtedy postac

f(x) = Jdué(u—x)f(u) (9.26)

Pozwala ono zinterpretowac poprawnie matematycznie delte Diraca. Nie jest ona zwykla
funkcja lecz operacjg liniowq (dystrybucjg), ktéra funkcji f przyporzadkowuje liczbe - jej
warto$¢ w punkcie x, f(x). Operowanie delta Diraca ma wiec sens tylko w wyrazeniach
catkowych.

Postugujac sie delta Diraca, znajdziemy odpowiednik rownosci Parsevala dla transfor-
maty Fouriera,

fdxlf(x)lz = ;—nfdx J-dkF*(k)e‘”"‘ jdk'zr(k’)eik’x

of? r 1 r H ’

— ) o* nJ) - i(k'—k)x
] dkfdk F*(k)F(k’) 2njdxe

= dkF*(k)jdk’P(k’)b‘(k’—k)
J

= | dkF*(k)F(k), (9.27)
J

gdzie w przedostatniej linijce wykorzystaliSmy inaczej zapisana postac¢ delty Diraca
[S]

S(k'— k) = %J-dxei(k,_k)x . (9.28)

—00

Ostatecznie otrzymujemy réwnosci Parsevala

[ axirear = [ axiror (9.29)
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Cwiczenie - Udowodni¢ korzystajac z wtasnosci (9.26) nastepujace wlasnosci delty Diraca

jm dxo(x) = 1 (9.30)
x8(x) = 0 (9.31)

5(ax) = éé(x) (9.32)
5(x*—a®) = ﬁ{é(x—a)+6(x+a)} (9.33)
x8'(x) = —5(x) (9.34)

gdzie 6’(x) oznacza pochodna delty Diraca. W ostatnim przypadku skorzystaé z catkowa-
nia przez czesci.

9.5 Twierdzenie Shanona o probkowaniu

Zapiszmy wzory dla transformaty Fouriera funkcji zaleznej od czasu. Zamieniamy wtedy
we wzorach (9.16) 1 (9.17)
X, U —t, k—w (9.35)

oraz w zgodzie z przyjeta powszechnie konwencja zmieniamy znaki w eksponentach na
przeciwne
f) = | 52 Fwye (936
27 '

jdtf(t)eiwt. (9.37)

—00

=
£
I

Zauwazmy, ze czesto$ci w moga by¢ zaréwno dodatnie jak i ujemne.
Zatézmy ze funkcja f(t) ma transformate Fouriera r6zng od zera dla czestoéci |w| < w,,
tzn.
F(w)=0 dla |w| > w,. (9.38)

Graniczna czesto$¢ w, nazywa sie czestoécia Nyquista. Tak wiec
We
dw ;
)= | 5= F(w)e". 9.39
s = | S2F@e (939
vy
Skonczony noénik funkcji F(w) o dtugosci L = 2w, pozwala ja zapisa¢ w formie szeregu
Fouriera w zmiennej w. W tym celu zamienimy we wzorze (9.7)
21 nm

X—w, ky=n=—, (9.40)
a)C
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otrzymujac
oo

F(w) = Z ¢, e/ wc (9.41)

n=-o00
Wspdtczynniki rozwiniecia ¢, znajdujemy mnozac obie strony powyzszego roOwnania
przez exp (—imnw/w,) i catkujac po przedziale |w| < w,,

W, 00 W
f dwF(w)e mmeloe — Z ¢, f dw e'(mmelc (9.42)
-, == o,
Dla n # m calka po prawej stronie znika, gdyz zachodzi
wC
J dwe!(m-mmw/we T ‘_"jﬂ P {e“"*m)” —e*i<”*’“>ﬂ} =(-)""—(-1)""=0, (9.43)
0,

natomiast dla n = m catka wynosi 2w.,.

We
f dw =2w,. (9.44)
—We
Stad wzor
We (o]
f dw F(w)e i mreloe Z Cp 2Oy = 2W¢ Cppy (9.45)
o, n=—o00

i ostatecznie wzor na wspotczynniki rozwiniecia przyjmuje postac (zamieniajac m na n)

w,
1 .
Cp = dwF(w)e nme/@c (9.46)
2w,
o

WprowadZmy okres T, zgodnie ze wzorem

2
T, =%, (9.47)
We
wtedy
wC
T, dw i

¢, = ? f 5 Flw)e inwTe/2, (9.48)

o
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Poréwnujac to wyrazenie z (9.39) zauwazamy, ze
Tc
Cp = 7f(nTC/2). (9.49)

Wspdtczynniki szeregu Fouriera otrzymujemy probkujac funkcje f(t) w chwilach ¢, =
nT./2. Zwréé¢my uwage, ze jest to czesto$¢ probkowania dwukrotnie wieksza niz czestosé
zwigzana z okresem T,.

Podstawiajac c,, do (9.41), otrzymujemy transformate Fouriera

F(w):% i f(nT./2)emwT/2 (9.50)
H=oo
Wz6ér odwrotny to
ft) = fij‘zp( e = 2 an (nT./2) J ellnle/2-1)
o, =0

_ Z F(nT./2) 30 ‘Et(_;ﬁz/)z) (9.51)

lub wykorzystujac relacje w T, = 27,
_Z_oo F(nT,/2) Smwi";_m ) (9.52)

Wzory (9.50) i (9.52) sa treScia twierdzenia Shanona. Mowi ono, ze funkcja ktorej trans-
formata Fouriera ma no$nik zwarty, |w| < w,, jest okreslona dla dowolnego t poprzez nie-
skoniczona, ale dyskretna, liczbe swoich wartoéci w rownoodleglych punktach czasowych
t,, bedacych catkowita wielokrotnoscia potowy okresu, t,, = nT,/2. Zapisujac przy ich po-
mocy wzor (9.52), otrzymujemy

Z £, sm (we(t tn). (9.53)

we(t—t,)

72



