Wstep do mechaniki kwantowej

Krzysztof Golec—Biernat

Uniwersytetu Rzeszowskr

Instytut Fizyki Jodrowej PAN

(14 marca 2023)

Wersja robocza

Rzeszéw
2015






Spis tresci

Poczatki

1.1 Widmo promieniowania ciala doskonale czarnego . . . . . . . . ... .. ..
1.2 Interpretacja Plancka . . . . . .. .. .. ... .o
1.3 Prawo Stefana-Boltzmana oraz prawo Wiena . . . . . . ... ... ... ..
1.4 Zadania . . . .. .. e
Fotony

2.1 Fale . . . . . e
2.2 Efekt fotoelektryczny . . . . . . . ..o
2.3 Rozpraszanie Comptona . . . . . . . . . .. .. L
2.4 Zadania . . . . ... e e e

Model Bohra

3.1 Model Bohra atomu wodoru . . . . . .. ... ... . ... ...,
3.2 Linie widmowe . . . . . . . . . ...
3.3 Ograniczenia modelu Bohra . . . . . .. .. ... ..o 0oL
3.4 Zadania . . . . ... e e e

Roéwnanie Schroedingera

4.1 Dualizm korpuskularno-falowy . . . ... ... ... .. 0oL
4.2 Falematerii . . . . .. ..
4.3 Swobodne rownanie Schroedingera . . . . . . ... ..o
4.4 Oddzialtywanie w réwnaniu Schroedingera . . . . . . ... ... .. ... ..
4.5 Operatory wielkosci fizycznych . . . . . .. ... o oL
4.6 Zadania . . . . ...

10
11
13

14
14
15
17
21

22
22
24
26
27



SPIS TRESCI

5 Interpretacja probabilistyczna

6

7

5.1
5.2
5.3
5.4
5.5
5.6
5.7

Interpretacja Borna funkcji falowej . . . . . . . . .. ... .. L.
Zasada SUPEIpPOZYCIL . . . v v v v i e e e e e e
Obraz interferencyjny . . . . . . . . . .. Lo
Zachowanie prawdopodobienstwa . . . . . . . .. .. L L oL
Wartos¢ drednia . . . . . . . ..o
Dyspersja i odchylenie standardowe . . . . . . . .. ... ... ... ...,

Zadania . . . ... e

Reprezentacja pedowa

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

Kanoniczne reguly komutacji . . . . . . . ... ... ... L.
Réwnanie wlasne operatora pedu . . . . . . . ... L Lo oL
Reprezentacja pedowa . . . . . . ...
Delta Diraca . . . . . . . . . .

Zadania . . . . ... e e

Ruch swobodny

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5

Réwnanie Schroedingera w reprezentacji pedowej . . . . . . . . .. ... ..
Minimalne pakiety falowe . . . . . .. .. .. .. ... ... ... ... ...
Zasada nieoznaczonosci Heisenberga, . . . . . . . . . . ... ... ... ...
Ewolucja czasowa minimalnych pakietéow . . . . . . . ... ... ...

Zadania . . . . ...

Stacjonarne réwnanie Schroedingera

8.1
8.2
8.3
8.4
8.5

35
35
36
37
38
41
42
43

44
44
45
47
48
50

51
51
52
54
54
58



SPIS TRESCI

9 Rozpraszanie na barierze potencjalu

9.1
9.2
9.3
9.4

Wspblcezynniki odbicia i transmisji . . . . . .
Efekt tunelowy . . . . ... ... ...
Przezroczysta bariera. . . . . . ... ... ..

Zadania . . . . . . ...

9 Oscylator harmoniczny

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5
9.6

Klasyczny oscylator harmoniczny . . . . . . .
Kwantowy oscylator harmoniczny . . . . . . .
Funkcje wlasne oscylatora harmonicznego . .

Rozwiniecie na funkcje wlasne . . . . . . . ..

Ewolucja czasowa oscylatora harmonicznego

Zadania . . . . . .. ..o

15 Przestrzen Hilberta stanéw

15.1
15.2
15.3
15.4
15.5
15.6
15.7

Braket Diraca . . . . . .. ... ... ... ..
Przestrzen Hilberta stanéw kwantowych . . .
Operatory hermitowskie . . . . . ... .. ..
Wtasnosci operatoréw hermitowskich . . . . .
Pomiar w mechanice kwantowej . . . . . . ..
Wartosci srednie i dyspersje . . . . . . . . ..

Zadania . . . . .. ... ...

12 Niewlasciwe stany kwantowe

12.1
12.2
12.3
12.4

Reprezentacje macierzowe operatoréw . . . .
Stany nienormowalne . . . . . .. ... .. ..
Zwiazek miedzy reprezentacjami . . . . . . .

Zadania . . . . . ... L.

13 Zasada nieoznaczonosci

13.1
13.2
13.3

Obserwable komutujace . . . .. ... .. ..
Obserwable niekomutujace . . . . . . . .. ..

Zadania . . . . . . ... ..

66
67
68
71
72

73
73
74
77
80
81
82

84
84
86
87
88
89
91
93

94
94
95
96
98



SPIS TRESCI

11 Kret orbitalny
11.1 Algebra operatoréw kretu orbitalnego . . . . ... .. ... ... ... ...
11.2 Operatory kretu orbitalnego . . . . . . . . . . . .. oL

11.3 Problem wtasny dla kretu orbitalnego . . . . . . . . ... ...
11.4 Zadania . . . . . . ..

12 Spin
12.1 Spin 1/2 . 0 o o o
12.2 Dwa spiny 1/2 . . . . . o o
12.3 Zadania . . . . ..

13 Czastki nierozréznialne
13.1 Bozony i fermiony . . . . . . . ...
13.2 Statystyki kwantowe . . . . .. . ... L
13.3 Dwa elektrony . . . . . . . . .
13.4 Zadania . . . . ...

14 Atom wodoru
14.1 Potencjat sferycznie symetryczny . . . . . . . . ...
14.2 Cze$¢ radialna rownania Schroedingera . . . . . . . . .. . ... ...
14.3 Spektrum energii wlasnych atomu wodoru . . . . . . ... ... oL L.
14.4 Wielomiany Laguerre’a i funkcje wlasne . . . . . . . ... ... ...
14.5 Degeneracja standw . . . . . . . . ...
14.6 Uklad okresowy pierwiastkéw . . . . . . . . . ..o
14.7 Zadania . . . . ..o e

18 Ewolucja kwantowa
18.1 Operatory unitarne . . . . . . . . . . . . . .
18.2 Operator ewolucji . . . . . . . . . . .
18.3 Obrazy Schroedingera i Heisenberga . . . . . . . . .. .. ... ... ....
18.4 Twierdzenie Ehrenfesta . . . . . . . . . . . ... o oo
18.5 Zadania . . . . . . . . e e e

105
105
106
107
110

111
111
113
116

117
117
118
119
121

122
122
123
124
127
129
130
131



SPIS TRESCI

19 Przyklady ewolucji kwantowej
19.1 Ewolucja ukladu dwupoziomowego . . . . . . . . . ... ...
19.2 Ewolucja spinu 1/2 . . . . . . 000
19.3 Zadania . . . . ... e

A Przedrostki liczbowe

B State fizyczne

140
140
142
144

145

146



Rozdziat 1

Poczatki

Znamy doktadng date narodzin fizyki kwantowej - to 19 pazdziernika 1900 roku. W tym
dniu Max Planck po raz pierwszy publicznie przedstawil swoj stynny odtad wzoér na wid-
mo promientowania ciata doskonale czarnego. Dwa miesiace pézniej, 14 grudnia 1900 ro-
ku, na posiedzeniu Towarzystwa Fizycznego w Berlinie Planck przedstawil wyprowadzenie
tego wzoru, w ktorym zerwal z fizyka klasyczna. Zalozyl, ze materia, modelowana jako
zbiér oscylatoréw harmonicznych, moze absorbowaé lub emitowaé energie promieniowania
elektromagnetycznego jedynie w dyskretnych porcjach bedacych catkowita wielokrotnoscia
kwantu podstawowego,

E=hv, (1.1)

dla danej czestosci promieniowania elektromagnetycznego v. We wzorze tym pojawita sie
po raz pierwszy nowa fundamentalna stala fizyczna o wymiarze dzialania (iloczynu energii
i czasu) lub momentu pedu, zwana obecnie statq Plancka'

h=6.626-10"3* J 5| (1.2)

Weszelkie wzory zawierajace stalg Plancka sa wzorami nowej fizyki kwantowej. Planck otrzy-
mal za swoje odkrycie Nagrode Nobla w 1918 roku.

W 1905 roku Einstein zinterpretowal kwant energii (1.1) jako energie niepodzielnego
kwantu promieniowania elektromagnetycznego, nazwanego przez chemika Gilberta N. Le-
wisa w 1926 roku fotonem. W ten sposéb promieniowanie elektromagnetyczne, traktowane
dotad jako zjawisko falowe opisywane réwnaniami Maxwella, przejawia takze wlasnosci
korpuskularne. Przy pomocy tej koncepcji Einstein wytlumaczyl efekt fotoelektryczny, za
co otrzymal Nagrode Nobla w 1921 roku.

1VVplrovvaLdza sie réwniez kredlona stala Plancka, h = h/27 = 1.054 - 10734 J.s.
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T=2.72K RJ Planck

u(v,T) * 10%* (Js/m)

1 1 12
10"° 10 10

v(Hz)

Rysunek 1.1: Wzér Plancka (linia ciagla) oraz wzory Rayleigha-Jeansa i Wiena (linie prze-
rywane) dla temperatury T=2.72 K.

Foton posiada nie tylko energie, ale takze ped o wartosci

P=5 (1.3)
gdzie A jest dlugoscia fali elektromagnetycznej. Przekonuje o tym efekt Comptona, w kto-
rym dtugosé fali promieniowania roentgenowskiego lub promieniowania - rozproszonego na
swobodnych elektronach ulega zwiekszeniu. Arthur H. Compton wyjasnit to zjawisko jako
efekt rozpraszania pojedynczych fotonéw o podanej wyzej energii i pedzie na pojedynczych
elektronach, za co otrzymal Nagrode Nobla w 1927 roku.

1.1 Widmo promieniowania ciala doskonale czarnego

Cialo doskonale czarne to cialo, ktére w 100% pochlania padajace na nie promieniowanie
elektromagnetyczne. Nagrzane do temperatury 7', wysyla wlasne promieniowanie w pelnym
zakresie czesto$ci v. Dobrym modelem ciala doskonale czarnego jest zamknieta wneka o
Sciankach idealnie odbijajacych promieniowanie, w ktérej zrobiono maly otworek. Pro-
mieniowanie wpadajace przez ten otworek do wneki praktycznie nie wydostaje si¢ z niej,
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jednoczesnie otwor umozliwia pomiar widma spektralnego promieniowania zamknietego we
wnece, pozostajacego w réwnowadze termicznej z jej Sciankami.

Gustav Kirchhoff, analizujac zagadnienie widma spektralnego promieniowania ciata do-
skonale czarnego, doszedl do wniosku, ze ma ono charakter uniwersalny (niezalezny od
rodzaju ciala) i zalezy jedynie od czestosci promieniowania oraz temperatury ciala. Jest
ono opisywane przez gestosé spektralna u(v,T"). Wielkos$¢ u(v,T')dv to ilo§¢ energii promie-
niowania na jednostke objetosci przestrzeni, w ktérej sie ono znajduje, przypadajace na
przedzial czestosci (v,v+dv). W rezultacie catka

> _ U
/0 u(v,T)dv = —~V (1.4)

jest réwna calkowitej energii promieniowania U(T') na jednostke objetosci V. Planck podal
swoj stynny wzér na gestosé spektralng w postaci

82 hv
3 ehv/KT _q

u(v,T) = (1.5)

gdzie k = 1.38-10"22J/K to stala Boltzmana, a ¢~ 3-10°m/s to predkosé $wiatta. We
wzorze tym wystapita po raz pierwszy stala Plancka h.

Wzoér Plancka odtwarza znany wcze$niej wzor Wiena dla duzych czestosci (w obsza-
rze promieniowania ultrafioletowego). Gdy hv > kT mozna bowiem pominaé jedynke w
mianowniku, otrzymujac

8mhv® i

u(w,T) ~ (1.6)

3

Paradoksalnie, duzo wazniejsza role z punktu widzenia eksperymentalnej weryfikacji
wzoru Plancka odegrata granica klasyczna niskich czestosci, hv < kT'. Rozwijajac ekspo-
nente w mianowniku z doktadnoscia do czlonu liniowego, exp(hv/kT) ~ 1+ hv/kT, otrzy-
mujemy wzor Rayleigha-Jeansa

82

u(w,T) ~ kT . (1.7)

3
Pomiar gestosci spektralnej w obszarze niskich czestosci, w zakresie promieniowania pod-
czerwonego, doskonale zgadzal sie z ta granicg wzoru Plancka, eliminujac inne konkurencyj-
ne modele. Zostal on wyprowadzony w 1900 roku przez Rayleigha, a nastepnie skorygowany
o czynnik 8 przez Jeansa w 1905 roku. Wzér (1.7) jest wzorem klasycznym, gdyz nie za-
wiera stalej Plancka. Czynnik 8712/¢® w tym wzorze jest liczba modéw klasycznej fali
elektromagnetycznej przypadajacych na jednostke czestoéci fali, patrz zadanie 2 do tego
rozdziatu, natomiast czynnik k7T jest srednia energia modu.
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Wz6r (1.7) nie moze obowiazywaé dla wszystkich czestosci, gdyz prowadzi do katastrofy
w nadfiolecie. Ze wzgledu na proporcjonalnoéé u ~ 12, catkowita energia promieniowania
jest bowiem nieskonczona

/Oou(y,T)dl/:oo. (1.8)
0

Rozwazania klasyczne musza si¢ wiec zalamaé przy przejsciu do obszaru wysokich czesto-
Sci. Hipoteza Plancka o dyskretnej strukturze emisji i absorpcji promieniowania pozwala
uniknaé¢ katastrofy w nadfiolecie.

1.2 Interpretacja Plancka

Wyprowadzajac wzér (1.5) Planck zalozyl, ze materia ciala doskonale czarnego jest zbio-
rem klasycznych oscylatoréw harmonicznych. Wyprowadzit przy tym wzér wiazacy gestosé
spektralng promieniowania ze Srednia energia oscylatora

82

u(l/, T) = 673 <EOSC> . (19)
Rozwazania klasyczne, w ktérych energia oscylatoréw moze przyjmowaé dowolne wartosci
daja wzér

(Fosc) = kT (1.10)

Otrzymujemy w ten sposéb wzér Rayleigha-Jeansa (1.7) prowadzacy do katastrofy w nad-
fiolecie.

Planck rozwiazal ten problem przyjmujac zalozenie spoza fizyki klasycznej - oscylato-
ry moga absorbowac¢ jedynie dyskretne wartosci energii promieniowania bedace dla danej
czestosci catkowita wielokrotnoscia kwantu podstawowego hr . Tak wiec, dopuszczalne
wartosci energii oscylatoréw to

EOZO, Elzhlj, E2=2hu, E3:3hV, (111)

Zalbézmy, ze mamy odpowiednio ng, n1, no, n3, ... oscylatoréw o takich energiach. Zgodnie z
zasadami klasycznej mechaniki statystycznej liczby te maleja eksponencjalnie ze wzrostem
energii, tzn.

—hv/ET —2hv/ET
) )

ny =nge ng =nge ns =nge SR (1.12)

Tak wiec, catkowita liczba oscylatoréw Nyt to suma liczby oscylatoréw we wszystkich
mozliwych stanach energetycznych

Niot = ng+ni1+na+ns—+...

= ng (1+e—hu/kT+e—2hu/kT+e—3hy/kT+m). (1.13)
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Calkowita energia oscylatoréw FEio to

FEiot = no-Eog+ni-E1+ng-Ey+ng-FE3+...

= nghy (7MWK 4 9o 2h/T | go=3hw/KT 4 ) (1.14)

Wprowadzajac oznaczenie x = exp(—hv/kT) < 1, dostajemy dla $redniej energii oscylatora

Elot —h Z’(1+2.’E+3x2+...)

Fose) = = .
(Eosc) Neow "V (tztaZtadt...)

(1.15)
Wyrazenie w mianowniku to szereg geometryczny, ktéry sumuje sie do wartosci 1/(1 —
x), natomiast szereg w liczniku mozna otrzymacé rézniczkujac szereg geometryczny wyraz
po wyrazie. Jego suma réwna sie¢ wiec pochodnej sumy szeregu geometrycznego i wynosi
1/(1—x)2. Podstawiajac otrzymane sumy, otrzymujemy

r hv
1—x  eh/kT 1’

<Eosc> = hv (116)

co prowadzi do wzoru Plancka (1.5) dla widma promieniowania ciata doskonale czarnego.

1.3 Prawo Stefana-Boltzmana oraz prawo Wiena

Wz6ér Plancka (1.5) odtwarza prawidlowo prawo Stefana-Boltzmana méwiace, ze catkowita
energia promieniowania jest proporcjonalna do czwartej potegi temperatury ciata doskonale
czarnego,

U~T*. (1.17)

Policzmy bowiem catke

U © 8rv?  hvdy
= :/O i (1.18)
Wprowadzajac nowa zmienna x = hv/kT, otrzymujemy
KT)* (o0 23d
U _8n(kT) / ridr (1.19)
Vv (hc)3 0o er*—1

Ostatnia calka wynosi 74 /15 i stad calkowita energia promieniowania na jednostke objetosci

U

v oT?, (1.20)
gdzie wspotczynnik proporcjonalnosci zwany stata Stefana-Boltzmana to
8mokt J
T ~7.55.10716 (1.21)

7= 15h3¢3 m3K4 '
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Rysunek 1.2: Widmo promieniowania ciata doskonale czarnego dla réznych temperatur.

Na rysunku 1.2 energia U jest proporcjonalna do pola pod wykresami, ktére rosnie z
temperaturg.

Ze wzoru Plancka wynika takze prawo przesunie¢ Wiena méwiace, ze maksimum gesto-
$ci spektralnej wyrazone przy pomocy dlugosci fali A = ¢/v jest odwrotnie proporcjonalne
do temperatury

b
Amazr = = » 1.22
J (1.22)

gdzie b~ 2.88-1073 m- K. Sytuacja ta jest takze zilustrowana na rysunku 1.2 przedstawia-
jacym widmo promieniowania ciala doskonale czarnego w funkcji jego czestosci v = ¢/A.
Widzimy, ze polozenie maksimum tego widma roénie z temperatura, co prowadzi do relacji
(1.22) dla dlugosci fali. Dowdd prawa Wiena jest przedmiotem zadania 3 do tego rozdziatu.
Tak wiec, przy wzroscie temperatury maksimum przesuwa sie w kierunku fioletu, a przy
jej obnizaniu ku czerwieni. Zjawisko to obserwujemy w stygnacym piecu, ktéry zarzy sie
na czZerwono.

Widmo promieniowania ciata doskonale czarnego jest jedna z najwazniejszych krzywych
w przyrodzie, gdyz opisuje widmo promieniowania reliktowego o temperaturze T'~ 2.72 K,
ktore pozostato po oddzieleniu sie¢ promieniowania od materii ok. 100 tys. lat po Wielkim
Wybuchu. Odkrycie tego promieniowania przez Penziasa i Wilsona w 1965 roku, a uhono-
rowane Nagroda Nobla w 1978 roku, jest gtéwnym dowodem na ekspansje Wszechswiata z
osobliwoéci poczatkowej.
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1.4 Zadania

1. Oblicz ile energii promieniowania reliktowego zawiera sie w objetosci 1 m?. Przy-
ja¢ temperature promieniowania T = 2.72 K. Wynik wyrazi¢ w elektronowoltach?.
Poréwnaj z energia spoczynkowa nukleonu réwng w przyblizeniu 1 MeV.

2. Pokazaé, ze czynnik 8mv? /c3 we wzorze Plancka to liczba modéw klasycznej fali elek-
tromagnetycznej na jednostke objetosci w przedziale czestosci (v, +dr) w nastepu-
jacy sposéb. Pokaz, ze w sze$cianie o objetoéci L? z periodycznymi warunkami brze-
gowymi, sktadowe wektora falowego k spelniaja relacje k, = 2mn, /L, ky, = 2mn, /L i
k., =2mn,/L, gdzie ngy,ny,n. sa liczbami catkowitymi. Nastepnie

a) pokaz, ze gesto$¢ stanéw fali elektromagnetycznej w tym pudle to

dngdnydn,  dk,dk,dk,

73 = T anp (1.23)
b) w przypadku sferycznej symetrii pokaz, ze
dkﬂg;%g be _ 47;3” ", (1.24)
¢) pomnéz wynik przez dwa ze wzgledu na dwie mozliwe polaryzcje fali.
3. Wychodzac z warunku
lu(v, T)dv| = |u(A,T)dA| (1.25)

wykazaé, ze gesto$é spektralna u(A,T") dla dlugosci fali A = ¢/v, przyjmuje postaé

87 he

a(AT) = N5 ohe/kTA _ 1"

Pokazaé, ze maksimum gestosci spektralnej spetnia prawo Wiena
b h
Amaz = 7 b~0.2?6z2.88-10*3 m-K. (1.26)

4. W jakim zakresie dtugosci fali otrzymujemy maksimum widma ciata doskonale czarne-
go dla temperatur T'= 300, 4000, 5000, 6000 K. Wynik wyrazi¢ w nanometrach (barwa
czerwona 630 — 780 nm; barwa Zolta 565 — 590 nm; barwa niebieska 420 —490 nm ).

21eV=1.6-10"1J



Rozdziatl 2

Fotony

2.1 Fale

Przypomnijmy na poczatek podstawowe pojecia wystepujace w zjawiskach falowych. Fala
plaska poruszajaca sie w kierunku osi x ma nastepujaca posta¢ w zapisie przy pomocy liczb

zespolonych
P(x,t) :exp{Qm' (i—;)} (2.1)

Wielko$¢ A (bedaca okresem drgan wzdluz osi z) nazywa sie diugoscig fali, natomiast T
jest okresem drgan w czasie. Zapisujac faze ¢ eksponenty w formie

2T A
zauwazamy, ze wielkosé
A
= = 2.3
=7 (2.3

jest predkoscia (fazowa) fali, gdyz réwnanie x — ct = const okresla przesuwanie sie stalej
wartoséci fazy w przestrzeni i czasie. Tworzac wielkoéci pochodne, liczbe falowa k oraz
czestosé katowa! w,

fale (2.1) mozna zapisa¢ w formie

W(z,t) =exp{i(kx —wt)}. (2.5)

1 Zwykla czestosé drgan v = 1/T. Stad w = 27v.

14
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Rysunek 2.1: Efekt fotoelektryczny.

Relacja (2.3) przyjmuje wtedy postaé¢ zwiazku dyspersyjnego

w=ck (2.6)

Fala ptaska poruszajaca sie w dowolnym kierunku ma postaé

b(r,t) =exp{i(k-r—wt)}, (2.7)

gdzie wektor falowy k = (ky,ky,k.) okresla kierunek poruszania sie fali, natomiast jego
dtugo$é¢ wynosi

27
B
Wielko$¢ k - r to iloczyn skalarny wektora falowego z wektorem polozenia r = (x,y, 2),

k| = (2.8)

k-r=kx+kyy+tk.z. (2.9)

Zwiazek dyspersyjny (2.6) przyjmuje teraz postaé

210

2.2 Efekt fotoelektryczny

Planck dokonal rewolucji kwantujac energie materii modelowanej przy pomocy klasycz-
nych oscylatoréw harmonicznych. Prowadzito to wyniku zgodnego z doswiadczeniem, lecz
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W4 hv

Rysunek 2.2: Zaleznos¢ energii kinetycznej fotoelektronu Fj od czestosdci padajacego $wiatta
v.

zupelnie niezrozumiatego z punktu widzenia fizyki klasycznej. Promieniowanie pozostato u
Plancka niezmienione, opisane przy pomocy klasycznych pél elektromagnetycznych.

Nastepny rewolucyjny krok na drodze do mechaniki kwantowej dokonat Einstein w 1905
roku, interpretujac promieniowanie jako gaz nieoddzialywujgcych ze sobg kwantéw promie-
niowania - fotondéw o energii hv kazdy. W procesie oddzialywania fotonéw z materia sa
one pochtaniane lub emitowane w calosci. W ten sposéb Einstein uniezaleznil interpre-
tacje widma promieniowania ciala doskonale czarnego od modelu materii, wigzac kwanty
Plancka z samym promieniowaniem, a nie tylko z aktami jego absorbcji lub emisji. War-
tos¢ érednia energii mechanicznych oscylatoréw, (Eos), we wzorze Plancka (1.9) zostala
zastapiona przez Srednia energia gazu fotonéw o czestodci v

hv

E)=— .
(E) /KT _

(2.11)

Krok ten pozwolil w prosty sposéb wyttumaczyé efekt fotoelektryczny, w ktérym pro-
mieniowanie o dostatecznie wysokiej czestosci jest w stanie wybié elektrony z powierzchni
metalu prowadzac do powstania mierzalnego pradu elektrycznego wybitych fotoelektronow.
Kazdy wybity elektron pochtonat w calosci jeden foton o energii

E=hv, (2.12)

ktorego energia zmaterializowala sie jako energia fotoelektronu, patrz rysunek 2.1. Spel-
niona jest przy tym zasada zachowania energii

213
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¥(EL, pl)

e'(EL.pe)

Rysunek 2.3: Rozpraszanie comptonowskie fotonu na spoczywajacym elektronie.

gdzie W to energia potrzebna do pokonania wiagzania elektronu w metalu (praca wyjscia),
a Fy to energia kinetyczna fotoelektronu.

Ten prosty model pozwolil wyjasni¢ nastepujace fakty eksperymentalne.

1. Istnieje minimalna czesto$¢ promieniowania,
thin = W; (214)
ponizej ktérej elektrony nie sa wybijane z metalu, patrz rysunek 2.2.

2. Energia kinetyczna wybitych elektronéw FEy zalezy jedynie od czesto$ci promienio-
wania (energii fotonu), natomiast nie zalezy od jego natezenia (liczby fotonéw).

3. Liczba wybitych elektronéw zalezy od natezenia promieniowania (liczby fotonéw),
natomiast nie zalezy od jego czestosci (energii fotonu).

Zauwazmy, ze mierzac energie elektrondéw dla dwdch réznych czestosci padajacego Swiatta
mozna wyznaczy¢ wartos¢ stalej Plancka

1 2
_ Biin — Bign

V=1

h (2.15)

2.3 Rozpraszanie Comptona

Polega ono na rozproszeniu promieniowania o wysokiej czestosci (w zakresie roentgenow-
skim lub promieniowania ) na swobodnych elektronach. W praktyce, elektrony moga by¢



ROZDZIAL 2. FOTONY 18

zwigzane w metalu, gdyz energia fotonéw promieniowania hv jest na tyle wysoka, ze ener-
gia wigzania (wyjécia z metalu) moze by¢ zaniedbania. Compton zaobserwowal efekt, w
ktorym spoczywajacy elektron ulega odrzutowi, natomiast rozproszone promieniowanie ma
mniejsza czesto$é (czyli wigksza dlugosé fali) w stosunku do padajacego promieniowania,
patrz rysunek 2.3. Wyjasnienie tego efektu Comptona opiera sie na zaltozeniu, ze foton ma
energie dang wzorem Plancka,

E = hw, (2.16)

oraz ped zwiazany podobna relacja z wektorem falowym Kk,
p = hk. (2.17)

Przypomnijmy, ze h = h/2m. Z relacji |k| = 27w/, gdzie A jest dlugodcia fali elektromagne-
tycznej, wynika, ze ped fotonu p = |p| jest odwrotnie proporcjonalny do dlugosci fali

(2.18)

_h
P=x

Zwiazek dyspersyjny dla fali
w=rclk|, (2.19)

prowadzi do nastepujacej relacji miedzy energia, a pedem fotonu

o2

Zgodnie ze szczegdlng teoria wzglednosci, energia i ped czastki o masie spoczynkowej
mg poruszajacej sie z predkoscia v wynosi

2
mocC mov
E=—— = 2.21
V1=v?/c? P V1=v?/c? (221)
tatwo sie przekonaé, ze energia i ped spelniaja zwiazek
E? —p%c® =mict => E? =p?c® +mict| (2.22)

Relacje (2.20) dla fotonu otrzymuje si¢ kladac mase spoczynkowa mo =0 w powyzszych
wzorach. Tym samym, foton jest czastka o zerowej masie spoczynkowej i nie istnieje iner-
cjalny uktad odniesienia, w ktérym on spoczywa. W kazdym uktadzie odniesienia porusza
sie z predkoscia $wiatta c.

Napiszmy zasade zachowania energii i pedu w rozpraszaniu fotonu v na spoczywajacym
elektronie e, patrz rysunek 2.3,

yt+e — ' +€, (2.23)
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gdzie v’ i e’ oznaczaja rozproszony foton i elektron, w postaci

Ey+E. = E/+E, (2.24)
Py +p. = P,+p.. (2.25)
Dla spoczywajacego elektronu E, = mqc?, gdzie m, jest masa spoczynkows elektronu, oraz

P = 0. Uwzgledniajac te warunki oraz wybierajac dla uproszczenia oznaczen uktad jedno-
stek, w ktorym ¢ = 1, przepiszemy powyzsze relacje w postaci

E,+m.—E! = B! (2.26)

!/

Py —P, = P, (2.27)

Podnoszac obie strony tych réwnan do kwadratu, a nastepnie odejmujac je od siebie stro-
nami, dostajemy
(Ey+me—E})? = (py—p)? = E.—p.=m] (2.28)

gdzie po prawej stronie wykorzystaliSmy wzoér (2.22) w ramce dla rozproszonego elektronu
(pamietajmy, ze ¢ =1). Wyeliminowaliémy w ten sposéb z rozwazan energie i ped tego
elektronu.

Podnoszac nastepnie do kwadratu wyrazenia w nawiasach we wzorze (2.28), znajdujemy

(E2+m? +E”+2m.E, —2m E. —2E, E!) - (p? +p>—2p, -p.,) = m?.

e

Wykorzystujac relacje E, = |p,| oraz E. = |p/| dla fotonu przy porzadkowaniu tego wyra-
zenia, otrzymujemy
2me (By— E}) =2 (E, B, ~p,-p}) =0.

W iloczynie skalarnym p,, ~p; pojawia sie kat rozpraszania fotonu 8 w stosunku do kierunku
jego padania, patrz rysunek 2.3,

P, P’ = |py||p}|cost = E, E. cosf. (2.29)

Stad wzér (2.29) mozna zapisaé¢ w formie

2m, (B, — E,) = 2B, B} (1 - cos6) =0, (2.30)
lub po podzieleniu obu stron przez iloczyn 2m.E, E’/Y
1 1 1
— —— =—(1—cos#f). 2.31
B =y (1050 (2.31)

Z relacji |k| =27/ otrzymujemy dla pedu fotonu

h
[p[=nAlk| =1 (2.32)



ROZDZIAL 2. FOTONY 20

i stad
h h
By =lp| =7, B =Ip)|=1;. (233)
Po podstawieniu do wzoru (2.31) otrzymujemy wzér Comptona na przesuniecie dlugosci
rozproszonej fali

AN=)N-)\=

(1—cosb) (2.34)

MeC

gdzie po prawej stronie przywrociliémy predkosci swiatla ¢, a wielkosé

h
Ae = ~2.42-107%m. (2.35)
MmecC
nazywa sie comptonowskq dlugoscig fali elektronu. W relatywistycznej mechanice kwanto-
wej Diraca okresla ona "rozmiar" elektronu. Zwréémy uwage, ze przesuniecie dlugosci fali
A jest niezalezne od dlugosci fali padajacej i zalezy tylko od kata rozpraszania.

Przesuniecie dtugosci fali jest zawsze dodatnie, co oznacza, ze dtugosé fali rozproszonej
jest wigksza niz dlugosé fali padajacej, N’ > \. Jest on ograniczone przez warunek

0< AN 2, (2.36)

co oznacza, ze maksymalna wielko$é przesuniecia A\ ~ 10712 m. Tego samego rzedu powin-
na by¢ dhugosé padajacej fali A aby zaobserwowaé jej przesuniecie na skutek rozproszenia.
Stad zakres promieniowania roentgenowskiego uzyty w doswiadczeniach z rozpraszaniem
comptonowskim.
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2.4 Zadania

1. Fotony o dtugosci fali A = 589 nm unosza 30 % energii 100—watowej lampy sodowej. Ile
srednio fotonéw emituje lampa w ciagu sekundy 7 Ile dociera w tym czasie do Zrenicy
oka obserwatora znajdujacego si¢ 10 km od lampy? Srednica oka wynosi 5 mm

2. Praca wyjécia W elektronéw w efekcie fotoelektrycznym dla cezu wynosi 3.2-1071° J.
Przy jakiej najnizszej czestosci i odpowiadajacej jej dtugosci fali padajacego Swiatta
bedzie mozliwe zjawisko fotoelektryczne? Ile wynosi energia kinetyczna fotoelektronu
uwolnionego z powierzchni cezu przez foton o dtugosci fali 400 nm.

3. Wiele promieniotwérezych jader emituje fotony o duzej energii zwane promieniami +.
Oblicz ped odrzutu i predko$é jadra o masie réwnej 100 masom protonu, emitujacej
foton o energii 1 MeV. Masa protonu my, ~ 1 MeV /c?.

4. Oblicz maksymalng zmiane dtugosci fali fotonu w rozpraszaniu comptonowskim na
elektronie w spoczynku. Diugosé fali przez zderzeniem wynosi A =2-107'2 m. Jaka
jest energia kinetyczna elektronu odrzutu?

5. Wyprowadzi¢ wzér E? = p2c? +m?c* dla czastki relatywistycznej (wzér (2.22) z wy-
ktadu).



Rozdziat 3

Model Bohra

Do tej pory zajmowaliSmy sie opisem przejscia od klasycznych aspektéw falowych promie-
niowania elektromagnetycznego do aspektu korpuskularnego tego promieniowania - foto-
néw o okreslonej energii i pedzie. Réwnie wazna role na drodze do powstania mechaniki
kwantowej odgrywaty badania widm promieniowania atoméw. Wykazuja one strukture dys-
kretng - mierzone jest promieniowanie elektromagnetyczne o $cisle okre$lonch czestosciach.

Rozrézniamy dwa rodzaje widm atomowych:

- widma emisyjne, ktére pojawiaja sie przy wzbudzaniu atoméw poprzez zderzanie ich
z innymi czastkami, na przyktad elektronami,

- widma absorbcyjne, obserwowane na przyktad w widmie promieniowania stonecznego
w postaci ciemnych linii oznaczajacych brak danej czestodci.

Wythumaczenie pochodzenia dyskretnej struktury widm atomowych stanowito jedno z naj-
wazniejszych wyzwan dla rodzacej sie mechaniki kwantowej. Kluczowa role odegrata proba
wyjasnienia widma najlzejszego i zarazem najprostszego atomu jakim jest atom wodoru.

3.1 Model Bohra atomu wodoru

Atomy sa ukitadami neutralnymi elektrycznie co oznacza, ze skladaja sie z takiej samej
liczby tadunkow dodatnich i ujemnych. Odkryte 1897 roku przez angielskiego fizyka J.J.
Thomsona elektrony niosa tadunek ujemny, powstaje zatem pytanie co niesie tadunek do-
datni i jak jest on roztozony w atomie. Do$wiadczenia Ernesta Rutherforda przeprowadzone
w latach 1911-19 doprowadzity do odkrycia nosnika ladunkéw dodatnich w atomie - pro-
tonu. Rozpraszajac czastki alfa na atomach zlota, Rutherforda odkryt w 1912 roku, ze

22
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tadunek dodatni, tworzacy prawie cala mase atomu, jest skoncentrowany w bardzo matej
objetosci - jadrze atomowym. Odkrycie to wyeliminowalo z rozwazan model Thomsona
atomu - tzw. model ciasta z rodzynkami - w ktérym tadunek dodatni jest roztozony réw-
nomiernie w calej objetosci atomu, a elektrony sa w nim zanurzone.

Dunski fizyk Niels Bohr, przebywajacy na stazu podoktorskim w laboratorium Ruther-
forda w Manchesterze, zapoznal sie z wynikami jego badan eksperymentalnych i sformuto-
wal w 1913 roku model planetarny atomu wodoru, za co otrzymal Nagrode Nobla w 1922
roku. Punktem wyjécia byly rozwazania klasyczne oparte o mechanike Newtona z kluczo-
wym elementem wychodzacym poza zalozenia klasyczne, a prowadzacym do kwantowania
wartosci energii atomu wodoru.

Atom wodoru wedtug Bohra to ciezki proton w centrum wraz z krazacym wokét niego
po orbitach kotowych lekkim elektronem!. Elektron jest wigzany z protonem przez site
przyciagania elektrostatycznego Coulomba

62

FC:—F))I‘,

(3.1)
gdzie e jest tadunkiem elementarnym. Jest to sita potencjalna, dla ktérej istnieje energia
potencjalna FE),
oF, e?
Fr=— b E =——. 3.2
© or ’ r (32)

Calkowita energia ruchu elektronu na orbicie jest zachowana i rowna sumie energii kine-
tycznej i potencjalnej

mev?: €2

- —. 3.3

5 T (3.3)
Predko$é¢ w ruchu elektronu po okregu jest zwigzana z jego promieniem poprzez klasyczne
réwnanie ruchu Newtona, mea = F ¢, gdzie a jest przyspieszeniem dosrodkowym o wartosci

la| = v2/r. Stad warunek

E—

== = vIr=— (3.4)

W nastepnym kroku Bohr wyszedt poza fizyke klasyczna zakladajac, ze dozwolony jest
ruch elektronu tylko po takich orbitach kotowych, dla ktérych orbitalny moment pedu
elektronu L jest calkowita wielokrotnoécia stalej Plancka dzielonej przez 2,

h
L=mevr=n— (3.5)
27
gdzie liczba kwantowa n = 1,2,.... Czynnik 27 w warunku kwantowania jest konieczny

do zgodnoéci z doswiadczeniem widma promieniowania atomu wodoru w modelu Bohra.

Proton jest okoto 1836 razy ciezszy od elektronu.
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Warunek ten dostarcza drugiego réwnania, ktére pozwala wyliczyé predko$é¢ i promien
okregu elektronu
nh

Me

(3.6)

vr =
Z réwnan (3.5) i (3.6) wynika bowiem

R, e? 1
n V= ——.
’ hn

(3.7)

T =
mee?
Promien orbity rosnie kwadratowo ze wzrostem liczby kwantowej n, natomiast jego pred-
ko$é maleje odwrotnie proporcjonalnie do n. Dla pierwszej orbity otrzymujemy promien
Bohra okreslajacy rozmiar atomu wodoru w modelu Bohra wynoszacy

h2

mee?

=53-107"'m (3.8)

rp =

Podstawiajac r i v do wyrazenia na energie catkowita elektronu (3.3), znajdujemy dys-
kretne wartosci energii w atomie wodoru
4
mee” 1
E,=- onZ 2 (3.9)
Energia ta jest ujemna, co oznacza, ze elektron jest zwigzany i nalezy dostarczy¢ dodatniej
energii by go uwolnié (zjonizowaé¢ atom wodoru). Wymiarowy wspélczynnik proporcjonal-
noéci nazywa sie stala Rydberga

4
mee 13.6 eV
Roo= 55 =136V => Ep=——173 (3.10)

gdzie energia jest podana w elektonowoltach?. Teoretyczne wyliczenie stalej Rydberga bylo
wielkim sukcesem podejs$cia Bohra. Stan o najnizszej energii dla n =1, réwnej —13.6 €V, to
stan podstawowy atomu wodoru. Nalezy wiec dostarczyé energie 13.6 eV by go zjonizowac.
Taka tez warto$¢ zmierzono w do$wiadczeniu. Kolejne wartosci n prowadza do standéw
wzbudzonych atomu wodoru.

3.2 Linie widmowe

Przejscia pomiedzy dyskretnymi stanami energetycznymi atomu, m — n, nastepuja z emisja
lub absorbcja fotonu o czestodci

Em_En

21ev=16-10"12J
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Granica jonizacji

n=5 |
n=4 \& \L/
n=3 l
n=2
n=1
Serie Lymana Balmera Paschena Bracketa

Rysunek 3.1: Spektrum linii emisyjnych atomu wodoru dla kolejnych serii.

Jezeli E,, > F, to mamy do czynienia z liniami emisyjnymi, patrz rysunek 3.1, na-
tomiast dla F,, < F, mamy linie absorbcyjne. W tabelce 3.2 podajemy dtugosci fali
elektromagnetycznej dla poszczegdlnych linii emisyjnych. W zakresie widzialnym pozostaje
tylko seria Balmera (n = 2), natomiast seria Lymana (n = 1) znajduje sie w nadfiolecie, a
serie Paschena (n = 3) i Bracketa (n =4) w podczerwieni.

Przy przedstawionej interpretacji czestosci spektroskopowych stuszna jest odkryta eks-
perymentalnie reguta Ritza dla czestosci linii widmowych linii emisyjnych lub absorbcyj-
nych

VUm—k +Vk—n = Vm—n (312)

Moéwi ona, ze obserwowane czestosci promieniowania elektromagnetycznego mozna wyrazié
jako réznice czestosci podstawowych. Tym samym wyjasnienie bogactwa linii widmowych
zostato zredukowane do znalezienia wewnetrznej struktury atomow.
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m Seria Lymana | Seria Balmera | Seria Paschena | Seria Bracketa
2 121.7 nm

3 102.7 nm 657 nm

4 97.4 nm 487 nm 1878 nm

5 95.1 nm 435 nm 1284 nm 4057 nm

6 93.9 nm 411 nm 1096 nm 2629 nm

7 93.2 nm 398 nm 1006 nm 2169 nm

8 92.7 nm 390 nm 956 nm 1948 nm

%9 91.3 nm 365 nm 822 nm 1461 nm

26

Tabela 3.1: Dtugosci poszczegdlnych linii widmowych w atomie wodoru w nanometrach. W
zakresie widzialnym pozostajg jedynie linie Balmera.

3.3 Ograniczenia modelu Bohra

Pomimo ogromnego sukcesu jakim jest wyttumaczenie widma atomu wodoru, model Bohra
nie jest wewnetrznie spojny, gdyz zawiera szereg niekonsystencji z punktu widzenia fizyki

klasycznej.

1. Zgodnie z zasadami elektrodynamiki klasycznej, elektron poruszajacy sie z przyspie-
szeniem na orbicie powinien promieniowaé tracac energie, by ostatecznie spasé¢ na
jadro. Atom bylby wiec niestabilny.

2. Warunek kwantowanie Bohra jest arbitralnym postulatem.

3. Brak uzasadnienia dla wykluczenia stanu n =0 (elektron spada na jadro).

4. Uogblnienie modelu Bohra dla atoméw wieloelektronowych nie daje zadawalajacej
zgodnoséci obliczonych widm z doswiadczeniem.

Prowadzilo to do wniosku, Ze istnieje koniecznos$é¢ skonstruowania nowej mechaniki dla
zjawisk atomowych - mechaniki kwantowe;j.
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3.4 Zadania

1. Wychodzac ze wzoru na site Coulomba, F' = Q?/r?, znalezé wymiar tadunku elek-
trycznego Q. Pokazaé, ze wielkoéé Q?/(hc) jest wielkosciag bezwymiarows. Podsta-
wiajac warto$¢ tadunku elementarnego otrzymujemy stata struktury subtelnej

e2 1

om = — N ——. 1
Qem = 3~ 137 (3.13)

2. Pokazaé, ze promien orbity Bohra oraz predko$¢ elektronu na niej dla stanu podsta-
wowego n = 1 wyraza sie poprzez stala struktury subtelnej w nastepujacy sposéb
Ae

rg = , VB = QemC, (3.14)
aem

gdzie Ao = h/(mec) = 3.86-107 m to (kreélona) comptonowska dtugosé fali elektro-
nu. Czy przyblizenie nierelatywistyczne w modelu Bohra jest uzasadnione? Pokazad,
ze energia elektronu w atomie wodoru to

5 Mec?

E, =—og, o2

(3.15)

Wielko$é mec? = 0.511 keV to energia spoczynkowa elektronu.

3. Pokazac, ze czgstos¢ przejscia migdzy sasiednimi stanami atomu wodoru, v, 1)—n,

dla wartosci n > 1 zadana jest wzorem
1 meet
Vint1)—n = h n;hg : (316)

Pokazaé, ze jest ona réwna klasycznej czestosci obiegu elektronu na orbicie Bohra, r,.
Jest to przyktad tzw. zasady korespondencji, sformutowanej przez Bohra, méwiacej,
ze dla duzych liczb kwantowych wzory kwantowe przechodza we wzory klasyczne.

4. Obliczy¢ dlugosé fali elektromagnetycznej emitowanej z wysoko wzbudzonego pozio-
mu atomu wodoru, np. n = 100, do stanu podstawowego n =1 (seria Lymana) oraz
do niskich stanéw wzbudzonych n =2 (seria Balmera) i n =3 (seria Paschena). Wy-
nik podaj w nanometrach (barwa czerwona 630 — 780 nm; barwa Zolta 565 — 590 nm;
barwa niebieska 420 — 490 nm ).

5. Udowodnié regule Ritza (3.12).



Rozdziat 4

Rownanie Schroedingera

4.1 Dualizm korpuskularno-falowy

Dotychczasowe rozwazania na temat promieniowania elektromagnetycznego prowadza do
wniosku, ze wykazuje ono w eksperymentach wlasnoéci falowe i korpuskularne. Stwierdze-
nie to nazywa si¢ dualizmem korpuskularno-falowym. Promieniowanie zachowuje si¢
zaréwno jak fala o czestosci w i wektorze falowym k, jak i korpuskuta o energii FE i pedzie
p- Oba te aspekty sa powiazane przez relacje

E=hw, p = hk. (4.1)

Znakomita ilustracja takiego dualizmu jest do$wiadczenie, w ktérym promieniowanie elek-
tromagnetyczne emitowane przez ustalone zrédlo pada na ekran z dwoma szczelinami, a
po przejsciu przez nie pada na Swiatloczuly ekran, z ktoérego wybijane sg elektrony po-
przez efekt fotoelektryczny, patrz rysunek 4.1. Na Swiatloczulym ekranie pojawi sie obraz
dyfrakcyjny z charakterystycznymi minimami i maksimami zaczernien, przy czym liczba
emitowanych fotoelektronéw jest najwieksza z obszaréw maksiméw dyfrakcyjnych. Pro-
mieniowanie zachowuje sie¢ wiec jak fala, tworzac obraz dyfrakcyjny po przejsciu przez
szczeliny oraz jak wigzka fotonow padajacych na ekran i absorbowanych w calosci przez
fotoelektrony.

Nalezy podkresli¢, ze obraz dyfrakcyjny nie jest efektem interferencji réznych fotonow
przechodzacych przez obie szczeliny. Wykonujac bowiem to samo do$wiadczenie przy tak
malym natezeniu Swiatta, ze w danym momencie nastepuje emisja tylko jednego fotonu
docierajacego do $wiattoczutego ekranu, otrzymamy po dostatecznie dlugim czasie taki
sam obraz. Jeden foton wybija tylko jeden elektron, przy czym obszary, z ktérych jest
on wybijany ukladaja sie we wzér miniméw i maksiméw zwiazanych z liczba wybitych
elektronéw z tych obszaréw po przejsciu duzej liczby fotondéw

28
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ITITENEEY

52

Rysunek 4.1: Obraz interferencyjny w eksperymencie z dwoma szczelinami.

4.2 Fale materii

Powstaje pytanie czy takie samo do$wiadczenie mozna by przeprowadzi¢ z wiazka czg-
stek materialnych o niezerowej masie spoczynkowej - na przyktad z elektronami - i czy
wykazywal by one wlasnosci falowe.

Pozytywna odpowiedZ na to pytanie zapostulowal ksiaze Louis de Broglie, francuski
fizyk, ktéry w swojej pracy doktorskiej z 1924 roku z kazda czastka materialng o energii
FE i pedzie p skojarzyl fale materii o czestoéci w i wektorze falowym k, zdefiniowanymi
poprzez inaczej zapisane relacje Einsteina (4.1)

W przypadku czastki swobodnej fala materii ma postaé fali plaskiej (2.7), w ktérej pod-
stawiono powyzsze relacje

i

h

W(r,t) = exp{ (p-r— Et)} (4.3)

gdzie
P r=p,+pyy+p:2. (4.4)

7 swoja hipoteze de Broglie otrzymal nagrode Nobla w 1929 roku.
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Z drugiej z relacji (4.2) wynika, ze kierunek wektora falowego fali materii k jest wyzna-
czony przez kierunek pedu czastki p. Pamietajac, ze |k| = 27 /) otrzymujemy nastepujacy
wynik dla dlugos$ci fali materii de Broglia czastki o pedzie p
_h

p|

A (4.5)

Wynik (4.5) mozemy réwniez wyrazi¢ poprzez energie czastki. Przyjmujac nierelatywistycz-
ny zwiazek miedzy energia a pedem czastki, E = p?/(2m), otrzymujemy
h

= 4.6
2mE (46)

Przy pomocy hipotezy fal materii de Broglie "wyjasnil" warunek kwantowania Bohra
(3.5) kotowych orbit elektronéw w atomie wodoru poprzez zadanie by na dozwolonych
orbitach miescila sie caltkowita wielokrotnos¢ dlugoéci fal materii elektronu,

h
2rr=nA => L=|plr=n—. (4.7)
2

Hipoteza de Broglia nie eliminowala wiec pojecia trajektorii czastki z okreslonym potoze-
niem i pedem. Dodawala jedynie fale materii jako dodatkowy atrybut czastki ujawniajacy
sie w zjawiskach kwantowych zachodzacych na matych odlegloéciach.

Louis de Broglie nie wyjasniajac czym sa fale materii, postawil natomiast postulat
poszukiwania wlasnoéci falowych czastek materialnych. Doswiadczenie identyczne w swej
istocie do tego z fotonami wykonali z elektronami w 1927 roku dwaj fizycy amerykan-
scy Clinton Davisson i Lester Germer. Rozpraszajac wiazke elektronéw na krysztatach
atomowych, pelniacych role ekranu ze szczelinami, otrzymali typowy obraz dyfrakcyjny z
minimami i maksimami zaczernien kliszy, na ktéra padaly rozproszone elektrony. Za te ba-
dania Davisson otrzymat Nagrode Nobla w 1937 roku wraz George’'m Thomsonem, synem
odkrywcy elektronu J.J. Thomsona.

4.3 Swobodne réwnanie Schroedingera

Idea de Broglie’a oraz doswiadczenia Davissona i Germera byty motywacja dla austriackiego
fizyka Ernesta Schroedingera dla poszukiwan réwnania falowego rzadzacego zaleznoscia fal
materii od czasu. Cykl czterech prac opublikowanych w 1926 roku doprowadzit do sformu-
lowania takiego réwnania dla czastek nierelatywistycznych. Réwnanie Schroedingera stalo
sie podstawsg rodzacej sie w tym czasie mechaniki kwantowej, nazwanej przez Schroedingera
mechanikq falowg!.

1Ojcem mechaniki kwantowej byt kto inny - niemiecki fizyk Werner Heisenberg, ktéry w 1924 roku wpadt
na trop nowych zasad rodzgcej sie mechaniki tworzgc mechanike macierzowa. Oba sformutowania mechaniki
kwantowej sg réwnowazne.
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Nowe réownania w fizyce sa zwykle rezultatem skomplikowanego procesu dochodzenia
do ich sformutowania. Nie bedziemy przedstawiaé oryginalnej drogi Schroedingera, kon-
centrujac sie jedynie na tych aspektach "wyprowadzenia' rownania Schroedingera, ktére
zajma trwale miejsce w formutowanej mechanice kwantowej.

Podzialajmy operatorem rézniczkowana po czasie na fale materii (4.3)

0
zhﬁw(r,t) = Ey(r,t). (4.8)

W wyniku otrzymujemy energie czastki £ mnozona przez ta samg fale materii. Podobnie
zadzialajmy operatorem rézniczkowania po zmiennej przestrzennej, np. po x,

i e 1) = pei(r ). (4.9)

Tym razem otrzymalidémy sktadows z-owa pedu czastki. Dzialajac jeszcze raz tym samym
operatorem znajdujemy kwadrat tej sktadowej,

(—z‘hai) (—ihi) Y(r,t) = py <—ih§x> U(r,t) = p2ap(r,t). (4.10)

Pozostate sktadowe pedu otrzymujemy rézniczkujac po y i z. W mechanice klasycznej
energia i ped czastki swobodnej sa zwiazane ze sobg relacja

2 2 2

px py pz
F=—4—=4 = 4.11
2m+2m+2m ( )

Chcemy by ta relacja obowiazywala w mechanice kwantowej Musi by¢ wtedy spelnione
swobodne réwnanie Schroedingera

m;w(r,t) - % { (‘ihai)Q + (—ihjy)g + (—ihi)Q} b(r,t), (4.12)

ktore po wprowadzeniu tréjwymiarowego laplasjanu

0* 9 o

(4.13)

przyjmuje postaé

0 12
ih s (rt) = =2 Au(r1) (4.14)
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4.4 Oddzialywanie w réwnaniu Schroedingera

Rozwazamy klasyczng czastke oddziatujaca przy pomocy sit zachowawczych czyli takich,
dla ktérych istnieje energia potencjalna (potencjal). Jej catkowita energia to suma energii
kinetycznej i energii potencjalnej V (r,t),
2 2 2
F="24+"=4-"24V(r1). 4.15
2m + 2m + 2m +Vir1) ( )
Zwrdéémy uwage, ze swobodne rownanie Schroedingera otrzymaliSmy zastepujac liczby w
relacji klasycznej operatorami rézniczkowymi

0 0 0 0
E—ihs .= —ih S ik, L il 4.1
zhat , D Zhax Dy zhay P m(’?z (4.16)

Procedura ta nazywa sie kwantowaniem. Postapimy podobnie i w tym przypadku, otrzy-
mujac rownanie Schroedingera z oddzialywaniem

2
ih%w(r,t) _ {—QZA + V(r,t)}w(r,t) (4.17)

Zauwazmy, ze potencjal V mnozy funkcje falowa. Wystepujacy po prawej stronie operator
nazywa sie hamiltonianem,

. K2
H=——A+V(r,t). 4.18
A+ V() (418)
Zapisane przy jego pomocy réwnanie Schroedingera przyjmuje wtedy najbardziej ogdlna
forme

ihgtd)(r,t) = Hy(r,t) (4.19)

Roéwnanie Schroedingera (4.17) jest podstawowym réwnaniem mechaniki kwantowej.
Za jego sformutowanie Schroedinger otrzymal Nagrode Nobla za rok 1933. Pozwala ono
wyznaczy¢ zaleznosé funkeji falowej ¥ (r,t) od czasu przy zadanym warunku poczatkowym
Y (r,to) w chwili poczatkowej t = tg. Zwré6émy uwage, ze czas t nie podlega kwantowaniu i
pozostaje klasycznym parametrem ewolucji uktadu kwantowego.

Podsumowujac, w mechanice kwantowej znika klasyczne pojecie trajektorii czast-
ki, a pojawia sie funkcja falowa okreSlona w calej przestrzeni. Pozostaje do wyja-
$nienia interpretacja fizyczna funkcji falowe;j.
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4.5 Operatory wielkosci fizycznych

Roéwnania (4.8) i (4.9) sa przykladem réwnan wlasnych. Dzialajac operatorem réznicz-
kowym na odpowiednia funkcje, zwana funkcja wlasna, otrzymujemy liczbe, zwana war-
toscig wlasng, ktéra mnozy funkcje wtasna. Schematycznie

Operator (funkcja wlasna) = warto$é¢ wlasna x (funkcja wlasna). (4.20)

Funkcje wlasne i wartosci wlasne to charakterystyczne cechy operatora. Tak wiec operator
pedu wzdtuz osi x w mechanice kwantowej to

0
py = —ih — 4.21
bz =—iho (4.21)
i podobnie dla pozostatych sktadowych
. L0
0
p, = —ih—. 4.2
p ih o (4.23)

Hamiltonian (4.18) to przyklad operatora energii.

Ujmujac rzecz $cidle, zada sie¢ by w meachnice kwamntowej wielkosci fizyczne byty
reprezentowane przez liniowe operator hermitowskie. Dowodzi sie, ze warto$ci wlasne
takich operatoréw sa rzeczywiste, mozna je wiec interpretowaé¢ jako wyniki pomiaréw.
Wyjasnienie powyzszych poje¢ musi byc odtozone do czasu pelnego rozwiniecia formalizmu
mechaniki kwantowej w rozdziale 15.

Przyjmijmy dwa postulaty, na ktérych zbudowana jest mechanika kwantowa.

1. Wielkoéci fizyczne mierzone w eksperymencie sa reprezentowane przez liniowe
operatory hermitowskie.

2. Wynikami pomiaréw sa jedynie warto$ci wiasne tych operatorow.
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4.6 Zadania

1. Jaka dlugosc¢ fali de Broglia ma elektron nierelatywistyczny o energii 100 eV a jaka
pitka o masie m =1 kg i predkosci v = 10 m/s.

2. Pokaz, ze zachodzi
2 e = BB
—p(r,t) = ——=9(r
2m 2m T

gdzie p = —ihd/Or jest operatorem pedu, a funkcja falowa 1) ma postaé

1

Y(r,t) :exp{h(p-r—Et)}.

3. Rozwigzaé¢ rownanie wlasne dla dwuwymiarowej macierzy, AZ = A\Z,

(1)(6)-(0)



Rozdziatl 5

Interpretacja probabilistyczna

5.1 Interpretacja Borna funkcji falowej

Kluczowym pytaniem, na ktére musieli odpowiedzie¢ twoércy mechaniki kwantowej byto
pytanie o sens fizyczny funkcji falowej ¢ (r,t). Sam Schroedinger uwazal, ze jej modutl do
kwadratu, |¢(r,t)|?, opisuje rozklad gestoéci tadunku elektrycznego czastki w przestrze-
ni. Przeczyly temu wyniki eksperymentéw, ktére pokazywaly, ze czastki, a wiec takze ich
tadunki, sa lokalizowane w doswiadczeniach w calosci. Obowiazujaca do chwili obecnej in-
terpretacje zaproponowal w 1926 roku Max Born (nagroda Nobla w 1954 roku), przyjmujac
nastepujace postulaty.

1. Funkcja falowa (r,t) jest amplitudga prawdopodobienstwa znalezienia
czastki w punkcie r przestrzeni w chwili ¢.

2. Modut funkcji falowej do kwadratu,

W(rﬂf)\? = w*(r7t>w<r7t)a

jest gestoscig prawdopodobienstwa znalezienia czgstki w punkcie r w chwili ¢.

3. Otoczmy punkt r mala objetoscia dV = dr. Wtedy iloczyn
W (r,0)[?dV (5.1)

jest prawdopodobienstwem znalezienia czastki w tej objetosci.

35



ROZDZIAL 5. INTERPRETACJA PROBABILISTYCZNA 36

Calkujac po calej dostepnej dla czastki przestrzeni V otrzymujemy warunek unormo-
wania catkowitego prawdopodobienstwa do jedynki

/ (e, )2V = 1. (5.2)
\%4
W interpretacji Borna rozwazamy wiec jedynie normowalne funkcje falowe, dla ktérych
/ (r, 8)[2dV = A < 0. (5.3)
v

Mozna je wtedy zawsze tak unormowaé, by spelniony byl warunek (5.2),

¥(r, 1)
T

Zgodnie z przedstawiona interpretacja mechanika kwantowa dostarcza jedynie informa-
¢ji o prawdopodobienstwie wynikéw pomiaréw. Jest ona w swej istocie teoria probabi-
listyczng. To stwierdzenie jest wcigz zrodtem napie¢ w mysleniu o mechanice kwantowej, a
samego Einsteina, ktéry do konca zycia traktowal mechanike kwantows, jako teorie tymcza-
sowa, sklonito do wypowiedzenia stynnego zdania, ze Bdg nie gra w kosci. Tym niemniej,
jak dotad zaden eksperyment nie zakwestionowal probablistycznego charakteru mechaniki
kwantowe;j.

Y(r,1) (5.4)

5.2 Zasada superpozycji

Zauwazmy, ze po przemnozeniu funkcji falowej przez liczbe zespolonag o module réwnym 1,

P(r) = e (), (5.5)

gestoéé prawdopodobienistwa [¢(r)|? nie ulega zmianie. Wydawaloby sie wiec, ze faza ¢

funkcji falowej,

W(r) = |o(r)], (5.6)
nie odgrywa roli, gdyz zawsze mozna si¢ jej pozbyé¢ poprzez transformacje (5.5) z faza
a = —¢(r). Istotny bylby wtedy w mechanice kwantowej tylko modul funkcji falowej. Tak
jednak nie jest, gdyz funkcje falowe mozna dodawaé¢ do siebie mnozac je wczeéniej przez
stale wspélczynniki zespolone, tworzac kombinacje liniowe. Licza sie wtedy wzgledne fazy
funkcji falowych.

Mozliwosé tworzenia kombinacji liniowych funkcji falowych nazywamy zasada super-
pozycji. Pelni ona fundamentalng role w mechanice kwantowej, gdyz prowadzi do zjawiska
interferencji gestosci prawdopodobienistwa. Stawny fizyk amerykanski Richard Feynman
uwazal, ze jest to jedyny nowy element mechaniki kwantowej. W pelni zgadzamy si¢ z jego
stwierdzeniem.

Otrzymujemy w ten sposéb nowy postulat mechaniki kwantowej:
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Kombinacja liniowa funkcji falowych 1 (r) i ¥2(r),

Y(r) = a1 (r) +biha(r), a,beC

jest funkcjg falowa opisujaca nowy stan uktadu kwantowego.

5.3 Obraz interferencyjny

Dodajmy do siebie dwie funkcje falowe, a nastepnie obliczmy gesto$¢ prawdopodobienstwa

[9[% = |1+ 2|” = |91 >+ [2]* + 9} rpa + Y501 (5.7)

Gestos¢ prawdopodobienstwa wypadkowego stanu nie jest sumag gestosci prawdopodobien-
stw - podkreélone cztony wzmacniajg lub ostabiajg te sume w zaleznosci od wzglednej fazy

V1 19,
Yig+usn = {7070 Ll @m0 |y

= 2cos(¢1 — ¢2) [t ][9] (5:8)

Otrzymujemy wiec obraz interferencyjny z maksimami gestoéci prawdopodobiefistwa |12
dla réznicy faz 6 = ¢1 — o = 2n7 oraz minimami dla 6 = (2n+ 1) (n jest catkowite)

) b1 2] + 2| * + 241 [|ha| = (\¢1\+|¢2|)2 dla 6 =2nmw
[|” =
12+ [2]® = 201 |[2] = (o] = [2])®  dla 6= (2n+1)7.

Interferencje te ilustruje eksperyment z rozpraszaniem czastek kwantowych (np. foto-
néw lub elektronéw) na dwéch szczelinach, patrz rysunek 5.1. Niech 11 bedzie amplituda
prawdopodobienistwa zmierzenia czastki w okre$lonym punkcie ekranu przy zalozeniu, ze
otwarta jest tylko pierwsza szczelina, natomiast 19 bedzie amplituda prawdopodobienstwa
tego samego pomiaru przy otwartej tylko drugiej szczelinie. W pierwszym przypadku otrzy-
mujemy gestosé¢ prawdopodobieristwa |11 |2, natomiast w drugim [12|2. W sumie otrzymamy
gesto$¢ prawdopodobienstwa

p=1nl* + el (5.9)

ktore nie wykazuje cech interferencji. Przy obu otwartych szczelinach amplituda prawdo-
podobienstwa wynosi ¥ + 2 i otrzymana gesto$¢ prawdopodobienstwa to

p=[1 4. (5.10)
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L2)

Rysunek 5.1: Interferencja amplitud prawdopodobienstwa.

Daje ona obraz interferencyjny z minimami i maksimami, patrz rysunek 4.1. Zakltadajac,
ze 11| = [¢2| = p, maksima wynosza 4p?, a minima sa réwne zeru.

Reasumujac, jezeli czastka osigga stan koncowy bez pomiaru przez ktoéra szczeling prze-
chodzi, dodajemy do siebie amplitudy prawdopodobienstwa mozliwych sposobdéw - "drég"
osiggniecia stanu koricowego, a potem podnosimy je do kwadratu by obliczy¢ prawdopo-
dobienstwo, wzér (5.10). Jezeli natomiast mierzymy stan posredni, czyli "droge" dojscia
do stanu koncowego, to dodajemy do siebie prawdopodobienstwa dla kazdej z mozliwych
"drég" oddzielnie, wzér (5.9). Przyjmijmy wiec jako podsumowanie.

W eksperymencie czastke zawsze rejestruje sie w calosci, natomiast prawdopodobien-
stwo zmierzenia czastki wykazuje cechy falowe na skutek interferencji amplitud praw-
dopodobienstwa jej zmierzenia.

5.4 Zachowanie prawdopodobienistwa

Funkcja falowa w wyrazeniu na catkowite prawdopodobienistwo (5.2) zalezy od czasu po-
przez réwnanie Schroedingera. Wyjasnienia wymaga wiec czy caltkowite prawdopodobieni-
stwo jest zachowywane w czasie i moze by¢ stale rowne jeden.

Rozwazmy dla uproszczenia jednowymiarowe réwnanie Schroedingera dla czastki od-
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dziatujacej oraz rownanie sprzezone zespolono

 O0Y(x,t) _fi 02 (z,t)

= A1
ih 5 5 a2 + V(x,t)y(x,t) (5.11)
L OYt(x,t) B OPYr(a,t) .
Mnozac pierwsze z tych réwnan przez ¢*, drugie przez v, a nastepnie odejmujac je stronami,
otrzymujemy
L L0 0T G P
— =—— — - 1
h {w o o ‘Z’} 2m { 922~ 022 ')’ (5:13)

gdyz wyrazenia z rzeczywistym potencjatem V kasuja sie. Wyrazenie w nawiasie po lewej
stronie to pelna pochodna po czasie

oY oY* 0
—— =— " 14
W+ = 2 VY, (5.14)
natomiast wyrazenie w nawiasie po prawej stronie to pelna pochodna po polozeniu
0% 0¥ 0 oY oY*
o — = — ) —— . 1
0zx?2  0x2 ¥ Oz {w or Oz w} (5.15)

Roéwnanie (5.13) mozna wiec zapisa¢ w postaci

iwwz_ha{*w)6w¢}

2im Oz

ox Oz

(5.16)

Po wprowadzeniu oznaczenia p na gestosé¢ prawdopodobienstwa oraz j, na sktadowsg z-owa
gestosci produ prawdopodobieristwa,

PR—— (5.17)
: h oY oYr
— * 27 1
i = Ve - b b (5.19)
réwnanie (5.16) mozna zidentyfikowaé jako réwnanie cigglosci
dp 0Ja
2z 5.19
ot Ox ( )

Wyraza ono w formie rézniczkowej prawo zachowania gestosci prawdopodobienstwa.
Calkujac bowiem obustronnie po x € [—a,al, otrzymujemy

& [odr=— [ ie = (@) - (-0} (5.20)



ROZDZIAL 5. INTERPRETACJA PROBABILISTYCZNA 40

% %‘]
n n
- =
-a a

Rysunek 5.2: Ilustracja zachowania prawdopodobienstwa w przypadku jednowymiarowym.

Wyrazenie po prawej stronie okresla wyplyw gestosci prawdopodobiefistwa z obszaru [—a, a]
poprzez jego granice, zorientowane zgodnie z kierunkiem wektora n, patrz rysunek 5.2.
Znak minus przy j,(—a) zdaje sprawe z przeciwnej orientacji granicy w punkcie —a. Jezeli
wyplyw przez granice znika, otrzymujemy zachowanie catkowitego prawdopodobienstwa w
tym obszarze

/p(ac,t) dx = const. (5.21)

Jednym z sposobéw spelnienia tego warunku jest przyjecie periodycznych warunkow brze-
gowych dla funkcji falowej: ¥(—a) = (a). W przypadku, gdy a — oo musimy zarzadaé by
wyplyw dazyl do zera,

oxr Oz

lim {]x(a) - ]x(*a)}

lim :2::”{ <0V aw*w}w =0, (5.22)

—00

Kluczowym dla zachowania prawdopodobienstwa jest wiec odpowiednio szybkie znikanie
funkcji falowej w nieskonczonoéci.

Przedstawione rozumowanie mozna w tatwo uogdlni¢ na trzy wymiary przestrzenne,
wprowadzajac wektor gestosé¢ pradu prawdopodobienstwa

. . . .y _h L0 oY
J= Uy Jz) = m{ B Br w}. (5.23)
Otrzymamy wtedy réwnanie ciaglosci w postaci
dp 9jz | Oy 3jz} .
o = Y a5, T =-V-]. .24
ot {8x+8y+8 Vi (5.24)

Catkujac obie strony po obszarze V', znajdujemy

d/ p(r,t)dV:—/ V-jdV:—/j-ds, (5.25)
dt Jv Vv S

gdzie wykorzystaliémy twierdzenie Stokesa.
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ds

S

Rysunek 5.3: Ilustracja zachowania prawdopodobienstwa w przypadku tréjwymiarowym.

Zachowania prawdopodobienstwa w obszarze V wymaga znikania wyplywu gestosci
pradu prawdopodobienstwa poprzez powierzchnie S, ograniczajaca ten obszar,

/j-ds:O, (5.26)
S

gdzie wektor ds jest infinitezymalnym elementem powierzchni, prostopadtym do niej i zo-
rientowanym na zewnatrz obszaru V', patrz rysunek 5.3. W przypadku nieskonczonej prze-
strzeni V funkcje falowe musza znikaé¢ dostatecznie szybko w nieskonczonoéci przestrzennej.

5.5 Wartos¢ srednia

Znajomo$é¢ funkcji falowej v pozwala obliczy¢ wartosci érednie i dyspersje wielkosci fi-
zycznych mierzonych na uktadzie kwantowym opisywanym przez te funkcje falows.

Zalézmy, ze wykonujemy N-krotnie pomiar obserwabli A na zespole uktadéw beda-
cych w tym samym stanie kwantowym. Wynikami pomiaru sa jedynie wartosci wlasne A,
operatora odpowiadajacego tej obserwabli

Aty () = Apibn (). (5.27)

Zalézmy, ze otrzymaliSmy ny razy warto$é wlasna A, ny razy warto$é wlasnag Ao, itd.
Wartosé srednia otrzymanych wartosci to

B ni1A; +ngAs+. ..

Asr
N

ni n2
=_— A1+ A+ 2
N 1+ N 2+ (5.28)
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W granicy N — oo, stosunki n;/N daza do prawdopodobieristw p; pomiaru wartosci wla-
snych A;. Stad definicja wartosci Sredniej obserwabli A dla uktadu w stanie v,

(A)=>"pid;. (5.29)

W mechanice kwantowej wartosé¢ Srednig mozna wyrazi¢ wprost przy pomocy funk-
cji falowej stanu, unormowanej do jedynki. Po rozwinieciu pelnego formalizmu mechaniki
kwantowej w rozdziale 15 udowodnimy nastepujacy wzor

(), = [0 @) Av)d's (5.30)

gdzie zaznaczyliSmy, ze warto$¢ srednia jest liczona dla uktadu w stanie ¢/. Zatem, Srednie
wartosci polozenia i pedu sa dane przez

(&), = /rlw(r)\2d3r (5.31)
0), = —in [v2(r) 200 g, (5.52)

5.6 Dyspersja i odchylenie standardowe

Dyspersja (wariancja) wynikéw pomiaréw jest miara rozrzutu mierzonych wartosci ob-
serwabli A woko6t wartosci éredniej ,

N A\ 2
?(A) = pi (- (). (5:33)
Mozna pokazaé, ze wzor ten mozna zapisa¢ w formie
o2 (A) = (A%) — (A)°. (5.34)

Odchylenie standardowe definiuje sie jako pierwiastek z wariancji

AA=/o2(A) (5.35)

W rozdziale 15 pokazemy, ze wzér (5.33) mozna wyrazi¢ poprzez funkcje falowa stanu
uktadu ¥, unormowa do jedynki,

o3 = [ (1) (A= (D) v(r) d'r (5.36)

Tak wiec, dyspersje pomiaru potozenia i pedu to
. . 12
o (#) = <r2>w — <r>w (5.37)
R R L\ 2
o3 (B) = (p%), — (D), (5.38)
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5.7 Zadania

1. Udowodnij wzor (5.34) dla dyspers;ji.
2. Unormuj do jedynki funkcje falowa postaci
Y(x) = Aexp{—|z|/L+ipox/h}.

Oblicz wartosci Srednie potozenia i pedu, a nastepnie znajdz ich dyspersje. Skorzystaj
w obliczeniach ze wzoru -
/ y"e Ydy =nl!.
0

3. Unormuj do jedynki funkcje falowa postaci

z? 1Bt

Oblicz wartosci Srednie potozenia i pedu, a nastepnie znajdz ich dyspersje. Skorzystaj
w obliczeniach ze wzorow

/OO e—ax2dx — \/? /OO x2e_ax2dgj _ 1 1

oo a’ oo 2V a3’

4. Oblicz gestos¢ prawdopodobienstwa i pradu prawdopodobienistwa dla funkcji falowej
w(x,t):Aexp{;(px—Et)}, E=2

5. Oblicz gestos¢ prawdopodobienstwa i pradu prawdopodobienstwa dla funkcji falowej

P(x) = Aexp{ip;_ix}—l—Bexp{—w;;x}.



Rozdziat 6

Reprezentacja pedowa

Do tej pory uzywaliSmy reprezentacji potozeniowej mechaniki kwantowej, w ktérej funkcje
falowe zalezaly od argumentu przestrzennego r, a operatory pedu i polozenia okreslone
byly odpowiednio przez operacje rozniczniczkowania po tej zmiennej oraz mnozenia przez
nig. W rozdziale tym przedstawimy rownowazng reprezentacje, w ktorej podstawowa role
odegra nowa zmienna p interpretowana jako ped czastki.

6.1 Kanoniczne reguly komutacji

Zdefiniujmy operator potozenia i pedu p, poprzez ich dziatanie na funkcje zalezne od
polozenia 9 (r),

EOE =), ()= -in o (6.1)

Jest to reprezentacja poltozeniowa tych operatoréw. Sa to operatory wektorowe o trzech
sktadowych wzdtuz wzajemnie prostopadtych kierunkow,

A

P=(2,9,2) 1 P=(Da,Dy:P2)- (6.2)

Sktadowe operatoréow potozenia i pedu wzdtuz tego samego kierunku nie sg przemienne,
gdyz na przyktad wzdtuz kierunku x otrzymujemy

) ou()
a przy zmienionej kolejnosci dziatania operatoréw dostajemy
o )
Pz 2(r) = zh% (x1(r)) = —ihy(r) —ihx el (6.4)

44
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Odejmujac stronami oba réwnania, znajdujemy

(2P — P &) P(r) = ihy(r). (6.5)
Tak wiec miara nieprzemiennoéci jest komutator

[Z,Dz]) = &Py — P =1ih- 1, (6.6)

gdzie 1 to operator jednostkowy, czesto opuszczany w notacji fizycznej. Identyczne relacje
uzyskuje sie dla pozostatych sktadowych potozenia i pedu wzdtuz tego samego kierunku,

[9,py] = k-1 (6.7)
2,p.] = ih-1. (6.8)

Natomiast sktadowe operatorow potozenia i pedu wzdtuz réznych kierunkéow komutujag ze
soba, np.

[Z,Py] = [9,P2] =0, (6.9)
podobnie jak sktadowe operatoréw polozenia i pedu miedzy soba, np.
[fvg] = [ﬁauﬁy] =0. (610)

Wprowadzajac notacje, w ktérej sktadowe sa rozrézniane przy pomocy indeksow licz-
bowych, np. (z,y,2) = (x1,22,73), powyzsze relacje mozemy zapisa¢ w zwarte]j formie

[i’i ,ﬁj] = zhéw
[Z:,%5] = [Pi,Dj] =0 (6.11)
dla i,j =1,2,3, gdzie §;; to symbol Kroneckera

)1 gdy i=y
57,]_{ 0 edy iZj. (6.12)

Sa to kanoniczne relacje komutacji dla operatoréw polozenia i pedu. Petnig one funda-
mentalng role w nierelatywistycznej mechanice kwantowej i sg niezalezne od reprezentacji
operatorow polozenia i pedu.

6.2 Rownanie wlasne operatora pedu

Rozwazmy raz jeszcze réwnanie wilasne dla operatora pedu w reprezentacji polozeniowej,
na przyktad dla sktadowej x-owej,

()

_ih
! ox

= pib(a). (6.13)
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Latwo sprawdzié, ze rozwigzaniem jest funkcja
Yp(x) = CeP/h, (6.14)

Dopuszczalne wartosci wtasne p zaleza od narzuconych warunkéw brzegowych na funkcje
wlasne v (z). Na przyklad, zamknijmy czastke w ograniczonym obszarze [—L/2,L/2] i
narzué¢my periodyczne warunki brzegowe

P(=L/2) =(L/2). (6.15)
Stad warunek prowadzacy do dyskretnego zbiér wartosci wtasnych operatora pedu
o~ L/ON) _ oinaL/COR) s gmelfh_y s o = 2TR (6.16)
L

gdzie n jest dowolna liczba catkowita. Stala C' we wzorze (6.14) wyliczymy z warunku by
funkcje wlasne byly unormowane do jedynki

L2
1
2 2
x)|fde=|C|"L=1 => C(C=—. 6.17
| We@)dz=c| T (617)
—L)2
Ostatecznie funkcje wlasne do wartosci wlasnych (6.22) sa zadane wzorem
1 2
= 6.18
U () Ni7 exp{ 7 :1:} (6.18)
Funkcje wlasne do réznych wartosci wlasnych sa ortogonalne
L2
| vn@)vnl@)de = s, (6.19)
—L/2

Jezeli czastka znajduje sie w nieograniczonym obszarze R, otrzymujemy ciaglty zbiér
wartosci wlasnych p do funkcji wlasnych

1 i
r) = ————eP/ 6.20
Funkcja wlasne nie sa normowalne, gdyz jej modul jest staly w calej przestrzeni.Tym
niemniej rozwaza si¢ je mowiac, ze czastka o okreslonym pedzie ma stala gestos¢ prawdo-
podobienstwa znalezienia jej w calej przestrzeni. Stala normalizacyjna w wyrazeniu (6.20)
zostata wybrana tak by spelniony byt warunek ortogonalnosci z delta Diraca, dyskutowana

w rozdziale 6.4,
[e.e]

/ 0 () () das = / %e“p*q)x/h:a(p—q). (6.21)

—00
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W trzech wymiarach i czastki zamknietej w sze$cianie o boku L, po natozeniu perio-
dycznych warunkéw brzegowych na przeciwleglych $ciankach otrzymujemy skwantowane
wartosci wlasne pedu w trzech kierunkach,

2mh 2mh 2mh
— Ng, Dy = —F— Ny, Pz = Tnz (622)

gdzie ng,ny,n. sa dowolnymi liczbami catkowitymi. Funkcja wiasna do tych wartosci wia-
snych jest iloczynem funkcji wlasnych (6.18) w kazdym z nierunkéw

Yngnyn. (z,9,2) = tn,(2) tn, (¥) ¥n.(2)

1 21
= \/ﬁ eXp{L(nxpa: + Ny Py +nzpz)} (6'23)

6.3 Reprezentacja pedowa

Regutly komutacji (6.11) mozna réwniez spenié przez operatory dzialajace na funkcje za-
lezne od pedu p = (prap%pz),

SN o OU(p)
(PvY)(P) =pP¥(pP), (tY)(p) = ih op

(6.24)

Tym razem ped p jest warto$cia wlasna operatora pedu p. Zauwazmy, ze zamieniliSmy
rolami polozenie i ped. Jednak ze wzgledu na pierwsza z regul komutacji (6.11) znak przy
pochodnej po pedzie musiat ulec zmianie.

Obie reprezentacje, potozeniowa i pedowa, sg réwnowazne, gdyz wiaze je transformata
Fouriera

0(P) = gy [ € ) (6:25)

Funkcje falowe, ¥ (r) oraz " (p), opisuja ten sam stan czastki kwantowej, gdyz transformata
Fouriera jest odwracalna,

T [errmimdp (6.26)

Y(r) = (@nh)2

Aby udowodnié, ze funkcja falowa Q,Z(p) zdefiniowana poprzez transformate Fouriera
(6.25) spelnia relacje (6.24), definiujace reprezentacje pedowa, zadzialajmy na nia opera-
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torem polozenia

~ 1

EOP) = s [P ) )

(27h)

1 —ipr
= e [ ¢ vt

ih 9 : i
= G g { [e® ) d%} —in gi)p) , (6.27)

co jest zgodne z druga z relacji (6.24). Podobnie, dzialajac operatorem pedu znajdujemy
zgodnosé z pierwszym z tych wzordéw

~ 1

(BONP) = s [P/ (p) () d

(27h)

—ih - oN(r )
e ipr/h Y\
~ (2mh)3/2 /e ’ or

2ﬂgz/2 U — =T/ )}d /;r {e—ip-r/h}w(r) d3r} ' (6.28)

Pierwsza calka to
—+o00

e P y(r)|” =0,

—0o0
gdzie wykorzystaliémy dostatecznie szybkie znikanie funkcji ¢ (r) nieskoriczonosci. Osta-
tecznie otrzymujemy pierwsza z relacji (6.24)

(B0)P) = g [ P V) = (). (6:29)

6.4 Delta Diraca

Podstawiajac do wzoru (6.26) transformate Fouriera (6.25) ze zmienng catkowania zamie-
niong na r’ otrzymujemy

1 ipr/h
Y(r) = W)g/z/ep My (p) d®p

1 ip-T —ip-r’
_ (%h)g/ew /h{/e P /h¢(r/)d3r’}d3p

3
= / { / (2‘;71;’)3 eip(r—“)/ﬁ}mr’)di”r’, (6.30)
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gdzie w ostatniej linijce zmieniliémy kolejnosé catkowania. Wyrazenie w nawiasie definiuje
delte Diraca

d3p ip-(r—r’
5 —r') :/(2777@)3 P (r=r)/h (6.31)

Nie jest to funkcja lecz operator catkowy, ktéry przyporzadkowuje funkcji ¢(r') jej wartosé
w punkcie r

b(r) = / 5 (r — ') (x) & (6.32)

Zauwazmy, ze tréjwymiarowa delta Diraca (6.31) jest iloczynem trzech jednowymiaro-
wych delt Diraca

Br—r)=dz—2)o(y—y)é(z—7), (6.33)
gdzie na przykiad dla zmiennej x mamy
S(x—2') = /Oo Aap e (@—a')/h (6.34)
oo 27H ' '

Wtedy dla funkcji jednej zmiennej otrzymujemy
P(z) :/ §(x—a")y(2")da'. (6.35)

Wykorzystujac wlasnoéci delty Diraca tatwo udowodnié¢, ze normalizacja funkcji falo-
wych w obu reprezentacjach nie ulega zmianie

[1@Rdp = [1wePdr=1 (6.36)
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6.5 Zadania

1. Sprawdzié, ze reprezentacja (6.24) speklia reguly komutacji (6.11).

2. Udowodnié¢ nastepace wlasnosci komutatora [A,B} = AB— BA:

48] (5.4
A,B+C| =[4,B]+[A,C]
:A,aé}za[ﬁ,é} aeC

3. Pokazaé, ze dla dowolnej rézniczkowalnej funkeji V' (x) zachodzi

oV (x)

2V ()] = —ih 5"

4. Udowodni¢ relacje (6.36).

5. Udowodni¢ relacje ortonormalnosci (6.19).

50

(6.42)

6. Obliczy¢ transformate Fouriera delty Diraca, 9(r) = §3(r —rg), oraz transformate

odwrotna. Jak mozna scharakteryzowaé rozwazany stan?

7. Korzystajac z definicji jednowymiarowej delty Diraca (6.35) udowodni¢ nastepujace

wlasnosci
§(x) = 0(—x)
xo(x) =0
1
d(ax) = E(S(m)
xd'(z) = —6(x)
(22— %) = —— {5(z—a)+5(z+a)},

2]al

gdzie §'(x) oznacza pochodna delty Diraca.



Rozdziat 7

Ruch swobodny

7.1 Roéwnanie Schroedingera w reprezentacji pedowej

Rozwazmy dla uproszczenia oznaczen jeden wymiar przestrzenny x z pedem p, = p oraz
transformate Fouriera (6.26) funkcji falowej

1

P(w,t) = (@nh)i2

/_ el 1) da. (7.1)

Drzialtajac obu stronach transformaty operatorem swobodnego réwnania Schroedingera

o 1 o oY (p, 2
(ihat —H) V) = G /_ Kk (md’gzt) _ ;nw(p,t)> de=0.  (7.2)

Stad swobodne réwnanie Schroedingera w reprezentacji pedowej w postaci

Wp.t) P
ot 2m

Y(p,t). (7.3)

ih
Latwo sprawdzié, ze rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja
;2
~ 1D t ~
¥(p,t) = exp {_m } ¥(p,0), (7.4)

gdzie 9 (p,0) jest warunkiem poczatkowym. Podstawiajac do wzoru (7.1) znajdujemy wzor
na ewolucje w czasie funkcji falowej w reprezentacji potozen

= 1/00 exp{iphm - ip’t }J(p,O)dp (7.5)

2mh

51
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7.2 Minimalne pakiety falowe

Rozwazmy szczegblna posta¢ warunku poczatkowego w przestrzeni pedow. Zalézmy, ze w
chwili poczatkowej funkcja falowa 1 (p,0) jest gaussowska paczka falowa skoncentrowana

wokot pg
_ 1 (p—po)?

Funkcji tej odpowiada gestosé prawdopodobienstwa

F(p,0)? = (p—po)” } o

1
= exp{ 2P0
\ /27TA12, { 2A123

Latwo pokazaé, korzystajac ze wzoru

/ oot g — ﬂexp{ba/@}, Rea>0, (7.8)

dlaa=1/ (2A12,) oraz b= 0, ze gestos¢ prawdopodobienstwa jest unormowana do jedynki

oo
| 1wokdp=1. (79)
—0o0
Wielkos¢ A, okresla szerokos¢ pakietu gaussowskiego, zdefiniowanej tak, ze dla wartosci
pedu

p=poEV24A,, (7.10)

gestosé prawdopodobieristwa maleje o czynnik 1/e w stosunku do jej maksymalnej wartosci

dla p = po, .

1/271'A]23.

Obliczmy transformate Fouriera (7.5) funkcji falowej (7.6), aby otrzymaé postaé wa-
runku poczatkowego w przestrzeni potozen,

1 o0 ipr  (p—po)? dp
w(x,o) - (2WA%)1/4 /;ooexp{h_ 4A% } (27Th)1/27 (712)

[¥(po,0)[* = (7.11)

Przesuwajac argument calkowania, p’ = p — pg, znajdujemy

1 . 00 (p/)Q Zp,.’L' dp/
_ ipox/h -
v@.0) = Az /_ooeXp{ A2 TR [ @any (7.13)
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0ol ly(x)|? 0ol ly(p)[?
08| 08|
0.7 - 0.7 1
0.6 | 0.6 |
05} 05}
04 0.4
03¢} 03}
0.2 0.2
01 0.1
0 0
-5 5 5 5
X ]

Rysunek 7.1: Minimalne pakiety gaussowskie w przestrzeni potozen i pedéw. Przerywane
linie pokazuja podwéjne szerokosci pakietéw A, =1/21 A, =1.

Identyfikujac we tym wzorze a = 1/(4A}2,) oraz b = ix/h, znajdujemy ze wzoru (7.8)

1 x2 1PoT
gdzie parametr
h
Ay =—1. 1
A (7.15)

jest szerokodcia gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni poltozen, ktoéra przyjmuje po-
sta¢ pakietu gaussowskiego o srodku w punkcie zg = 0,

(a0 = —— expd — (7.16)
x, = e exp 2AZ .

Na podstawie relacji (7.15), widzimy, ze szeroko$¢ pakietu w przestrzeni polozen A,
jest odwrotnie proporcjonalna do szerokosci pakietu w przestrzeni pedéw A,. Relacja ta
jest zilustrowana na rysunku 7.1, gdzie pokazane sg gestoéci prawdopodobienistwa w obu
przestrzeniach. PrzyjeliSmy pg = 0 oraz uklad jednostek, w ktérym stata Plancka h = 1.
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7.3 Zasada nieoznaczonosci Heisenberga

Z warunku (7.15) wynika, ze szerokosci pakietow falowych wysycaja zasade nieoznaczonosci
Heisenberga dla pomiaru polozenia i pedu,

AwAng.

(7.17)

Dlatego funkcje (7.6) i (7.14) nazywa sie¢ minimalnymi pakietami falowymi. Szerokosci
pakietow A, i A, zostaly zdefiniowane tak, by byly réwne odchyleniom standardowym Ax
i Ap pomiaréw polozenia i pedu dla uktadu w stanie v,

Ay =/o5(2) = Az, Ap=/o5(p) = Ap, (7.18)
patrz zadanie 3. do tego rozdzialu. Sa one miara rozrzutu (nieoznaczonosci) pomiaru po-
tozenia i pedu wokét wartosci érednich xq i pg.

W ogdélnosci, zasada nieoznaczonoéci Heisenberga naktada dolne ograniczenie na iloczyn
odchylen standardowych pomiaru potozenia i pedu wzdluz tego samego kierunku,

Az Ap > (7.19)

Do | St

Tak wiec wnioskiem z zasady nieoznaczonosci jest nastepujace stwierdzenie.

Nie istnieja stany kwantowe, w ktérych polozenie i ped wzdluz tego samego kie-
runku bylyby okreslone z dowolnie malta doktadnoscia

Wracajac do rysunku 7.1, widzimy, ze konstruujac stan w formie minimalnego pakietu
gaussowskiego, dla ktérego nieoznaczono$é pomiaru polozenia wynosi Ax = 1/2, rozmy-
wamy jednoczesnie nieoznaczono$¢ pomiaru pedu w tym stanie, gdyz Ap =1, w zgodzie z
relacja (7.19).

7.4 Ewolucja czasowa minimalnych pakietow

Zajmijmy sie ewolucja czasowa minimalnych pakietéow gaussowskich. W przestrzeni pedow
stosujemy wzér (7.4), ktéry prowadzi do funkcji falowej dla dowolnego czasu w formie

1 —po)? p°t
Y(p,t) = Wexp{—%f}%))}exp{—;;h}. (7.20)




ROZDZIAL 7. RUCH SWOBODNY 55

‘I
777
0y IIII,' IIIS
75 ""'III;,"'

o5
<z s 0
oo L%
II,,',';;;I
o

255555
LS
7 L7
P22 00 s
oA oS
oL el
s

Rysunek 7.2: Ewolucja minimalnej paczki gaussowskiej w przestrzeni pedéw (dla py = 0).
Czas biegnie w strone czytelnika od t =0 do t = 9. Paczka falowa w przestrzeni pedéw nie
ulega rozmyciu.

Odpowiadajaca jej gestos¢ prawdopodobienstwa nie zmienia si¢ w czasie, gdyz po obliczeniu
kwadratu modutu znajdujemy
)2
exp{—(p Po) } (7.21)

22

1D (p,t)[2 = |4h(p,0)]> =

TH

QWA%

patrz rysunek 7.2. Jest to odpowiednik warunku statoéci pedu w ruchu klasycznej czastki
swobodnej. Mierzone wartosci pedu pozostaja skoncentrowane wokdt wartosci sredniej pg
ze stala w czasie nieoznaczono$cia pomiaru pedu scharakteryzowang szerokoscia A,.

Jak wyglada poczatkowa paczka falowa i jej ewolucja w przestrzeni potozen? Obliczmy
w tym celu odwrotna transformate Fouriera (7.5) dla funkcji falowej (7.20):

[e.9]

1 ipr  (p—po)® ip*t dp
VD= Az / exp{ W 4AZ 2mhf (2rh)2 (7.22)

—00
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Rysunek 7.3: Ewolucja minimalnej paczki gaussowskiej w przestrzeni potozen dla vg =

po/m = 0. Czas biegnie w strone czytelnika od ¢t =0 do t = 9. Paczka falowa w przestrzeni
polozen ulega rozmyciu.

Liczac podobnie jak dla warunku poczatkowego, znajdujemy

1 —(z—vot)? 1poT Z'p(z)t
o= — 7.23
V) = o s vy 2 P\ B2 i) T R 2mnf TP
gdzie predkosé
Po
w=". (7.24)
oraz i

Obliczajac gestos¢ prawdopodobienstwa i tym razem znajdujemy paczke gaussowska,

1 (z —vot)?

2 __ N
(@, 6)]" = Az T 2A2()

(7.26)
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gdzie zalezna od czasu szeroko$é to

2 A% 2 2 h2 2
Au(t) = [ A2+ B =\ [A+ o . (7.27)

Widzimy, ze centrum pakietu gaussowskiego porusza sie z predkoscia vy wzdluz klasycznej
trajektorii
x =gt (7.28)

a jego szeroko$¢ w przestrzeni polozen rosnie z czasem. Gesto$é prawdopodobienistwa zna-
lezienia czastki w przestrzeni ulega zatem rozmyciu - pakiet rozptywa sig. Wynik ten jest
zilustrowany na rysunku 7.3 dla paczki o stalym w czasie polozenia centrum x = 0.

Zauwazmy, ze spelniona jest przy tym zasada nieoznaczonosci Heisenberga (7.19), gdyz

zachodzi
AZ2¢2 K2
AZ()AZ () = | A2+ n’sz A2 > AZA2 = T (7.29)

i stad
h

Ast)By(0) > 5 (7.30)

Rozptywanie funkcji falowego czastki swobodnej w przestrzeni potozen jest efektem czysto
kwantowym bez analogii w fizyce klasycznej. Byl to gléwny argument przeciwko interpre-
tacji Schroedingera kwadratu modutu funkcji falowej jako gestosci tadunku elektrycznego,
gdyz w eksperymencie zawsze lokalizowano w calo$ci tadunek elektryczny rejestrowanej
czastki.
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7.5

Zadania

. Sprawdzi¢, ze funkcja falowa (7.6) jest unormowana do jedynki.

. Udowodnij, ze wartosé¢ srednia polozenia w stanie zadanym funkcja falowa (7.6) wy-

nosi zero, (£),, =0, a $rednia wartos¢ pedu (p),, = po.

Pokazaé, ze dyspersje pomiaru potozenia i pedu dla minimalnych pakietéow falowych
(7.14) i (7.6) sa réwne kwadratom szerokosci pakietéw

0% (@) = A2, o (p) = A2.

. Wyprowadzi¢ wzory (7.23) i (7.26).

. Zalézmy, ze stan elektronu jest opisany paczka falowa o szerokosci réwnej comp-

tonowskiej dlugosci fali elektronu, Az = h/(mec). Po jakim czasie szerokos¢ paczki
osiagnie wymiar réwny promieniowi Bohra, 7 =5-10"!1 m?

Powtoérzmy to rozumowanie dla ciata makroskopowego o masie 1 g i wymiarze Ax =
1 cm. Po jakim czasie pakiet falowy dla tego ciala o szerokosci réwnej wymiaro-
wi Az rozplynie si¢ do wymiaru réwnego 10 cm? Wynik poréwnaé z czasem zycia
Wszech$wiata, t ~4-10'7 s (13.7 mld lat).

Udowodnié, ze wartosci érednie (%) i (p) dla minimalnej paczki falowej spelniaja
klasyczne réwnanie ruchu Newtona

@) _ &)
t m
d{p) _

W—O.

Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia Ehrenfesta dla ruchu swobodnej paczki
falowej.



Rozdziat 8

Stacjonarne réwnanie
Schroedingera

8.1 Stany stacjonarne

Rozwazmy réwnanie Schroedingera, w ktérym potencjal nie zalezy od czasu,

L oP(r,t K2
2Pl {—Qmm vm}w(r,t) (8.1)
Poszukajmy rozwiagzan w postaci
p(r,t) = F M g(r), (8.2)

w ktérej zaleznosé od czasu pojawia sie jedynie w eksponencie. Podstawiajac (8.2) do
réwnania (8.1), otrzymujemy stacjonarne réwnanie Schroedingera dla funkcji ¢(r)

h2
{_MA + V(r)} d(r) = E¢(r) (8.3)

Jest to réwanie wlasne dla niezaleznego od czasu operatora Hamiltona po lewej stronie
réwnania.

Ho(r) = E4(r). (8.4)

Liczba FE jest warto$cia wlasng hamiltonianu - energig wlasng, a funkcja ¢(r) jest funkcjg
wtasng hamiltonianu do wartosci wlasnej £. Zbiér wartoéci wlasnych nazywamy spektrum
operatora.

99
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Stany (8.2) maja okres$lona energie, ktéra nie zmienia si¢ w czasie. Gestosé prawdopo-
dobienstwa znalezienia czastki jest takze stata w czasie,

[ (r,1)* = |o(r)|*. (8.5)

W zwiazku z tym stany (8.2) nazywamy stanami stacjonarnymi. Zauwazmy, ze wartosé
Srednia energii w stanie stacjonarnym jest rowna energii tego stanu,

(B = / 65 () H gy (r) Pr = E,, / 65 (1) dn (r) &Pt = E,. (8.6)

8.2 Spektrum hamiltonianu

W ogoélnosci, spektrum energii hamiltonianu niezaleznego od czasu moze przyjmowac:

1. rzeczywiste wartoéci dyskretne, E1, Es,..., E, ..., ktérym odpowiadajg dobrze zloka-
lizowane, normowalne funkcje wtasne ¢, (r),

2. rzeczywiste wartosci ciagle E, ktorym odpowiadaja niemalejace na duzych odlegto-
Sciach, nienormowalne funkcje wlasne ¢p(r).

Ogdlne rozwigzanie réwnania Schroedingera (8.1) jest superpozycja stanéw stacjonarnych
W(r,t) = Zan e Ent/hgy () + /dEa(E) e B g p(r). (8.7)
n

Zespolone wspdélczynniki rozwiniecia mozna wyznaczy¢ z warunku poczatkowego ¢(r,0).
Takie rozwigzanie nie posiada okreslonej energii. Mierzac energie czastki w takim stanie
mozna otrzymaé dowolng wartos¢ energii ze spektrum hamiltonianu. Wartosci dyskretnych
energii otrzymujemy z prawdopodobienstwem

p(En) = ’an|27 (8.8)

natomiast dla ciaglych wartosci mozemy okredli¢ jedynie nienormowalna gestosé prawdo-
podobienstwa
2
p(E) = a(B)P. (8.9)

8.3 Nieskonczona studnia potencjatu

Przyktadem problemu, w ktérym otrzymujemy jedynie dyskretne widmo hamiltonianu i
normowalne funkcje wlasne jest czastka w nieskonczonej jednowymiarowej studni poten-
cjahu.
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Rozwazmy réwnanie Schroedingera (8.3) na osi z

R #ole)
2m  dz?

+V(z)d(x) = E¢(z), (8.10)

w ktorym potencjal przyjmuje postac

) o0 dla |z|>a
Vi) _{ 0  da |z/<a (8.11)

Rozwiazujemy wiec swobodne réwnanie Schroedingera w obszarze |z| < a

I o
2m  dx?

= E¢(x), (8.12)

dla wartosci energii E > 0. Po przeksztalceniach otrzymujemy réwnanie

d%¢
dx(f) +k2p(x) =0, (8.13)
gdzie
2mE
k= P (8.14)

Warunek znikania funkcji falowej na brzegach obszaru i poza nim prowadzi do nastepuja-
cego warunku brzegowego, ktéry musi spetnia¢ funkcja falowa

¢(a) = p(—a)=0. (8.15)
Ogdlne rozwiazanie réwnania (8.13) to
¢(z) = Asinkx + Bcoskx. (8.16)
Warunek (8.15) prowadzi do jednorodnego ukladu réwnan liniowych na stale A i B,

¢(a) = Asinka+ Bcoska=0 (8.17)
¢(—a) = —Asinka+ Bcoska=0. (8.18)

Niezerowe rozwiazania istniejg jezeli wyznacznik gtéwny uktadu wynosi zero
2sinka coska = 0. (8.19)
Istniejg wiec dwie klasy rozwiazan dla m =0,1,2,3,...
: . T T
sinka=0 i B=0 => ka:(2m)§ =>  kom=(2m)—

2a

=>  komy1 = (2m+1)

coska=0 1 A=0 => ka:(2m+1)g o
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Zatem funkcje wlasne to

Asin(k,x) n=2m parzyste

On(z) = , (8.20)
Bcos(knx) n=2m+1 nieparzyste.

gdzie jak tatwo pokazaé¢ warunek unormowania funkcji falowych do jedynki prowadzi do
stalych

1
A=B=—. 8.21
7 (321)
Tak wiec mozliwe wartosci pedu czastki to
h
pn:hk‘n:g—n n=12.3,.... (8.22)
a

gdzie wylaczyliSmy z rozwazan n = 0, gdyz wtedy ped p, =0 i funkcja falowa ¢g(z) = 0.

Z réwnania (8.14) wynika, ze dla kazdej z funkcji wlasnych(8.20) otrzymujemy energie
wlasng
B R2k? B 2 h?
"T om " Sma?
Energie wlasne rosng wiec kwadratowo z liczba kwantowa n. Pierwsze cztery poziomy
energii wraz z funkcjami wlasnymi i gestosciami prawdopodobienstwa sa pokazane na ry-
sunku 8.1.

n=1,2,3,.... (8.23)

Zauwazmy, ze dla danej liczby kwantowej n liczba wezléw funkeji wlasnych to (n—1).
Ponadto, z wzgledu na wlasno$é parzystosci potencjatu, V(—xz) = V(z), funkcje wlasne
(8.20) maja okreslong parzysto$é

dn(—2) = (=1)" () (8.24)

8.4 Energia stanu podstawowego

Latwo policzy¢, ze w stanach wlasnych érednie wartoéci operator pedu p znikaja

doy, ()

dr =0
dx v

a
(D), = [ on(x)(—ih)
—a
Stad dyspersja pomiaru pedu w stanach stacjonarnych to

02 (p) = (), — (D) = (7)., (8.25)
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n=4

n=3

n=2

n=1

X X

Rysunek 8.1: Energie wlasne (linie przerywane) wraz funkcjami wlasnymi (linie ciagte po
lewej) oraz gestosciami prawdopodobienstwa (linie ciagle po prawej) w nieskoniczonej studni
potencjatu.

Wartoé¢ srednia energii w stanie stacjonarnym réwna si¢ energii wlasnej tego stanu
(H) =Ep,. (8.26)

Stad energia stanu stacjonarnego wyraza sie poprzez dyspersje pomiaru pedu

B < P’ > _ %)y _oa®) 8.27)

2m 2m 2m

Niezerowa warto$¢ energii w stanie podstawowym,

oi(p)
FE = 2
! 2m (8.28)

jest bezposrednio zwigzana z zasada nieoznaczonosci Heisenberga moéwiaca, ze dyspersje
(nieoznaczonos$ci) polozenia i pedu w dowolnym unormowanym stanie v sa zwiazane ze
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sobg relacja

2y 2o I
E1 nie moze wiec byé réwne zeru, gdyz wtedy nieoznaczoéé pedu znika, o?(p) = 0, co
narusza relacje Heisenberga.
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8.5 Zadania

1. Pokazaé¢ dla funkcji falowych (8.20), ze

— warunek unormowania do jedynki prowadzi do wspotczynnikoéw proporcjonalno-
sci A=B=1/+/a,

— spelnione sa warunki ortogonalnosci
a
G () Pn(2) dx = Opim,
—a

2. Udowodni¢, ze

— warto$ci $rednie operatora polozenia i pedu dla kazdego stanu wlasnego ¢,
czastki w nieskoniczonej studni potencjatu sa réwne zeru,

(2), = (), =0.

— dyspersja potozenia i pedu w tych stanach wynosi

. a® 6 R h2mn?
UZ(QC)—3<1—“27T2) ; JZ(p):T‘?

— otrzymany wynik jest zgodny z zasada nieoznaczonosci dla odchylen standardo-
wych pomiaru polozenia i pedu ,

AxAp>h/2.
gdzie Ax = \/o2(2) oraz Ap = /o2 (p

3. Rozwiazaé stacjonarne réwnanie Schroedingera w skonczonej studni potencjatu,

W dla |z| >a
Viz) = { 0 dla |z|<a

dla energii 0 < E < V.



Rozdziat 9

Rozpraszanie na barierze
potencjalu

W rozdziale tym zilustrujemy przypadek ciagltych wartoéci energii i nienormowalych funkcji
wlasnych hamiltonianiu, rozwazajac tunelowanie czastki kwantowej przez bariere potencja-
tu, opisywane stacjonarnym réwnanie Schroedingera,

2 d2(a)

z barierg potencjatu
0 dla =<0 (I)
V(z)=< W dla 0<z<a (I1) (9.2)
0 dla z>a (II1)
Vo
A
B
C
0 a

Rysunek 9.1: Potencjal w efekcie tunelowym.

66
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Zanalizujemy najciekawszg z naszego punktu widzenia sytuacje, w ktérej energia E
czastki jest dodatnia, ale mniejsza od wysokosci bariery potencjatu

0<E<V. (9.3)

W mechanice klasycznej, czastka nadbiega do bariery z minus nieskonczonosci z dodatnia
energia kinetyczna, odbija sie od niej zmieniajac kierunek predkosci na przeciwny, powra-
cajac do minus nieskoriczono$ci (zderzenie doskonale sprezyste). Pokazemy, ze w mechani-
ce kwantowej istnieje niezerowe prawdopodobienistwo przetunelowania czastki kwantowej
przez bariere potencjatu, pomimo warunku, ze energia catkowita czastki jest mniejsza od
energii bariery, £ < V}.

9.1 Wspdlczynniki odbicia i transmisji

W obszarach (I) i (III) mamy do czynienia ze swobodnym réwnaniem Schroedingera

A0 _ o), (0.0
ktorego rozwiazania przyjmuja postac
or(x) = Ae™® 4 Be~the (9.5)
orrr(x) = Ce™ (9.6)
gdzie
| Y2mE (9.7)

Rozwiazanie ¢ jest superpozycja fali nabiegajacej ze wspoétczynnikiem A) oraz fali odbitej
czastki ze wspolczynnikiem B. Rozwiazanie ¢rr; jest fala, ktéra przeszia przez bariere
potencjalu ze wspdtezynnikiem C.

Interpretacja ta wynika z postaci gestosci pradu prawdopodobienstwa w obszarach (I)
i (I11),

. o 61\ o B

it = g =g ) = AP - 99)
. h dérrr d¢[[[ }_ hk o

i = g { G brrrf =5 |CP. 99)

Stad prad j; jest réwny réznicy pradu prawdopodobienstwa czastki padajacej jin i odbitej
Jrefl, Natomiast jrr jest pradem czastki, ktora przeszia przez bariere jirans,

JI = Jin — Jrefl 5 JIIT = Jtrans - (910)
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gdzie
hk hk hk
'in: A2 'r - BQ 'rans: 2- ].]_
o= VAP, = S IBR, s = m ] (9.11)

Prawo zachowania prawdopodobienistwa dla obszaru bariery potencjatu, x € [0,a], to

& [ 6@ de = (@) -0} = 0, (9.12)
gdyz gestos¢ prawdopodobienstwa nie zalezy od czasu. Stad
j(a) =3(0) = jrrr — jr = Jorans — (Jin — Jren) = 0, (9.13)
co prowadzi do relacji
Jin =Jrenitimans  <=>  |AP=|BP+|CP. (9.14)

Mozemy wiec zdefiniowa¢ wspotczynnik odbicia od bariery R oraz wspétczynnik transmisji
przez bariere T',

_ jreﬁ _ |B|2 _ jtrans _ |C|2
jin |A|2 ’ jin |A|2 ’

(9.15)

dla ktérych zachodzi
R+T=1. (9.16)

Wspotezynniki te okreslaja prawdopodobienstwo odbicia czastki od bariery potencjatu oraz
przejscia przez bariere.

9.2 Efekt tunelowy

Rozwiazmy réownanie Schroedingera w obszarze bariery potencjatu (II),

_ 12 dP(x)
2m  dx?

+Vood(x) = Ed(x), (9.17)
dla energii spetniajacej warunek E < V5. W tym przypadku otrzymujemy réwnanie

d*¢(x)

dx?

= a2 ¢(x). (9.18)

gdzie wspoétczynnik

a=-——-". (9.19)



ROZDZIAL 9. ROZPRASZANIE NA BARIERZE POTENCJALU 69

Ogdélnym rozwigzaniem réwnania (9.18) jest funkcja falowa
b11(z) = De™ + Ee o7 (9.20)

Zadajac by rozwiazania ¢; i ¢ byly ciagle wraz z pierwszymi pochodnymi w punkcie
x = 0, otrzymujemy nastepujace warunki

A+B = D+FE
ik(A—B) = a(D—FE). (9.21)
Identyczne zadanie ciaglosci rozwiazan ¢rr i ¢rr; w punkcie x = a, daje
De® 4 Fe 0 — Ceika
a(De* — Ee ) = ikCe'*. (9.22)

Bez straty ogélno$ci mozemy potozyé A =1, gdyz wspdlezynnik ten okresla normalizacje
calego rozwiazania we wszystkich obszarach. Wyliczymy nastepnie wspotczynniki D i E z
uktadu réwnan (9.21),

1 ik 1 ik 1
D=—-(l1-—)B+=-(1+4—|=—(FB 2
2< a> +2< —l—a> 204(’{ + k) (9.23)
1 ik 1 ik 1
EF=-|1+—)B+=-(1—— | =—(kB+E&k .24
2< +a> +2< a> 204('% +7), (9.24)
gdzie
Kk =a+ik, E=a—ik. (9.25)

Podstawiajac D i E do ukladu réwnan (9.22), znajdujemy
1

C = %{(Eem—i—me*’m)B—i— (neﬁa—i—ﬁe*m)} (9.26)
C = ﬁ{(ﬁeﬁa—ﬁe*mﬁB—i— (mem‘—ﬁe*’“‘)}. (9.27)

Stad mozna wyliczy¢ warto$é wspdlezynnika C|

k2 _72) elF—K)a % ke~ tka
C= ( 2 f/-ea)7*2 7a 2 1.2\ o . . (928)
K2e R“e (a? — k?)sinh(aa) + 2ia k cosh(aa)

Tak wiec, wspdlczynnik transmisji (tunelowania) to

4a%k?
(a2 — k2)2sinh?(aa) + 402k2 cosh?(aa)

T=|CP= (9.29)
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a/\

Rysunek 9.2: Wspolezynnik tunelowania dla energii F = Vj/2 w funkcji szerokosci bariery
potencjalu a w jednostkach parametru A = 1/«. Krzywa przerywana to wzér przyblizony
(9.33).

Wyliczajac podobnie B znajdujemy wspdtczynnika odbicia

(a2 +k?)%sinh?(aa)
(a2 — k2)2sinh?(aa) 4 4a2k? cosh?(aa)

R=|B? = (9.30)

Latwo sprawdzi¢, ze R+1T = 1.

Zaleznos¢ wspélezynnika tunelowania od szerokosci bariery potencjatu jest pokazana
na rysunku 9.2. Zauwazmy, ze dla zerowej szerokosci T' = 1, natomiast dla matych energii
E — 0 (k— 0) wspélczynnik tunelowania T'= 0. Dla wartosci parametru

aa>1, (9.31)

mamy
aa

sinh(aa) ~ cosh(aa) ~ % (9.32)
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i wspélczynnik tunelowania wynosi

16 a2k2

T=—"""_
(a2+k2)2°

—2aa (9.33)

Tak wiec wspdlczynnik tunelowania jest eksponencjalnie sthumiony w rozwazanej granicy.

Efekt tunelowy wykorzystuje sie do opisu wielu zjawisk fizycznych, m.in. rozpadu pro-
mieniotwérczego jader atomowych z emisja czastek alfa. Tuneluja one wtedy przez od-
pychajaca kulombowska bariere potencjatlu na powierzchni jadra. Efekt tunelowy jest tez
szeroko wykorzystywany w fizyce ciala stalego, na przyklad w diodzie tunelowej lub w
skaningowym mikroskopie tunelowym.

9.3 Przezroczysta bariera

Rozpatrzmy na koniec przypadek energii wiekszej niz bariera potencjatu, £ > V. We wzo-
rach 9.29 i 9.30 nalezy wtedy dokona¢ zamiany a — i, gdzie teraz

V2m(E -V
o= YIUE=Vo) (9.34)
h
Wspdtezynniki transmisji i odbicia przyjmuja wtedy nastepujaca postac
4a2k?

T = .
(a2 + k2)2sin?(aa) + 4a2k? cos?(aa) (9:35)

R (a? — k?)%sin?(aa) (9.36)
(a2 +k?)2sin%(aa) +4a2k? cos?(aa) | '

Zauwazmy, ze dla wartosci parametru
aa = nm, n=12,... (9.37)

mamy R=01i7T =1. Oznacza to, ze bariera staje si¢ przezroczysta, przepuszczajac padajaca
czastke ze 100% prawdopodobienstwem. Wprowadzajac dlugosé fali de Broglia w obszarze

potencjatu,

h 2
\— - (9.38)

V2m(E-Vy) «
widzimy na podstawie warunku (9.37), ze bariera jest calkowicie przezroczysta, gdy jej
szeroko$¢ jest catkowita dodatnig wielokrotnoscia potéwki dlugoéci fali de Broglia czastki
w obszarze potencjaltu,

a=n-—. (9.39)
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9.4 Zadania

1. Oblicz wspdtczynnik transmisji T' dla energii £ = Vj.
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Rozdziat 9

Oscylator harmoniczny

9.1 Klasyczny oscylator harmoniczny

W mechanice klasycznej oscylatorem harmonicznym nazywamy punkt materialny porusza-
jacy sie pod wplywem sily proporcjonalnej do wychylenia z punktu rownowagi x = xg i
przeciwnie skierowanej do kierunku ruchu, F' = —k(z — (). Przykladem takiej sily jest sity
sprezystosci sprezyny.

Orientujac 0§ x wzdluz kierunku ruchu oraz przyjmujac xg = 0 za punkt rownowagi,

otrzymujemy nastepujace rownania ruchu Newtona

m—s =F=—kx, (9.1)
gdzie k nazywa sie stata sprezystosci. Rownanie to mozna przepisa¢ w postaci

d? k
Wf—i—w%:o, W=y (9.2)

Jest to réwnanie ruchu klasycznego oscylatora harmonicznego. tatwo sprawdzié, ze rozwia-
zaniem ogdlnym jest funkcja

x(t) = Asin(wt) + B cos(wt), (9.3)

co mozna zapisaé w postaci

x(t) = Csin(wt + ¢g) , (9.4)

gdzie C' = v/ A2+ B? jest amplituda ruchu, natomiast ¢g = arctg(B/A) jest przesunieciem
fazowym. Otrzymujemy ruch okresowy o czestosci katowej w.
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V(x)

Rysunek 9.1: Energia potencjalna V' = E, oscylatora harmonicznego. Klasyczna energia
catkowita, E = Ej + E,, moze przyjmowac¢ dowolna warto$¢ E > 0.

Rozwiazanie zalezy od dwoch stalych, ktére mozna wyznaczyé z warunkow poczatko-
wych na potozenie z(0) oraz predko$¢ (0) punktu materialnego. W ruchu harmonicznym
zachowana jest catkowita energia réwna sumie energii kinetycznej i potencjalnej

mi?  ka?
E=FE+E,=—+—. (9.5)
2 2
latwo sprawdzié¢, ze sita harmoniczna F' = —dE,/dx = —kx. Ksztalt energii potencjalnej
dla ruchu harmonicznego,
kx?
E,=V(z)= 5 (9.6)

razem z zasada zachowania energii jest pokazany na rysunku 9.1. Dla zadanej energii cal-
kowitej E > 0, ruch odbywa sie pomiedzy punktami +C = /2E/k, w ktérych to punktach
predkos¢ punktu materialnego, a zatem energia kinetyczna, wynosi zero.

9.2 Kwantowy oscylator harmoniczny

W tym przypadku rozwiazemy réwnanie Schroedingera, w ktérym potencjal jest zadany
przez klasyczne wyrazenia na energie potencjalna (9.6). Potencjal nie zalezy od czasu,
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rozwazamy wiec stacjonarne réwnanie Schroedingera

h2 d2 2

w ktérym wykorzystalismy zwiazek k = mw? pomiedzy stala sprezystosci a czestoscia ruchu
klasycznego. Réwnanie (9.7) mozemy zapisa¢ w postaci

d*¢(x) B m2w? 2mE¢

o - a(e) =~ (). 93)

Zauwazmy, ze wielkos¢ wielkosé¢

S (9.9)

mw

ma wymiar dlugosci. Wtedy mozemy wprowadzi¢ zmienna bezwymiarowa
x
E=—. (9.10)

Mnozac obie strony réwnania (9.8) przez h/(mw), otrzymujemy

d2
2 -0l = —e0(6). (9.11)
gdzie bezwymiarowa energia
= % (9.12)

Wydzielmy dtugozasiegowa asymptotyke poszukiwanego rozwigzania zauwazajac, ze dla
|€] — oo mozemy zaniedbaé¢ wyrazenie po prawej stronie réwnania (9.11), otrzymujac

R3]

= £0(0). (913

Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja exp(££2/2). Szukajac normowalnych rozwiazai
na osi rzeczywistej, musimy wybra¢ znak minus. Odtad bedziemy poszukiwaé rozwigzania
réwnania (9.11) w postaci

$(&) = H(E) exp(—£2/2). (9.14)
Roézniczkujac jedno i dwukrotnie po &, otrzymujemy
¢'(€) = {H'(€) —EH(E)}exp(—£2/2) (9.15)

¢"(¢) = {H"() =26 H(€)+(& = 1)H(E) pexp(=€7/2). (9.16)
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Podstawiajac do réwnania (9.11) otrzymujemy nastepujace réwnanie:
H"(&) —2€H'(§) + (e~ 1)H(£) =0. (9.17)

Poszukajmy rozwigzania w postaci szeregu potegowego

H(ﬁ):Zakﬁk:ag+a1§+a2§2+.... (9.18)
k=0

Rézniczkujac po &, znajdujemy

H'(&) = ik’akék_l (9.19)
k=0

H'(E) = 3 k(k=1)are 2 = 3 (h+2)(k+ 1) asa €, (9.20)
k=2 k=0

gdzie w ostatnim réwnaniu przesuneliémy wskaznik sumowania: (k—2) — k. Po podsta-
wieniu do réwnania (9.17) i uporzadkowania wspélczynnikéw przy potegach ¥, dostajemy

[e.e]

Z{(k+2)(k:+1)ak+2(2kz+le)ak}§kzo. (9.21)
k=0

Roéwnanie to moze by¢ spelnione niezaleznie od wartosci £ pod warunkiem, ze zachodzi
(k+2)(k+1)agro— (2k+1—¢€)ap =0, (9.22)
co prowadzi do nastepujacej relacji rekurencyjnej pomiedzy wspélezynnikami szeregu (9.18)

2k+1—¢

= k=0,1,2,... 9.23
al{:+2 (k+2)(k+1) ak‘? P ) ( )

Dla duzych k wspoélczynniki te spelniaja relacje
agy2  2k+1-—¢

2
ar  (k+2)(k+1) "k’

(9.24)

Jest to relacja pomiedzy wspotczynnikami rozwinigcia w szereg potegowy funkcji e527 gdyz

o €2n_ o fk

=y (9.25)
et = = . -
o 5, (R/2)!
Tak wiec dla tego szeregu ax = 1/(k/2)! i dla duzych k otrzymujemy
k/2)! 1 2
arvy __(k/2) (9.26)

ar k21D k241 kK
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Stad, dla duzych ¢ funkcja falowa
$(&) = H(E)e /% ~ et/ (9.27)

jest nienormowalna na osi rzeczywistej. Rozwiazaniem tego problemu jest zalozenie, ze
dopuszczalne sg tylko takie wartoéci parametru € , dla ktérych zachodzi

e=¢e,=2n+1, n=0,1,2,... (9.28)

Wtedy szereg (9.18) urywa sie stajac sie¢ wielomianem stopnia n:
n
H(z)=Hp(z) = apt", (9.29)
k=0

gdyz na podstawie relacji rekurencyjnej (9.23) zachodzi dla k =n

on+1—
ns2 = | ntle o, (9.30)

n+1)(n+2)
a stad wynika, ze wszystkie wsp6lczynniki z wartoSciami indeksu powyzej (n+2) sa réwne

zeru:
Ap+4 = ap46 = Ap48 = ... = 0. (931)

Z relacji (9.12) i (9.28) dostajemy energie wlasne dla n =0,1,2,...

Bt 1) o3

Widmo energii oscylatora harmonicznego ma réwne odstepy hw, patrz rysunek 9.2,
natomiast energia stanu podstawowego jest rézna od zera,

Ey=-. (9.33)

Tak jak dla nieskonczonej studni potencjatu jest to konsekwencja zasady nieoznaczono$ci
Heisenberga, patrz zadanie 2. do tego rozdziatu.

9.3 Funkcje wlasne oscylatora harmonicznego

Funkcje wlasne oscylatora harmonicznego do wartoéci wlasnych (9.32), zwane stanami
stacjonarnymi, sa dane wzorem

$n(€) = Cr H (€) e /? (9.34)
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I.IJQ
L\IJ 9l n=4
8l
7! n=3
6!
5t n=2
4l
3! n=1
2l
1l n=0
0 -4 4

g

Rysunek 9.2: Energie wlasne kwantowego oscylatora harmonicznego.

gdzie C), to stala normalizacyjna, £ = x/xp, natomiast H, to wielomiany Hermite’a
stopnia n. Kilka pierwszych wielomianéw Hermite’a obliczonych na podstawie relacji reku-
rencyjnej (9.23) z parametrem € =2n+ 1 to

Ho(&) =1, Hy(§)=2¢, Hy(¢)=-2(1-2¢)

Hj(€) = —12(¢ - 3¢7), Hy(€) =12(1-4€% 4 5¢%). (9.35)
Wielomiany H,, maja okreélong parzystosé. Sa funkcjami parzystymi dla parzystych n =2k,
Hop (=€) = Ho(§), (9.36)

oraz funkcjami nieparzystymi dla nieparzystych n =2k+1,
Hop1(—€) = —Hop41(§).- (9.37)

Gestoéé prawdopodobiefistwa, proporcjonalna do H2, jest natomiast funkcja parzysta.

Wielomiany Hermite’a spelniaja réwnanie (9.17), w ktérym e =2n+1,

H,/(§) —2& H,(§) +2n Hp(€) = 0. (9.38)
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E/E,

Rysunek 9.3: Funkcje wlasne (po lewej) i gestosci prawdopodobieistwa (po prawej) oscy-
latora harmonicznego dla kolejnych wartosci energii wlasnych.

Roéwnanie to pozwala udowodnié nastepujaca relacje ortogonalnosci

| O Ha©e Cde =0 dla ntm. (9.39)
Dowdd jest przedmiotem zadania 3. do tego rozdziatu. Stala C;, we wzorze (9.34),
1
Cn=7——F—=15 (9.40)

(2”77,' \/77.)1/2 )

jest dobrana tak, by spetniona byta relacja ortonormalnosci dla funkcji ¢, w zmiennej &

oo
| 60O om(€)dE = b (9.41)
—00

Kilka pierwszych funkcji wiasnych wraz z odpowiadajacymi im gestosciami prawdopodo-
bienstwa pokazanych jest na rysunku 9.3. Zwréémy uwage, ze istnieje niezerowe prawdopo-
dobienistwo znalezienia czastki w obszarze klasycznie zabronionym na zewnatrz paraboli.
Efekt ten jest analogiczny do zjawiska tunelowania przez bariere potencjatu.
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Aby zachowaé relacje ortonormalnosci w zmiennej wymiarowej z = {xg nalezy podzieli¢
dn (&) przez /xg, otrzymujac ostateczng posta¢ unormowanych funkcji wlasnych

1 T 2 2
— el —x?/(2x7)
Onle) = (2" nly/mzo)!/2 Ho (960> ¢ i (9:42)
dla n=0,1,2,.... Stad relacja ortonormalnosci

9.4 Rozwiniecie na funkcje wtasne

Zbiér funkcji wlasnych (9.42) tworzy uklad zupelny. Oznacza to, ze dowolna normalizo-
walna funkcje falowa mozna rozwinaé¢ w nieskonczony szereg funkeji wtasnych

Y(z) = Z anPn (). (9.44)
n=0

Powyzsze rozwiniecie jest wyrazem zasady superpozycji w mechanice kwantowej. Dowolny
stan moze by¢ kombinacja liniowa innych stanéw, w tym przypadkow stanow wilasnych
hamiltonianu. Z ortonormalnosci (9.42) wektoréw wlasnych wynika wzér na wspdlezynniki
rozwiniecia

an, = /_O:o or(x)(z)de. (9.45)

Energia stanu opisywanego funkcja falowa ¢ (z) nie jest okre$lona, gdyz nie jest on
stanem wlasnym oscylatora harmonicznego. Powstaje wiec pytanie jakie wartosci energii
otrzymamy w wyniku jej pomiaru na uktadzie w stanie ¥? Zgodnie z wypowiedziana juz
zasada moga to by¢ tylko wartosci wlasne hamiltonianu F,, a mechanika kwantowa prze-
widuje jedynie prawdopodobieristwo pomiaru tych wartosci:

p(En) = |an/? (9.46)

przy zalozeniu, ze ¥ (x) jest unormowane do jedynki. Z warunku unormowania wynika, ze
prawdopodobienstwa p(E),) sumuja sie do jedynki,

/_Zw*(:c)w(x)d:c = i aZam/_o;¢Z(x)¢m(x)dx

n,m=0

= Zaiaménm = Z lan]? = 1. (9.47)
n=0 n=0
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9.5 Ewolucja czasowa oscylatora harmonicznego

Dowolna, zalezna od czasu, funkcja falowa spelniajaca réwanie oscylatora harmonicznego,i(z,t),
moze byé rozwinieta na stany stacjonarne e~ *Ent/hg, (z),

U(x,t) = i ane Entlh g () (9.48)
n=0

Wspélezynniki rozwiniecia a,, mozna wyznaczy¢ z warunku poczatkowego, 1(z,0), gdyz

V(@,0) = anon(z), (9.49)
n=0
a z ortonormalnosci funkcji wlasnych wynika wzér
an = / 67 () W (x,0) e (9.50)

Zauwazmy, ze prawdopodobiefistwo pomiaru okreslonej wartosci energii (9.46) nie zalezy
od czasu, gdyz po wlaczeniu czynnika e~*#»¥/" do wspélezynnika rozwiniccia a,, we wzorze
(9.48), modutu do kwadratu |a,|? nie ulega zmianie
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9.6 Zadania

1. Pokaza¢ wykorzystujac warunki parzystosci wielomianéw Hermite’a, ze wartosci $red-
nie operatoréw polozenia i pedu w stanach wlasnych oscylatora harmonicznego (9.34)
sa réwne zeru

@, = [ _aloul@)=0 (0.51)
dqbn ) 4o

B, = =ih [ 4 —0. (9.52)

2. Zmalez¢ unormowana funkcje falows dla stanu podstawowego Ey oscylatora harmo-
nicznego. Pokazaé, ze dyspersje potozenia i pedu w tym stanie spelniaja wysycona
relacje nieoznaczonosci Heisenberga

. N
ob (@) oj(p) = - (9-53)
Stan podstawowy jest minimalnym pakietem falowym. Pokazaé, ze
o2(p)  mw?od(2)
Ey=-2 0. 9.54
O o T 2 (9:54)

Rézniczkujac Ey po dyspersji polozenia przy zachowaniu warunku (9.53) znalezé
wartos$¢ energii stanu podstawowego. Jaka jest warto$é¢ dyspersji?

3. Udowodnié relacje ortogonalnosci (9.39) dla wielomianéw Hermite’a w nastepujacy
spos6b. Pokazaé, ze po pomnozeniu obu stron réwnania (9.38) przez e~¢” mozna je
zapisa¢ w postaci

jg {e€ H (&)} = —2n Hy(§)e ™ (9.55)
Mnozac obie strony tego réwnania przez H,, (&), otrzymujemy
Ho) g {e € HL(O)} = ~20 Ho© Hu() € (9.56)
Zamieniajac w powyzszym réwnaniu n <> m, otrzymujemy
Ho(©) e {7 H(©)} = ~2m Ho( ()0 (9.57)

Odejmujac stronami te rownania, a nastepnie catkujac po ¢ € R znajdujemy

/_O:O {H (S)CZ{ H(©}-H (g)jg{ 2 g (5)}}d§

= —2n—m) [ Ha€) Hale)e e (9.58)
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Calka po lewej stronie to

* d / / 2
/_OOdé{(Hm(S)Hn(f)—Hn(g)Hm(g))e ¢ }dgzo. (9.59)
Stad poszukiwana relacja ortogonalnosci.

4. Pokazaé korzystajac ze wzoru (9.48), ze dla oscylatora harmonicznego funkcja falowa

jest okresowa
Y(x, t+T) =9(x,t), (9.60)

gdzie okres T = 47 /w. Ile wynosi okres dla ewolucji gestosci prawdopodobieristwa

(1)

5. Pokazaé, ze po podstawieniu wzoru (9.45) do rozwiniecia (9.44) warunek zupelnosci
funkcji wlasnych mozna zapisa¢ w postaci

Zgb;(x)qbn(m') =6(x—a'). (9.61)
n=0



Rozdziat 15

Przestrzen Hilberta stanow

15.1 Braket Diraca

Rozwazmy zbiér funkcji zespolonych catkowalnych z kwadratem reprezentujacych normo-
walne stany kwantowe

/ﬁmgﬁd%<:w. (15.1)

“< (fwepa)-(flompar), (15.2)

wynika, ze dla dowolnych normalnych funkcji falowych ¢(r) i ¢(r) istnieje braket Diraca
o wartosciach zespolonych

7Z nieréwnosci Schwartza,

[ wumas

l0) = [ ()0 d'r. (15.3
Latwo sprawdzié, ze braket Diraca ma nastepujace wlasnosci
(plo) = (¥]e)" (15.4)
(Plarn +aga) = ar(P|91) +az(dlh2),  ar,a2€C (15.5)
(¢l¢) = 0, (15.6)
(¢lg) =0  <=> [$)=0. (15.7)

Roéwnanie (15.5) wyraza wlasno$é liniowosci braketu w drugim argumencie. Z dwéch pierw-
szych wtasnosci wynika, ze braket jest antyliniowy w pierwszym argumencie

(a1¢1 + azga| ) = aj (d1]) + a3 (p2| ) . (15.8)

84
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Warunek dodatnio$ci (15.6) jest uwarunkowany wiasnoscia (15.4), z ktérej wynika, ze
(p|p) € R. Warunek unormowania funkcji falowej 1 (r) do jedynki to

(Ylv) =1, (15.9)

natomiast warunek ortogonalnosci dwéch stanéw definiuje warunek

(¢lv) =0. (15.10)

Przestrzen H

Elementy

Przestrzen V3

Wektory

)5 1), [w)

Liniowo$¢ operacji

lw) = aly)+bl¢), a,beC

Wspélrzedne wektora

Iloczyn skalarny wektoréw Z-yeR (Y| ¢) € C
Baza wektorowa €1, €2, €3 |61)s |2) 5| Pn),s- -
Ortonormalnoéé¢ wektoréw € €j = 0b;j (Dn| dm) = Onm
Rozklad wektora w bazie Z= Zé 2 € [Y) = rgl an|Pn)
T, =€ -T an = (Pul V)

Tabela 15.1: Poréwnanie skonczenie wymiarowej rzeczywistej przestrzeni wektorowej V3 z

nieskonczeniewymiarows przestrzenig Hilberta H.
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15.2 Przestrzen Hilberta stan6w kwantowych

Kazda funkcja falowa v (r) (z dokladnoscia do dowolnego czynnika fazowego e“) reprezen-
tuje abstrakcyjnie rozumiany stan [¢) ukladu kwantowego,

W) e (). (15.11)

Oznaczenie to zostato wprowadzone przez Diraca i nazwane przez niego ket. Rownowaznosé
(15.11) ma taki sam sens jak relacja miedzy wektorem a jego wspolrzednymi w ustalonej
bazie,

x & (71,72,73). (15.12)

Dla kazdego stanu istnieje takze stan dualny (¢|, nazywany bra, reprezentowany przez
sprzezona zespolono funkcje falowa

Wl oo ). (15.13)

Inng, réwnowazna reprezentacja stanu [¢) jest funkcja falowa w reprezentacji pedowe;j U(p).

W ogélnosci, zbioér stanéw kwantowych H tworzy przestrzen Hilberta zdefiniowana
przez nastepujace wlasnosci.

e 7Zbidr stanéw kwantowych tworzy przestrzen wektorowa nad ciatem liczb zespolonych,
tzn. kombinacja liniowa standéw jest takze stanem z przestrzeni Hilberta

V), |p)eH  => al)+blgp)eH, a,beC (15.14)

Wilasno$c¢ ta wyraza zasade superpozycji w mechanice kwantowej - kombinacje linio-
we stanéw sa takze stanami kwantowymi.

Istnieja jednakze reguly zabraniajace tworzenia pewnych superpozycji stanéw, zwa-
ne regutami superselekcji. Na przyktad, nie mozna utworzy¢ superpozycji stanéw o
roznych tadunkach elektrycznych.

 Dla kazdej pary stanéw [¢),|¢) jest okreslony braket Diraca pelniacy role iloczynu
skalarnego w przestrzeni Hilberta,

(p|ly) eC (15.15)

o wlasnosciach (15.4)-(15.7).

o Przestrzen stanéw jest zupelna, co oznacza mozliwo$é rozwiniecia dowolnego stanu
przy pomocy stanéw bazowych.
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Dla przeliczalnego ukladu stanéw bazowych |¢y, ),

)= anlon), an €C. (15.16)

n

Przestrzen Hilberta jest nieskonczenie wymiarowa, gdy zbiér liniowo niezaleznych
standéw bazowych jest nieskoriczony.

Poréwnanie skoniczenie wymiarowej rzeczywistej przestrzeni wektorowej z przestrzenia Hil-
berta przedstawione jest w tabeli 11.1.

15.3 Operatory hermitowskie

Operator A to odwzorowanie przestrzeni Hilberta w nia sama,
A: H-H (15.17)

tzn. zachodzi
Vel  Ajp) =) e H, (15.18)

Operator A jest liniowy jesli spelniony jest warunek liniowosci
Vi, eH, VabeC:  Afalg) +b|¢) = a(Alp)) +b(Ale)). (15.19)

Przyktadem operatoréw liniowych sa operatory rézniczkowe dziatajace w przestrzeni wek-
torowej funkcji rézniczkowalnych

% (af(z)+bg(z)) = adj;(;) +bdfi§”) . (15.20)

Dla kazdego operatora liniowego A zdefiniujmy sprzezony do niego po hermitowsku
operator Af poprzez relacje:

Vo, peH: (v Ag) = (ATy|9), (15.21)
Podstawowe wlasnosci sprzezenia hermitowskiego to
(AT = A (15.22)
AA)F = A At (15.23)
(A+B)f = AT+ Bt (15.24)
(AB)I = BT AT (15.25)
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Operator hermitowski Ato operator liniowy, ktory jest identyczny ze swoim sprzezeniem
hermitowskim,

AT=A. (15.26)

Z warunku tego wynika, ze dla dowolnych dwéch stanéw zachodzi

(V| Ag) = (A ¢) (15.27)

Operator pedu p = —ihd/dx, dzialajacy w przestrzeni funkcji catkowalnych z kwadra-
tem jest operatorem hermitowskim,

/ Zw*(x) (-m‘%?) de = —ih* (2)6(x) :ﬂ'h / Z d"‘ig”’”) o(2) do
_ /o:o (—ihdq’fif)>*¢(x)dx, (15.28)

gdyz czton brzegowy jest réwny zeru ze wzgledu na dostateczne szybkie znikanie funkcji w
nieskonczonosci.

15.4 Wlasnosci operatoréw hermitowskich

Rozwazmy réwnanie wtasne dla operatorow hermitowskich

Alpn) = An ). (15.29)

Udowodnimy, ze warto$ci wlasne A, sa rzeczywiste, a stany wlasne |¢,) do réznych
wartosci wlasnych sg ortogonalne.

1. Zakladajac, ze stany wlasne sa unormowane do jedynki, {(¢,|¢,) =1, mamy

Ap = (dnlAdn). (15.30)
Liczac ponizszg réznice, dostajemy

An— A% = {dn| Agy) — (pn] Adn)”

= (n| Adn) = (Adn| dn) =0, (15.31)

gdzie wykorzystalismy wtasno$é (15.6) braketu oraz warunek hermitowskosci (15.27).
Stad A,, = A}, i wartosci wlasne sa rzeczywiste.
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2. Aby udowodni¢ wlasnos$¢ ortogonalnosci, rozwazmy dwa dowolne stany wlasne |¢y,)
i [¢m) do wartosci wlasnych A,, # A,,. Policzmy nastepnie

= (Am—An){(¢nldm) =0, (15.32)

gdzie skorzystaliSmy z rzeczywistosci wartosci wlasnych i warunku hermitowskosci
(15.27). Stad warunek ortogonalnosci

(Pnldm)=0  dla A, # Ap. (15.33)

Zbiér standéw wlasnych operatora hermitowskiego A tworzy baze w przestrzeni Hilberta
H, ktéra jest bazg ortonormalna, po unormowaniu iloczynu skalarnego (¢, |¢» ) do jedynki
oraz zupelng. Ortonormalnosé oznacza, ze spetniony jest warunek

<¢n|¢m> = 5nm7 (15.34)

natomiast zupelnos¢ umozliwia przedstawienie kazdego stanu z przestrzeni Hilberta w po-
staci rozwiniecia

gdzie wspotcezynniki rozwiniecia sa dane wzorem

an = (fult)). (15.36)

Roéwnosé w relacji (15.35) nalezy rozumie¢ w sensie stabym, tzn réwnosci iloczynéw ska-
larnych,
VoeH: (o) =) an(dlon), (15.37)
n

15.5 Pomiar w mechanice kwantowej

Podsumujmy teori¢ pomiaru w mechanice kwantowej.

1. Mierzonym wielkoSciom - obserwablom - odpowiadaja liniowe operatory hermitowskie
A=At

2. Wynikiem dobrze wykonanego pomiaru obserwabli jest jedna z rzeczywistych wartosci
wlasnych A, operatora A odpowiadajacego tej obserwabli,

Algn) = Anldn),  An€R. (15.38)

Stan |¢y,) to stan wlasny do wartosci wlasnej A,,.
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v

Rysunek 15.1: Redukcja stanu |¢).

3. Jezeli w wyniku pomiaru wykonanego na ukladzie przygotowanym w stanie |1)) otrzy-
maliSmy warto$¢ wlasng A, to stan |¢) ulegl redukcji do stanu wlasnego |¢y,).

Matematycznie oznacza to ze, stan |¢) zostal zrzutowany ortogonalnie na stan |¢y,)
przy pomocy operatora rzutowego

By =) (¢nl, (15.39)

gdyz R
Pol) = [6n){(@nlt)) = (dnl¥)) |dn) = an|¢n) - (15.40)

Sytuacja ta jest zilustrowana na rysunku 15.1.

Ponowny pomiar obserwabli A nie zmieni stanu dajac ta samg warto$é¢ wlasng A,

Pn |¢n> = |¢n><¢n|¢n> = |¢n>a (15-41)

co odzwierciedla relacje ]5,% =P, dla operatoréw rzutowych.

4. Wspolezynniki rozwiniecia a,, unormowanego do jedynki stanu [¢)) na stany wlasne
‘¢n>7
) = an|on), (15.42)
n

to amplitudy prawdopodobienstwa pomiaru wartosci wlasnych A,

an = (dnlt). (15.43)

Kwadrat modutu a,, to prawdopodobienstwo pomiaru wartoéci wlasnej A,,,

p(An) = lan|* = [{¢nl¥)|*. (15.44)
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Z warunku unormowania stanu [¢) do jedynki,
Wl) = lan> =1, (15.45)
n

wynika prawidtowa normalizacja sumy prawdopodobienstw pomiaru wartosci wia-
snych
> p(An) =1. (15.46)
n

15.6 Wartosci $rednie i dyspersje

Przypomnijmy definicje wartosci $redniej (5.29) pomiaru obserwabli A na ukladzie kwan-
towym w stanie v,

<A>¢ = anAn‘ (15.47)
Wykorzystujac regule (15.44) otrzymujemy
(A)y =" lan|* Ay, (15.48)

n

Wzér ten prowadzi do przyjetej wczesniej reguly obliczania wartosci Sredniej, gdyz dla
unormowanych do jedynki stanéw mamy

(A), = (WIAY) = D> aam ($nl Adm)
= Zza;amAm<¢m|¢n>
= ZZaZamAm5mn

= lan|* 4. (15.49)

Podobnie, wychodzac z definicji dyspersji pomiaru wartoéci wtasnych obserwabli A
N A\ 2 A\ 2
o2(A) =3 po (An—(4)) | =3 lanf? (40— (A))", (15.50)
n n
otrzymujemy po wykonaniu podobnych obliczen

A(A) = (I (A-(A)) p)

= > lanf? (40— <fl>)2- (15.51)
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Dowdéd tego zwiazku jest przedmiotem zadania 4. do tego rozdziatu.

Ostatecznie, warto$é érednia i dyspersja pomiaru A to

(4), = (vldy) (15.52)

A(A) = (| (A (D) v)=(42), —(4)]. (15.53)

gdzie stan [¢) jest unormowany do jedynki, (¢|¢) = 1.
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15.7 Zadania

1. Udowodni¢ nastepujace wlasnosci (15.22)-(15.25) sprzezenia hermitowskiego.

2. Udowodnij, ze operator potozenia jest hermitowskie w przestrzeni Hilberta funkcji
falowych catkowalnych z kwadratem.

3. Udowodnié¢, ze operator rzutowy b, = | )(Pn| jest operatorem hermitowskim wyko-
rzystujac relacje

(Pg| = (Pal6)) = (16n)(00l8)" = (Blon)(onl = (8P (15.54)

4. Udowodnié, ze operatory rzutowe spetniaja warunek ortogonalnosci
PPy = 6pmP,. (15.55)
Zinterpretowaé ten warunek dla n =m oraz n # m.

5. Udowodnié, ze wielkosé

p= )¢ (15.56)

zwana operatorem gestosci stanu |1Z)>, jest operatorem rzutowym, tzn. ,02 = p.
Pokazaé, ze prawdopodobieristwo (15.44) mozna zapisa¢ w postaci

p(An) =Tr (Pup) , (15.57)

gdzie Tr(A) to $lad operatora A zdefiniowany w dowolnej bazie {|¢,)} wzorem,

Tr(A) = ($nlAdn). (15.58)

n

6. Udowodnié relacje (15.51) dla dyspersji warto$ci pomiaréw.



Rozdziat 12

Niewlasciwe stany kwantowe

12.1 Reprezentacje macierzowe operatoréow

Pelny uklad stanéw wlasnych |¢,) operatoréw hermitowskich z dyskretnym widmem war-
tosci wilasnych tworzy zupelng baze ortonormalng w przestrzeni Hilberta. Wtasnosé zupel-
noéci umozliwia rozwiniecia dowolnego stanu z tej przestrzeni w bazie standéw wilasnych,

[e.9]

)= an|dn)- (12.1)

n=1

7 ortonormalnosci standéw bazowych wynika, ze wspdlczynniki rozwiniecia to brakety

an = (Pn|t) . (12.2)

Podstawiajac je do oryginalnego rozwiniecia dostajemy

) =3 (6l )160) = 3 6a){610). (123)

Stad operatorowy zapis warunku zupelnosci ortonormalnego uktadu stanéw tworzacych
baze w przestrzeni Hilberta

> ¢n){(én| = 1, (12.4)
n=1

gdzie 1 jest operatorem jednostkowym.

Przy pomocy tego warunku kazda relacje operatorowa mozemy zapisa¢ w formie ma-

cierzowej. Na przyktad, relacja
AB=C (12.5)

94
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moze by¢ zapisana po wyborze bazy |¢,) = |n) w postaci sumy iloczynéw elementéw ma-
cierzowych

S (k| AIn) (nlBIL) = (KICT), (126

n=1

lub po wprowadzeniu oznaczenia, na przyktad Ay, = <k:|fl]n>, otrzymujemy
AgnBni = C, (12.7)

gdzie przyjeliSmy konwencje Einsteina sumowania po powtarzajacym sie wskazniku n.

Formutujac relacje operatorowe w mechanice kwantowej w konkretnej bazie stanow
otrzymujemy sformutowanie macierzowe mechaniki kwantowej, odkryte przez Heisenber-
ga i nazwane przez niego mechanika macierzowa (uzywal on bazy stanéw wlasnych
operatora energii - hamiltonianu).

12.2 Stany nienormowalne

W mechanice kwantowej rozwaza sie takze tzw. niewtasciwe przestrzenie Hilberta, w kto-
rych oprécz stanéw normowalnych sa réwniez stany nienormowalne. Bazy w takich prze-
strzeniach maja nieprzeliczalna liczby elementéw. Przykladem sa nienormowalne stany wta-
sne operatora potozenia I,

Elz)y=xlx), (z|2')=0(xz—2), /dx]:v><x\:1. (12.8)

Tworza one nieprzeliczalng baze, a "elementy macierzowe" operatora polozenia w tej bazie
to

(2'|Z]z) =x6(z—1) (12.9)

Rozwirimy dowolny stan |¢)) w tej bazie wykorzystujac relacje zupelnosci

0) = [ dzla)alw) = [ do(alv)lo). (12.10)

Wspéblczynniki rozwiniecia,

P(z) = (2|9) (12.11)

to znana nam funkcje falowa stanu [¢)) w reprezentacji polozeniowe;.

Podobnie, dla bazy wtasnej operatora pedu mamy,

plp)=plp), (plp")=0(p—p), /dp!p><p\=1- (12.12)
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"Elementy macierzowe" operatora pedu w tej bazie to

®'1Dlp) =pd(p—1') (12.13)

Rozwijajac dowolny stan [¢)) w bazie wektoréw wlasnych operatora pedu, otrzymujemy

|4) Z/dp!p><p|1/)> Z/dp<plw> p)- (12.14)

Stad wspélczynniki rozwiniecia

b(p) = (pl ) (12.15)

to funkcja falowa stanu |¢)) w reprezentacji pedowej.

Postugujac sia kanoniczna relacja komutacji pomiedzy operatorami potozenia i pedu,
[Z,p] =ih (12.16)
znajdziemy elementy macierzowe operatora pedu w bazie potozeniowej
(al(@p—pd)la’) = (x — ') (2l pla’) = ihd(x — '), (12.17)

gdzie wykorzystaliSmy wlasnosci (12.8) tej bazy. Korzystajac nastepnie z wlasnosci delty
Diraca, zd'(z) = —d(x), znajdujemy

(z|plz') = —ihaaxé(x—x/) (12.18)

Yatwo sprawdzi¢, ze z otrzymanego wzoru wynika znane nam dzialanie operatora pedu na
funkcje falowe w reprezentacji potozeniowej

(00)(x) = (alpw) = [ da'(alpla’)(a'0)

— / dw'(—ih)%é(a& _ ) () = —ih&gf) . (12.19)

12.3 Zwigzek miedzy reprezentacjami

Poszukamy na koniec zwiazku pomiedzy funkcjami falowymi w reprezentacji potozeniowej
i pedu,

U@) = (alv) = [ dp(alp)pl) = [ dp(alp)ip). (1220)
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Aby znalez¢ "macierz przejscia’ (z|p), ponownie skorzystamy z kanonicznej reguly komu-
tacji
(a(&D—pa)lp) = op (wlp) — (xlpilp) = ik (ap). (12.21)

Wstawiajac potozeniowa relacje zupelnosci pomiedzy operatory potozenia i pedu, znajdu-
jemy

(wipalp) = [ do'(alpla’) (' 21p)
= —ih/dx'aé(x—x’)m’<x’]p>
Ox

— it (o (alp)) = =i (alp) +o - (alp)). (1222)

Stad po podstawieniu do wzoru (12.21), otrzymujemy nastepujace réwnanie rézniczkowe
dla "macierzy przejécia"

0 ip
3 lp) =+ (zlp). (12.23)
Jego rozwigzaniem jest
L
z|p) = etpr/h 12.24
{elp) = 7= (12.24)
7 wlasnosci braketu wynika wzor odwrotny
1 .
(p|z) = (x|p)” = ——=e"P=/" (12.25)

V2mh

Czynnik normalizacyjny powyzej zostal tak wybrany, aby spetniona byta relacja ortogo-
nalnosci z delta Diraca

(ala') = [ dp(alp) ke’

_ [P iva—a)h _ 5
= | 5.5° =d(z—2a). (12.26)

Wzér (12.20) przyjmuje wiec postaé jednowymiarowej transformaty Fouriera (6.26),

_ dp ipT 7
vla) = [ e (). (12.27)

natomiast relacja odwrotna to wzoér (6.25),

dx

= [ ——— e Py (). )
) = [ e o(a) (1225)

¥
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12.4 Zadania

1. Udowodnié wzdér )

. 0
(z|p?a") = —h2@5(:v —).

98

(12.29)



Rozdzial 13

Zasada nieoznaczonosci

Zasada nieoznaczonosci, sformutowana przez Heisenberga w 1927 roku, dotyczy fundamen-
talnych ograniczen w mechanice kwantowej na pomiar par obserwabli, ktére sg reprezento-
wane przez niekomutujace ze soba operatory. Na przykiad, dla pomiaru potozenia i pedu
czastki wzdluz tej samej osi x zachodzi

[&,pz] = ih (13.1)

i dlatego wariancje wynikéw pomiaréw przeprowadzonych na ukladzie w stanie [¢) s
zwiazane ze soba poprzez relacje

o3 (#) 0 (pa) = — (13.2)

Relacje te zilustrowaliSmy w rozdziale 7 rozpatrujac stan kwantowy w postaci minimal-
nego pakietu gaussowskiego z szerokoscig A, w reprezentacji polozeniowej i A, w repre-
zentacji pedowej. Szerokosci te sa pierwiastkami kwadratowym z powyzszych wariancji. Im
bardziej stan jest zlokalizowany wokd! wartoéci sSredniej w przestrzeni polozen tym bardziej
rozmyty bedzie w przestrzeni pedéw (i vice versa). Wielokrotnie przeprowadzony pomiar
pedu na ukladach przygotowanych w takim stanie da duzy rozrzut wynikéw wokét warto-
Sci éredniej. W ekstremalnym przypadku czastki zlokalizowanej w punkcie xg, gdy funkcja
falowa ¥ (z) = §(z — z9), po wykorzystaniu transformaty Fouriera (6.25) otrzymujemy w
przestrzeni pedow funkcje falowa o stalej gestosci prawdopodobienstwa

5/ — ) dr = o 133
Do) = = (@ —a)de = . (183)

gdyz [U(p)|? = 1/v27h.

99
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Zasada nieoznaczonosci zostata zinterpretowana fizycznie w myslowym doswiadczeniu
z mikroskopem Heisenberga, w ktorym czastka jest lokalizowana w przestrzeni przy po-
mocy fali $wietlnej o dlugosci (zdolnosci rozdzielczej) A. Im wigksza zdolnosé rozdzielcza,
czyli krétsza dhugosé fali, tym wieksze zaburzenie pedu czastki wynikajace z przekazu pedu
p=h/\. W interpretacji tej zasada nieoznaczonosci jest efektem nieusuwalnego zaburze-
nia ukladu kwantowego, ktore jest wprowadzone przez procedure pomiarowa. W fizyce
klasycznej wplyw procedury pomiarowej na wynik moze by¢ dowolnie maly (w praktyce
zaniedbywalny). Nie mozna tego jednak uczyni¢ w $wiecie kwantowym, w ktérym obowia-
zuja fundamentalne ograniczenia na taki wplyw, jak zasada nieoznaczonosci Heisenberga.
Skale przy ktorej zaburzenie nie jest zaniedbywalne okresla stata Plancka.

13.1 Obserwable komutujace

Zasada nieoznaczonosci i wynikajace z niej ograniczenia na rozktady prawdopodobienstw
wynikéw pomiaru par obserwabli, nie dotycza obserwabli, ktore komutuja ze soba. Roz-
wazmy dwa operatory hermitowskie, A=A"i B=pB" Zagadnienie wlasne dla takich ope-
ratoréw ma zawsze rozwigzanie z rzeczywistymi wartosciami wtasnymi oraz kompletnymi
uktadami ortonormalnych stanéw wlasnych. Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Operatory hermitowskie AiB komutujq ze sobg wtedy 1 tylko wtedy, gdy majg wspolny
uktad stanow wlasnych.

Dowdéd

Jezeli operatory maja wspdlny, zupelny uklad stanéw wlasnych |¢,),

A|¢n> :An|¢n>7 B|¢n> :Bn‘¢n>a (13‘4)

to dla dowolnego stanu |¢) zachodzi
ABW}> = ABZan|¢n> = Zanﬁé|¢n> = ZanAan‘¢n> . (13’5)

Identyczny wynik otrzymujemy przy zmienionej kolejnosci operatorow,

BARp)y = BAY an|¢n) =D anBA|¢n) = anBnAn|dn). (13.6)

Stad operatory komutuja, [A,B] =0.

Jezeli operatory komutuja to dla kazdego stanu wlasnego |¢,,) operatora A zachodzi
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Stan §|¢n> jest stanem wlasnym operatora A do tej samej wartosci wlasnej co stan |¢y, ).

Jezeli wartosci wlasne operatora A sa niezdegenerowane to oba stany wtasne sa do siebie
proporcjonalne

B|¢n) = Bulén)- (13.8)
Uklad |¢y,) jest wiec wspdlnym ukladem wlasnym obu operatoréw.

Rozwazmy przypadek degeneracji, gdy wartosci wlasnej A,, odpowiada wigcej niz jeden
stan wlasny: |¢n, k), gdzie dodatkowy wskaznik k =1,2,..., N,, rozréznia stany. Z réwnania
(13.7) wynika, ze stan B |én, k) jest kombinacja liniowa tych stanéw wlasnych

Ny,
Blgn,k) =" Bi|pn,1). (13.9)

=1

W tej podprzestrzeni stanéw wtasnych operator hermitowski B jest wiec reprezentowany
przez macierz hermitowskq

B = (¢, 1| B|pn, k). (13.10)
7 podstawowego twierdzenia algebry liniowej wynika, ze mozna tak dobra¢ nowa kombi-
nacje liniows stanéw wlasnych w tej podprzestrzeni,

Nn
|6 k) = Cricl6n, k), k=1,2,...,Ny,, (13.11)
k=1

by macierz (13.10) dla nowych stanéw byla diagonalna, tzn by zachodzito

Blgn, k) = By |¢n, k). (13.12)
OtrzymaliSmy rownanie wtasne dla operatora B, tym samym stany |¢n,12:> sa wspolnymi
stanami wlasnymi obu operatoréw.

Koniec dowodu

Pomiar wartosci wlasnych obu obserwabli prowadzi wiec do wyznaczenia stanu uktadu,
w ktorym obie wartosci wlasne sa okreslone

|¢n) = |An, Bn)- (13.13)

Nie da sie tego zrobi¢ dla niekomutujacych obserwabli. Nie istnieje wiec stan wlasny z
okreslonym potozeniem i pedem wzdluz osi tej samej osi, na przyktad

|z, pz) nie istnieje (13.14)
Wzor (13.13) mozna rozszerzy¢ na przypadek tzw. kompletnego ukladu obserwabli
Al A2, AN, (13.15)
ktére determinuja calkowicie stan ukladu z doktadnoscia do czynnika fazowego e,
P ) = |AY, A%, AN (13.16)

gdzie A', A2,... AN to zmierzone wartoéci wlasne odpowiednich obserwabli.
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13.2 Obserwable niekomutujace

Przedstawimy formalny dowdd zasady nieoznaczonosci Heisenberga dla dwéch dowolnych,
niekomutujacych ze soba obserwabli A = At i B = B,

(A, B|=iC, (13.17)

gdzie € jest operatorem. Na przyklad, w relacji (13.1) dla operatoréw polozenia i pedu
C =h-1. Operator C jest hermitowski, gdyz sprzegajac po hermitowsku obie strony relacji
(13.17), dostajemy

A

(iC) =—iCt=(AB—-BA)'=BA-AB=—-iC (13.18)
i stad znajdujemy ct=2C.

Rozwazmy dowolny znormalizowany do jedynki stan |¢)) i obliczmy wartodci $rednie
rozwazanych obserwabli w tym stanie

(A),, = (¥|Ay), (B), = (4|BY). (13.19)

Zdefiniujmy nowe operatory hermitowskie

A=A-(A), 1, B=B-(B),-1 (13.20)
YLatwo pokazaé, ze spelniaja one ta sama relacje komutacji co oryginalne operatory
[A,B]=iC. (13.21)
Utwoérzmy nastepnie nowy stan
') = (A+iAB) ) (13.22)

gdzie A\ jest dowolna liczba rzeczywista. Z dodatniosci braketu dla tych samych stanéw
otrzymujemy

W) = (A+iAB)¢|(A+iAB)v)
= (V[(A=iAB)(A+iAB)y) > 0, (13.23)

gdzie drugiej linijce skorzystaliSmy z wlasnosci sprzezenia hermitowskiego. Wykonujac mno-
zenia operatorowe, znajdujemy

N2 (| BX) + iA (| [A, BlY) + (| A7) > 0. (13.24)

Zauwazajac, ze wyrazenia z kwadratami operatoréw to dyspersje

o3 (A) = (v A7), o3(B) = (v| B*), (13.25)
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a takze wykorzystujac relacje komutacji (13.21), znajdujemy
Nog(B) = MC), + a3 (A) > 0, (13.26)

gdzie wszystkie wielkosci po lewej stronie sa rzeczywiste. W szczegdlnosci wartosé érednia
operatora hermitowskiego jest C' jest zawsze rzeczywista. Otrzymana nieréwnos$é¢ kwadra-
towa jest spetniona dla kazdego A, jezeli wyrdznik delta jest ujemny

2

A=(C), —403(A) oy (B) < 0. (13.27)
Stad ogdlna postaé relacji nieoznaczonosci Heisenberga, stuszna dla kazdego normowalnego

stanu [¢),

o3 (A)o? (B) > %(éﬁ (13.28)

Orzeka ona, ze dyspersje pomiaréw wartosci wtasnych niekomutujacych miedzy soba ob-
serwabli na ukladzie w stanie kwantowym [¢) nie sa niezalezne, gdyz ich iloczyn jest
ograniczony od dotu poprzez relacje nieoznaczonosci. W przypadku par obserwabli komu-
tujacych nie ma takiego ograniczenia. Mozemy wyznaczy¢ poprzez pomiar stan wlasny, w
ktérym wartodci wlasne obu obserwabli sg znane ze 100 % pewno$cia.

Zauwazmy, ze dla reguly komutacji (13.1) otrzymujemy znana postaé

o3 (2) o5 (p) > T (13.29)
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13.3 Zadania

1. Czy mozna jednocze$nie okresli¢ ped i energie jednowymiarowego oscylatora harmo-
nicznego w dowolnym stanie? Jedli nie to znajdz relacje nieoznaczonosci dla dyspersji
pedu i energii.

2. Rozpatrz ten sam problem dla oscylatora harmonicznego w stanie stacjonarnym.



Rozdziat 11

Kret orbitalny

11.1 Algebra operatoréw kretu orbitalnego

Przypomnijmy kanoniczne reguly komutacji dla operatoréw potozenia i pedu w trzech
wymiarach przestrzennych, ¢,7 =1,2,3,

[Z;,2;) = 0

Skwantujmy klasyczny kret orbitalny
L:I‘Xp:(L1,L2,L3) (11.2)
zastepujac liczby operatorami
Ly = zap3—x3p2  — L1 =ad2p5— @30
Ly = z3pr—mips —  La=23p1—21P3
Ly = zypo—xap1 —  Ly==21p2—22p (11.3)

OtrzymaliSmy w ten sposéb skladowe kartezjanskie wektorowego operatora kretu orbi-

talnego
L:f'Xﬁ:(Ll,LQ,Lg) (114)

Zwrdémy uwage, ze uporzadkowanie w iloczynach operatoréw potozenia i pedu we wzorach
(11.3) nie jest istotne, gdyz sa to sktadowe wzdluz réznych kierunkéw.

Znajdziemy reguly komutacji sktadowych operatora kretu korzystajac z kanonicznych
regul komutacji (11.1) oraz wzoru

[A,BC)=B[A,C|+]A,B]C. (11.5)
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Tak wiec
(L1, La] = (2203 — 232, 83P1 — &1 73]
= Bo[p3, &3] p1+21[23,P3] Do
= (h(Z1p2—22pP1) = ihLs. (11.6)
Liczac podobnie dla pozostatych par sktadowych kretu, znajdujemy
[Ly,L3) = ihly (11.7)
[L3,L1] = ihLs. (11.8)

Wzory te mozna podsumowaé jednym wzorem

[iz,ﬁj] :thz]kik (119)

gdzie €3 to symbol Levi-Civity

1 gdy (ijk) to permutacja parzysta
ek =4 -1 gdy (ijk) to permutacja nieparzysta (11.10)
0 gdy istnieja identyczne wskazniki

Przy pomocy tego symbolu zapiszemy takze skladowe kretu orbitalnego

A

Lizeijki‘jﬁk (11.11)

gdzie zastosowaliSmy konwencje Einsteina sumowania po powtarzajacych sie wskaznikach
w pelnym zakresie ich zmiennosci.

Definiujac kwadrat operatora kretu
P=L.L=I?+1%+12 (11.12)
tatwo pokazaé, ze komutuje on ze wszystkimi sktadowymi operatora kretu
[L?,L;] =0, i=1,2,3. (11.13)

Istnieje wiec wspdlny uktad stanéw wilasnych dla kwadratu kretu L% jednej ze sktadowych,
np. Ls.

11.2 Operatory kretu orbitalnego

Wprowadzmy wspdlrzedne sferyczne (6, ¢) na sferze jednostkowe;j
x1 = sinf cos¢
To = sinfsing
x3 = cosf. (11.14)
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Odwracajac te relacje, otrzymujemy

0 = arccoszs, qb:arctgﬂ (11.15)
231

i stad pochodne

o 0 0p  sing 0
dr1 0wy sinf 0
o 0 0p  cosg 0
dry  0¢ 0wy sinf 09
0 0 00 1 0

92; 9092 sm0 99 (11.16)

Zapiszemy przy ich pomocy skladowe (11.3) operatora kretu orbitalnego, wykorzystujac
reprezentacje polozeniowa operatoréw potozenia i pedu

A . 0 0 of . 0 0
L, = _m<m20x3_m383}2) = zh<81n¢ae—l—ctg9(zos¢a¢>

Ly = —ih <x38§:1—x16) = ih (—cosqﬁ(fe +ctgﬁsin¢a>

81‘3 a¢
) ) o\ 0
L3 = —ih (.’Elam—wgaxl> = Zh% (1117)

Stad wzoér na kwadrat kretu orbitalnego

A 1 0 0 1 02
2 32 Y wp? v
L =—h {sin& 50 (smﬁae) + 20 8¢2}' (11.18)

W nastepnym rozdziale znajdziemy wspélny uktad funkeji wtasnych komutujacych ze soba
operatoréw L% i Ls,
12, Ls] =0, (11.19)

w przestrzeni funkcji okreslonych na sferze jednostkowej, Y (6, ¢).

11.3 Problem wtasny dla kretu orbitalnego

Rozwiazmy najpierw rownanie wlasne dla operatora Ls

- 0
La® = —ih— = P 11.2
3 2ha¢ mh (11.20)
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gdzie ® = ®(¢) jest funkcja wlasna, a wartos¢ wlasna m jest liczba rzeczywista. Rozwiazanie

ma postac ‘
D(¢p) =™, (11.21)

a warunek jednoznacznosci tej funkcji przy obrocie o 27, ®(0) = ®(27), prowadzi do wnio-
sku, ze m jest liczbg calkowitq.

Rozwazmy nastepnie réwnanie wlasne dla operatora L2,

A

L*Y (0,¢) = FA(1+1)Y (6, ) (11.22)

gdzie [(141) jest liczba rzeczywista dodatnia z dodatniosci operatora L2, Dodatnios¢ wy-
nika z hermitowskosci sktadowych operatora kretu

(IL*) = (Latpl Latt) + ( Lyt | Ly} + (Ll L29)) > 0. (11.23)
Podstawiajac postaé (11.18), otrzymujemy
1 90/, 0 1 9?
{sin& 50 <s1n060> + nZd &452} Y(0,0)=—-1(I+1)Y(0,0). (11.24)

Poszukajmy funkcji wlasnych w postaci iloczynu
Y (0,6) = 0(0)(0). (11.25)

gdzie ®(¢) to funkcja wlasna (11.21). Po podstawieniu, dostajemy

m2
{siie % <sinej9> - sm2.9}9(9) — _li+1)0(). (11.26)

Definiujac zmienna z = cosf € [—1,1] i zauwazajac, ze

1 d d d
a0~ =" 11.27
sinf do dcost dz’ ( )
otrzymujemy stowarzyszone réwnanie Legendre’a
d 5. d m2
{dz (“‘Z )dz> - M}@(z) = -1(+1)6(z). (11.28)

Rozwiazania nieosobliwe w punktach z = +1 istniejg jedynie dla catkowitych, dodatnich
wartosci orbitalnej liczby kwantowej [,

1=0,1,2,... (11.29)
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oraz catkowitych wartoéci magnetycznej liczby kwantowej m spelniajacych zwiazek
—l<m<l (11.30)

Kazdej wiec wartosci orbitalnej liczby kwantowej | odpowiada (2] + 1) wartosci rzutéw
kretu na wyrézniona o$ z.

Funkcje wlasne ©(z) do danej wartosci [ to stowarzyszone wielomiany Legendre’a

im|
mi/2 4 P(2), (11.31)

O(z) = A"(:) = (1= 2"

gdzie Pi(z) to zwykle wielomiany Legendre’a stopnia [. Spelniaja one réwnanie (11.28) z
m = 0. Ostatecznie, wspdlny uklad funkcji wlasnych (11.25), zwanych harmonikami sfe-
rycznymsi, to

Yim (8, 6) = Cppn ™ P™(cos ) (11.32)

gdzie wspotczynnik proporcjonalnosci to

Cp = (—1)(mHmD/2 \/(Qi;r(ll)f |;L||T)’?|)! : (11.33)

dobrany tak by spelniony byl warunek ortonormalnosci harmonik sferycznych na sferze
jednostkowej

[ Y (6,0) Vi (6:6)dS2 = 6 by (11.34)
S
gdzie d2 = dcosfd¢ to infinitezymalny element powierzchni sfery.

Ponizej podajemy kilka pierwszych harmonik sferycznych

1 /3 [3 .
Yoo = \/Tiﬂ'? Yio= EC0897 Yiei=F gsmeeim

15 ;
Yoo = {/ ——(3cos?0 1), Y'Qilzz}:\/—siHHCOSGin,
167 7 8

15 :
Yoo = {/ ——sin?0eT2® (11.35)
321

ot
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11.4 Zadania

1. Udowodni¢ regule komutacji (11.13).

2. Wyprowadzi¢ wzory (11.17) oraz (11.18).



Rozdziat 12
Spin

12.1 Spin 1/2

7 kazdej wartoscig [ kretu orbitalnego jest zwiazana nieparzysta liczba rzutéw kretu na
wyrozniona os. Tymcezasem w doswiadczeniu Sterna i Gerlacha z 1922 roku, przepuszczana
prostopadle do niejednorodnego pola magnetycznego wiazka atoméw srebra rozszczepiata
sie na dwie skladowe odchylane w przeciwnych kierunkach. Swiadezylo to o tylko dwéch
mozliwych wartosciach rzutéw kretu na os prostopadla do kierunku wigzki.

W zwiazku z tym wprowadza si¢ nowy rodzaj kretu, nie zwiazany z kretem orbitalnym,
zwany spinem, ktéry jest unikalng cecha czastek kwantowych. Opisuje on kret wewnetrzny
czastki bez odniesienia do jej struktury geometrycznej. W doswiadczeniu Sterna i Gerlacha
mamy do czynienia ze spinem s = 1/2, ktéry ma dwa rzuty na wybrana o$§ +h/2.

Aby opisaé spin 1/2 w mechanice kwantowej nalezy podaé¢ odpowiadajace tej wielkosci
operatory hermitowskie i okresli¢ przestrzen stanéw Hilberta, w ktorej one dziataja. W tym
celu wprowadzmy trzy dwuwymiarowe, hermitowskie macierze Pauliego

a=(143) e (5] e (s %) (12.1)

Spelniaja one nastepujace relacje dla 4,5,k =1,2,3,
o?2=1, 00 = 1€;)0% (12.2)
gdzie 1 jest macierza jednostkowa. Z ostatniej réwnosci wynika reguta komutacji

[05,05] =2i€100. (12.3)
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Mozemy juz zdefiniowaé trzy sktadowe wektorowego operatora spinu 1/2

~ B N ) 5 h
51270'1, 52250'2, S3:§Ug. (12.4)

Z relacji (12.3) wynika, ze spelniaja ta sama algebre (11.9) co operatory kretu orbitalnego,
[S:,9;] = iheijn k- (12.5)

Operatory spinu dziataja w dwuwymiarowej zespolonej przestrzeni Hilberta standéw

) = (b) C W= (), (12.6)

gdzie a,b € C. lloczyn skalarny (braket) w tej przestrzeni to
(Y|Y) =a*a+b%b. (12.7)

Stany [¢) nazywa si¢ spinorami.

Policzmy kwadrat operatora spinu
A A A A 3
S* =87 +55+53 = ZhQ'H' (12.8)

S2 komutuje wiec ze wszystkimi sktadowymi spinu

A

[52,5)]=0, i=1,2,3. (12.9)

Dzialajac operatorem kwadratu spinu na dowolny spinor otrzymujemy zawsze

2wy =212 1) = SR ). (12.10)

Tak wiec, kazdy spinor ma spin 1/2, gdyz w analogii do wartosci wlasnej operatora kwa-
dratu kretu orbitalnego, warto$é¢ wlasna S? moze by¢ zapisana jako

3p% = s(s+1)n? => s=3. (12.11)

Wyrdzniajac trzecia o$ znajdziemy stany witasne dla operator rzutu spinu na te oS, gg,

+>=<(1]), |—>=<(1)>, (12.12)

do wartosci wlasnych +4/2,

S3|+) = 3hl+)
S3|—) = —in|-). (12.13)
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Sa to stany ortogonalne i unormowane do jedynki

(+1+) = (-1-)=1
(+]1=) = (=[+)=0. (12.14)

Tworza wiec baze ortonormalna w przestrzeni Hilberta stanéw uktadu o spinie 1/2. Dowolny
stan jest kombinacja liniowa stanéw bazowych

[¥)=al+)+b-), abeC. (12.15)

Latwo sprawdzié¢, wykorzystujac reprezentacje macierzowe, ze operatory Sy lub S, dzialaja
na stany bazowe w nastepujacy sposéb

Sil+) = $hl-), Sol+) = 3hi|—)
Sil—) = Ln|+), So| =)= —3%hi|+) (12.16)

Czastka kwantowa o spinie s = 1/2 moze by¢ w stanie o rzucie mgy = +h/2 na o$ z oraz
mieé¢ okreslony kret orbitalny [ z rzutem m na tg samg oS. Na przyktad,

Lom, +) = (nmg’@) o = (ﬁm%"?) )

Uwzglednione sa w ten sposéb takze zmienne przestrzenne wchodzace do opisu stanu po-
przez kret orbitalny. Ze stanéw tych mozna tworzy¢ dowolne kombinacje liniowe.

12.2 Dwa spiny 1/2

Rozpatrzmy dwa nieoddzialujace ze soba spiny 1/2. Przestrzen Hilberta ich stanéw jest
zbudowana z nastepujacych stanéw bazowych

|++), |+ -, | —+), |- -), (12.17)

gdzie pierwszy wskaznik to rzut spinu na o$ z pierwszego spinu, a drugi wskaznik to rzut
drugiego spinu na tg samag os. WprowadziliSmy tu nowe oznaczenie dla osi

(1,2,3) = (z,y,2). (12.18)

Zatem dowolny stan dwoch spinéw jest kombinacja liniowa stanéw bazowych z zespolonymi
wspotczynnikami

V) =a1|++) +az|+—) +as|—+) +as|——). (12.19)
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W przestrzeni Hilberta dwoéch spinéw mozna takze skonstruowaé inng baze
1 1
V2 V2

Pokazemy, ze sa to stany wlasne operatoréw sumarycznego rzutu spinu na os z

|++), (I+=)+I=+)), |=-), ([+=)=1=+))- (12.20)

S, =81+ Sa. (12.21)
oraz kwadratu sumarycznego spinu,
5% = 82 + 82 + 2(51452, + S1,, 99, 4+ 51.59.) , (12.22)
gdzie
S? = (Sia)® + (Siy)? + (Siz)? (12.23)

dla ¢ = 1,2. Operatory ze wskaznikiem 1 dzialaja na pierwszy spin, natomiast operato-
ry ze wskaznikiem 2 na drugi spin. Wszystkie operatory ze wskaznikami sa znanymi z
poprzedniego rozdzialu operatorami spinu 1/2.

Pierwsze trzy stany (12.20) sa stanami wlasnymi operatora S. do wartosci wlasnych,
odpowiednio, h,0,—h, natomiast ostatni stan jest stanem wlasnym S, do wartosci wlasnej
0. Na przyktad

(S1z + S22) | +4) = (3h+ 3R) [+ +) =h|++) (12.24)

i podobnie dla pozostalych stanéw.

Pozostaje do wyjasnienia dzialanie operatora 52 na te stany. Wykorzystujac relacje
(12.10), (12.13) i (12.16) policzmy dla przykladu

S+ +)y =GR 43R [+ 4+) +2 [ = ) - =) + B+ +)] = 20| ++4).  (12.25)

Zatem stan |+ +) jest stanem wlasnym kwadratu spinu z s = 1, gdyz s(s+1) = 2. Podobnie
mozna pokazaé, ze dwa nastepne stany (12.20) sa stanami wlasnymi spinu s = 1, natomiast
ostatni stan to stan wlasny spinu s = 0.

Wprowadzajac oznaczenie |s,m) dla stanéw dwdch spinéw, mozemy zatem zapisaé stany
bazowe (12.20) w postaci

11,1) = [+4) (12.26)
11,0) = \}i(‘+_>+|_+>) (12.27)
( )
( )

1,-1) = [--)
1

|070> = \/§

(+=)=1—4+)) 12.29
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Pierwsze trzy stany o spinie catkowitym s = 1 nazywa si¢ stanami trypletowymi, natomiast
ostatni stan o spinie catkowitym s = 0 stanem singletowym.

OtrzymaliSmy wiec jako wniosek, ze zlozenie dwéch spinéw 1/2 prowadzi do stanéw ze
spinem s =1 lub s = 0. W ogélnosci, dozwolone sg wartosci catkowite i potéwkowe spindéw

s=0,%4,1,32,... (12.30)
natomiast ich rzuty na o$ z spelniaja relacje
—s<m<s, (12.31)

gdzie m zmienia si¢ o jeden.
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12.3 Zadania

1. Udowodni¢ relacje (12.2) i (12.3).

2. Znajdz wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy o; oraz oo. Ile wynosza wartosci
wlasne rzutu spinu na o$ x i y?

3. Sprawdzi¢ relacje (12.13) i (12.14).



Rozdziat 13

Czastki nierozré6znialne

13.1 Bozony i fermiony

W mechanice klasycznej mozemy w kazdej chwili Sledzi¢ ruch czastki bez zaburzania go.
Zasada nieoznaczono$ci pokazuje, ze w mechanice kwantowej jest to niemozliwe, gdyz po-
miar zmienia na ogoél stan czastki. Tak wiec dysponujac uktadem kwantowym ztozonym z
dwoch identycznych czastek nie jesteSmy w stanie stwierdzié¢, ktora czastka jest mierzona.
Nalezy wzia¢ pod uwage obie mozliwo$ci.

Przyjmijmy, ze zmienna r; okresla potozenie pierwszej czastki, a zmienna rs potozenie
drugiej czastki w przestrzeni tréjwymiarowej. Amplituda prawdopodobienstwa ich znale-
zienia w pomiarze jest zadana funkcja falowa

Y(r1,r2). (13.1)

Ze wzgledu na nierozréznialno$é¢ identycznych czastek, zamieniajac je miejscami nie zmie-
niamy prawdopodobienstwa ich znalezienia,

[(r1,r2)| = [ (r2,1)[?. (13.2)
Stad otrzymujemy proporcjonalnosé amplitud prawdopodobieristwa
Y(r1,r2) =ni(ra,ry). (13.3)
Ponowna zamiana czastek prowadzi po prawej stronie do dodatkowego czynnika 7,
(r1,12) =ne(ra,r1) = n° P(ry,r2). (13.4)
Skad wynika relacja
=1, (13.5)
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ktora méwi, ze mamy dwie mozliwe wartosci 7,
n=1 lub n=-—1. (13.6)

W pierwszym przypadku amplituda (13.1) jest symetryczna ze wzgledu na przestawienie
czastek,

P(re,r1) =1P(r1,12), (13.7)

natomiast w drugim przypadku amplituda jest antysymetryczna

P(rz,r1) = —1(r1,r2). (13.8)

Obie mozliwosci sg realizowane w przyrodzie. Czastki, dla ktérych amplitudy prawdopodo-
bienstwa sa symetryczne przy ich przestawieniu nazywamy bozonami, natomiast te, dla
ktorych amplitudy prawdopodobienistwa sa antysymetryczne nazywamy fermionami.

13.2 Statystyki kwantowe

Rozwazmy uktad dwoéch nieodzialywujacych ze soba czastek kwantowych, ktére moga znaj-
dowagé sie w stanach 1, lub 1. Tworzac amplitude prawdopodobienstwa dla tego przypadku
musimy wziaé¢ pod uwage dwie mozliwodci, czastka 1 znajduje sie w stanie 14, a czastka
2 w stanie 1y, lub czastka 1 znajduje sie w stanie 13, a czastka 2 w stanie 1,. Amplituda
prawdopodobienstwa jest symetryczna,

Y4 (r1,12) = \2 {ta(r1) vp(r2) + va(r2) hp(r)}, (13.9)

lub antysymetryczna

_(r1,rs) = % ($a(r1) $5(r2) — alr2) dn(r)}, (13.10)

kombinacja liniowag obu mozliwosci. 1,(r) sa unormowanymi do jedynki funkcjami fa-
lowymi stanéw, natomiast czynnik 1/4/2 zapewnia prawidlowe unormowanie catkowitej
amplitudy do jedynki. Znak (4) obowiazuje dla bozondw, natomiast znak (—) dla fermio-
now.

Przyjmijmy, ze dwa stany sa identyczne, ¢, = 1. Wtedy dla fermionéw otrzymujemy
w_(l‘l,l‘g) =0. (1311)

Amplituda prawdopodobienstwa, a tym samym prawdopodobienstwo, znalezienia dwdoch
fermionéw w tym samym stanie kwantowym wynosi zero. Jest to tre$¢ zakazu Pauliego.
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W danym stanie kwantowym moze znajdowaé sie co najwyzej jeden fermion.

Inna sytuacja zachodzi dla bozondw,

by (r1,12) = V2¢a(r1) Ya(r2) . (13.12)

Czynnik v/2 wskazuje, ze bozony 'lubia" przebywaé¢ w tym samym stanie. Prawdopodo-
bienistwo znalezienia dwéch bozonéw w tym samym stanie jest dwukrotnie wieksze niz
gdybyémy mieli do czynienia z czgstkami rozréznialnymi, ktére nie wymagalyby symetry-
zowania amplitudy prawdopodobienstwa, tzn.

Y(r1,re) = a(r1)Ya(ra). (13.13)

W ogélnosci, w danym stanie kwantowym moze znajdowaé sie dowolna liczba bozondw.

Ktére czastki sg bozonami, a ktore fermionami? OdpowiedZ na to pytanie wymaga
subtelnych rozwazan na gruncie kwantowej teorii pola. Mozna ja jednak wyrazi¢ w prosty
sposéb. Bozonami sa czastki o spinie o wartosciach catkowitych (w jednostkach h),

s=0,1,2,..., (13.14)

natomiast fermionami sg czastki o spinie potéwkowym,

(][N
(\Sl[3

(13.15)

) )

[l

S =

Przyktadem bozonu jest foton, natomiast przyktadem fermionu jest elektron. Zakaz Pau-
liego dla elektronéw ttumaczy budowe okresowego uktadu pierwiastkéw, dyskutowany w
rozdziale 14.6.

13.3 Dwa elektrony

Elektrony maja spin 1/2, sa zatem fermionami. Ich funkcja falowa jest zatem antysyme-
tryczna ze wzgledu na przestawienie dwéch elektronéow. Skonstruujemy taka funkcje dla
dwéch elektronéw. Zaktadajac, ze oddzialywania nie "mieszaja" zmiennych przestrzennych
i spinowych, jednoelektronowa funkcja falowa to

Ya(r) Xs s (13.16)

gdzie ys—+ jest stanem wlasnym rzutu spinu 1/2 na o$ z do wartosci wlasnych +%4/2,
odpowiednio.
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Dla dwdch elektronéw musimy zantysymetryzowaé dwie takie funkcje falowe. Mamy
dwie mozliwosci: symetryczng czes¢ przestrzenng i antysymetryczng czes¢ spinowa lub an-
tysymetryczna czesé przestrzenna i symetryczna cze$¢ spinowa. Ustalajac dla uwagi o$ z
jako o$ rzutu spinu i zakladajac, ze rzut spinu na te o§ wynosi zero, otrzymujemy zatem
funkcje falowe

1.2 1.2
Y (1,2) = (o) (r2) - (m2) (1)) TS (13.17)
lub Xl X2 + Xl X2
G (1,2) = (a (r1)9hp(r2) — a(r2)P(r1)) % (13.18)
W obu wypadkach
¥(1,2) = —¢(2,1) (13.19)

Zatem zgodnie z tym co powiedzieliSmy w poprzednim rozdziale, dwa elektrony w sin-
gletowym stanie spinowym (13.17) beda si¢ "przyciagaé', natomiast dwa elektrony w stanie
trypletowym (13.18) beda sie "odpychaé". Fakt ten wykorzystuje sie przy opisie wiazan ko-
walencyjnych, np. w czasteczce wodoru Hs. Tylko singletowy stan spinowy prowadzi do
wigzania dwéch elektronéow tworzacych z dwoma protonami czasteczke Ho
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13.4 Zadania

1. Zakladajac ortogonalno$é¢ standéw jednoczastkowych pokazaé , ze amplituda prawdo-
podobienstwa (13.10) jest unormowana do jedynki.



Rozdziat 14

Atom wodoru

14.1 Potencjal sferycznie symetryczny

Przystepujemy do rozwazenia rownania Shroedingera w trzech wymiarach przestrzennych,
w ktérym potencjal jest sferycznie symetryczny, tzn. zalezy jedynie od odlegtosci od cen-
trum potencjatu r = |r|,

Vie)=V(r). (14.1)
Dodatkowo, rozpatrujemy tylko niezalezne od czasu potencjaly statyczne. Hamiltonian dla

takiego przypadku,
o2

A 1%
H=—4+V 14.2
PV, (14.2)
komutuje ze wszystkimi sktadowymi operatora kretu orbitalnego

[Li,H] =0, i=1,2,3. (14.3)

Czeé¢ swobodna hamiltonianu komutuje z tymi sktadowymi, gdyz na przyktad dla pierwszej
sktadowej kretu zachodzi

[L1,D*] = [22P3—23p2, Pt + D3+ 03] = [£2.55]Ps — [23,P3] P2
= 2ih(p2ps —p3p2) =0. (14.4)

W czesci hamiltonianu z oddzialywaniem wykorzystujmy warunek sferycznej symetrii po-
tencjatu, na przyklad

oV (r) ov (r) >

(21, V()] = [fﬁzﬁa—:ﬁsﬁz,‘/(r)]:—iﬁ<$2 a5
T2

(9:6‘3

= i) (xm’ - ”53552) ~0. (14.5)
dr r r

122
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Otrzymany wynik oznacza, ze operatory H,I?, Ls maja wspolny zbiér funkcji wla-
snych. Kwantowe stany wlasne w przypadku sferycznie symetrycznych, statycznych poten-
cjaléw beda wiec charakteryzowane liczbami kwantowymi bedacymi wartosciami wiasnymi
tych operatoréw:

|E,l,m). (14.6)

14.2 Czes¢ radialna réwnania Schroedingera

Zapiszmy stacjonarne réwnanie Shroedingera ze sferycznie symetrycznym potencjatem

2 2 2 2
{h (;ﬁ+§x%+§$§> +V(r)}¢(r)=E¢>(r), (14.7)

2m

we wspoélrzednych sferycznych (r,6,¢),

xr1 = rsinfcos¢o
To = rsinfsing
x3 = rcosf. (14.8)

Po wykonaniu rézniczkowan dostaniemy dla operatora Laplace’a

o 97  9?
A= —S+—S+-=
Ox? * 0z3 * 023

10 (4,0 11 0 5, 1 02
= —— (P )+ = | — = (sin0— ) + —— —|. 14.9
"2 or (’” 87“) T Line o0 (Sm ae> " sin?g a¢21 (14.9)
Czeéé laplasjanu w nawiasie kwadratowym to operator —1? /h2, patrz wzér (11.18).

Roéwnanie Schroedingera (14.7), mozemy wiec zapisa¢ w postaci

Comr2or 2mr2

2 72
{ A9 <r2£) L L +V(r)}¢(r) = E¢(r). (14.10)

Wiedzac, ze istnieje wspolny uktad funkcji wtasnych hamiltonianu i kwadratu kretu, po-
szukajmy rozwigzan w postaci

¢(r) = R(r) Yin (0,0). (14.11)

Po podstawieniu do powyzszego réwnania znajdujemy réwnanie na czesé radialna

{ m d <T2d> +V(r)+l(l+1)h2}R(T) = ER(r) (14.12)

Comr2dr dr 2mr?
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gdziel=0,1,2,.... Czastka kwantowa znajduje si¢ wiec w efektywnym potencjale sferycznie

symetrycznym

1(1+1)R?
2mr2

ktory zawiera dodatkowo cze$¢ odpychajaca dla [ > 0, wynikajaca z kretu orbitalnego czast-

ki. Podobny efekt (ale oczywiscie bez warunku kwantowania kretu) znajdujemy w mecha-

nice klasycznej przy ruchach w sferycznie symetrycznych potencjatach.

Vet (1) =V (r) + (14.13)

14.3 Spektrum energii wlasnych atomu wodoru

Zapiszmy réwnanie (14.12) w formie, ktéra uzyjemy do analizy zagadnienia wlasnego dla
atomu wodoru

d*R 2dR (2mE 2m I(1+1)
— +—— ——V(r)— R=0.
dr?2 = rdr ( h2 h2 (r) 72 >
Rozwazymy atom wodoropodobny, w ktérym jeden elektron jest wiazany przez jadro po-
tencjalem Coulomba

eQ

r

(14.14)

V(r)= (14.15)

gdzie Q) = Ze > 0 jest dodatnim tadunkiem jadra. Zakladamy, ze jadro jest nieskonczenie
cigzkie. Zaniedbujemy wigc operator energii kinetycznej jadra w hamiltonianie, rozwazajac
jedynie dynamike elektronu o masie m. Réwnanie radialne (14.14) przyjmuje wiec postaé

dr?2 7 dr

h2 h2 r r2

2 2
R 2dR <2mE 2m Ze l(l+1)>R:0_ (14.16)

Zachowanie asymptotyczne rozwigzania dla r» — co okredla wyraz staly z energia wila-
sng F. Aby uniezalezni¢ zachowanie asymptotyczne od energii tak dobierzemy zmienng
bezwymiarowa p, przy pomocy ktérej przepiszemy to réwnanie, by czton ten przeszedl w

stala warto$é réwna 1/4,
8m|E)|
p=ar, a=\{| o (14.17)

Otrzymamy wtedy réwnanie

d? 2d E X Il(l+1
—]§+——R ( Z- (t )>R:0, (14.18)
dp*> pdp  \4lE[ p p
gdzie stata
2mZe?
A= 02C (14.19)

ah?
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Bedziemy rozwazaé stany zwigzane, dla ktorych energia E'= —|F| < 0. Zachowanie asymp-
totyczne rozwigzania wynika z réwnania
d’R 1
~ZR 14.20
e =l (14.20)

skad posta¢ normalizowalnego rozwiazania dla p — oo
R(p) ~ e P2, (14.21)

Zauwazmy, ze dla energii £ = |FE| > 0 otrzymujemy nienormowalne oscylujace rozwiaza-
nie R ~ e*/2 ktére odpowiada stanom rozproszeniowym i ciaglemu spektrum dodatnich
energii wlasnych hamiltonianu atomu wodoru.

Poszukajmy wiec normowalnych rozwiazan réwnania (14.18) w postaci
R(p) =¥ F(p) (14.22)

Po podstawieniu znajdujemy nastepujace réwnanie na funkcje F(p)
?F (2 dF /A—1 I(l+1
2+<—1)+<— (t )>F:O. (14.23)
dp p dp P p
Ze wzgledu ma wystepujaca w rownaniu osobliwosé dla p = 0, poszukamy nieosobliwych
rozwigzan w tym punkcie w formie

F(p)=p"L(p), (14.24)

gdzie funkcja L jest analityczna w punkcie p =0,
oo
L(p) =Y arp® = (a0 +aip+azp®+...), (14.25)
k=0

natomiast wykladnik s pozostaje do wyznaczenia. Po podstawieniu F'(p) do (14.23), otrzy-
mujemy réwnanie

P’L" +p[2(s4+1)—p] L' +[p(A=s—1)+s(s+1)—1(1+1)]L = 0. (14.26)

Dla p =0 dostajemy
[s(s+1)—1(I4+1)]L=0 (14.27)

i stad dwa rozwigzania dla wartosci s,
s=1 s=—(+1), (14.28)
z ktorych tylko s =1=0,1,2,... daje nieosobliwa w zerze funkcje
F(p)=p'L(p), (14.29)
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a rownanie (14.26) przyjmuje postaé

d*L

dL
— 2042 —p) — A=Il-1)L = 14.
pGa 2= T Al L =0 (14.30)

Podstawiajac szereg (14.25), otrzymujemy

Zakk(k:—1)pk_1+2(2l—|—2)akkpk_1—Zakkpk+2()\—l—1)akpk:O,
k=1 k=1 k=0 k=0

gdzie w pierwszych dwoch szeregach rozpoczynamy sumowanie od k =1, gdyz wyrazy tych
szeregéw dla k = 0 wynosza zero. Przesuwajac nastepnie (k—1) — k w tych szeregach
mozemy rozpoczaé sumowanie od k=0

> a1 (k+Dkp"+> (204 2) apia (k+1)p" =D ankp"+> (A—1—1)a,p" =0.
k=0 k=0 k=0 k=0

Po uporzadkowaniu wyrazéw, ostatecznie otrzymujemy

(e 9]

S {ani b+ 1)(k+2042) — ax (k+1+1-X) }p* = 0. (14.31)
k=0

Stad relacja rekurencyjna dla wspotczynnikow szeregu

R 5o A )
T R e D) (B 20+2)

(14.32)

Dla k — oo stosunek kolejnych wyrazéw szeregu zachowuje sie tak jak szereg Taylora
funkcji eksponencjalnej e”,
Ak+1 1

~ = 14.
ot (14.33)

co prowadzi to do nienormowalnej radialnej funkcji falowej
R(p) ~ePe™P/2 = ¢er/2, (14.34)

Aby funkcja falowa byta normowalna szereg (14.25) musi sie¢ urywaé, stajac sie wielomia-
nem. Jest to mozliwe jedynie, gdy parametr A w relacji rekurencyjnej (14.32) jest réwny
kolejnym liczbom catkowitym dodatnim,

A=n, n=1,2,3,.... (14.35)

Wtedy ax+1 =0dla k=n—1—11iikolejne wspolczynniku nieskoniczonego szeregu sa réwne
Zeru, ag4o = apt3 = ... 0. Szereg (14.25) staje si¢ wielomianem stopnia k.
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o 5 10 15 20 25 30
r/ ro

Rysunek 14.1: Spektrum energii atomu wodoru wraz z potencjalem Coulomba. g to pro-

mien Bohra, a Ry =13.6 eV to stala Rydberga.

Warunek (14.35) jest warunkiem kwantowania dopuszczalnych energii stanéw zwiaza-
nych w atomie wodoru, gdyz wykorzystujac wzér (14.19), otrzymujemy

mZ%et 1

Dla Z =1 jest to wzér, ktore otrzymal Bohr w swoim modelu!. Tym razem jest on wynikiem
spéjnych zalozen mechaniki kwantowej, a nie efektem potaczenia mechaniki klasycznej z
niewyttumaczalnym na jej gruncie warunkiem kwantowania kretu orbitalnego. Struktura
poziomow energetycznych dla atomu wodoru jest pokazana na rysunku 14.1.

14.4 Wielomiany Laguerre’a i funkcje wlasne

Otrzymane wielomiany L(p) sa stowarzyszonymi wielomianami Laguerre’a z zaleznym od
n argumentem
_2Zr
Cnorg

(14.37)
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gdzie 7o ~ 5-1071 m jest promieniem Bohra W ogélnoéci, stowarzyszone wielomiany La-
guerre’a L,(gq) (p) stopnia k spelniaja réwnanie rézniczkowe

P o
p i +(¢g+1-p) dp + kL =0. (14.38)

Podstawiajac A = n do réwnania (14.30),

d*L dL
— 4+ 2l+2—p)— —1-1)L=0 14.39
P+ @H2=p) G 1= L=, (14.39)
znajdujemy relacje dla parametréw wielomianéw Laguerre’a
qg=20+1, k=n—1-1. (14.40)

W problemie wtasnym atomu wodoru wystepuja wiec wielomiany
L(p) = L35, (p), (14.41)
Z warunku k > 0 dla stopnia wielomianu wynika, ze dla danego n orbitalna liczba
kwantowa | zmienia sie w zakresie
0<i<n—1 (14.42)

Kazdej wartosci | odpowiada (2] +1) catkowitych warto$ci magnetycznej liczby kwantowej
m, opisujacej rzut kretu orbitalnego na wyrdzniong o$ z

(1443

Podsumujmy otrzymany wynik. Kazdej wartosci gltownej liczby kwantowej n odpowia-
daja liniowo niezalezne radialne funkcje falowe

Ru(p) = ¢ LEAY (p)e /2. (14.44)

Biorac pod uwage zaleznos¢ katowa, funkcje wtasne hamiltonianu atomu wodoru do ujem-
nych energii wlasnych (14.36) przyjmuja postaé

¢nlm(rvea¢) = Rnl(p) }/lm(evﬁi)) . (14'45)
Funkcje wtasne mozna unormowadé do jedynki,
[ Bun(r.0.6)r2drde =1, (14.46)

gdzie d2 = dcosfd¢ jest elementem kata brylowego.

Zbiér funkcji whasnych (14.45) nie tworzy uktadu zupelnego, gdyz widmo hamiltonianu
atomu wodoru posiada réwniez czes¢ ciagla, z energiami E > 0. Odpowiadajace im stany
wlasne, zwane stanami rozproszeniowymi, sa nienormowalne i opisuja elektron rozproszony
na jadrze. Dopiero po do dotaczeniu tych standéw do stanéw zwiazanych otrzymujemy uktad
zupelny.
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14.5 Degeneracja stanéw

Policzmy degeneracje poziomu energetycznego atomu wodoru, tzn liczbe liniowo niezalez-
nych funkeji wlasnych do danej energii wlasnej. Dla ustalonego n mamy [ =0,1,...,(n—1)
wartosci orbitalnej liczby kwantowej. Kazdemu [ odpowiada (2] + 1) wartosci magnetycznej
liczby kwantowej m. Stad degeneracja

n—1

> (241) = n. (14.47)
=0

Wzér ten tatwo udowodni¢ przez indukcje. Dla n =1 wzoér jest prawdziwy, natomiast dla
n~+ 1 znajdujemy

n n—1
S@I+1) =) (21+1)+(2n+1) =n’+2n+1 = (n+1)%. (14.48)
=0 =0

Biorac pod uwage, ze elektron ma dwie wartosci rzutu spinu na o$ z, ms = £1/2, znajdujemy
catkowitq degeneracjg wynoszgcg

degeneracja = 2n? (14.49)

Dodatkowe oddziatywania, np. pomiedzy momentami magnetycznymi elektronu i jadra,
znosza czesciowo te degeneracje.

Podsumowujac, pelna specyfikacja stanu elektronu w atomie wodoru polega na podaniu

czterech liczb kwantowych
In,l,m,my), (14.50)

gdzie n to gtéwna liczba kwantowa, [ to orbitalna liczba kwantowa, m to magnetyczna
liczba kwantowa, a ms to magnetyczna spinowa liczba kwantowa. Przyjeto sie oznaczaé
literami nizsze warto$ci orbitalnej liczby kwantowej,

= [z [5]
’htera‘s‘p‘d‘f‘

Stawiajac przed nimi warto$¢ gltéwnej liczby kwantowej, n = 1,2,3,4, dostajemy kolejne
stany, np.
152, 252, 2p%, 3s%, 3p5, 3d'0, 452, 4p°, 440, 4114, (14.51)

gdzie goérny indeks pokazuje stopienn degeneracji stanu.
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14.6 Uklad okresowy pierwiastkéw

Zakladajac, ze elektrony w atomie znajduja sie w uérednionym sferycznie symetrycznym
potencjale elektrostatycznym i sg niezalezne do siebie, mozemy zapelniaé kolejne stany
(14.50) elektronami zgodnie z zakazem Pauliego méwiacym, ze w danym stanie moze znaj-
dowac sie co najwyzej jeden elektron. Energie tych stanéw nie sa juz zdegenerowane i zaleza
od orbitalnej liczby kwantowej (.

Zbiér standw o tej samej gtéwnej liczbie kwantowej n nazywamy powloka elektrono-
wa. Maksymalna liczba elektronéw, ktéra mozna umiesci¢ na ostatniej (najwyzszej energe-
tycznie) powloce wynosi osiem. Tak zapelniona powloka nazywa sic powloka walencyj-
ng. Powloki walencyjne z wiecej niz odmioma elektronami sa niestabilne. Wyjatkiem od tej
zasady sa niektoére lantanowce i aktynowce, ktére moga mie¢ wiecej niz osiem elektronéw
na ostatniej powtoce 4 f lub 5f.

Tabela 17.1 ilustruje konfiguracje powtok elektronowych pierwszych trzydziestu szesciu
pierwiastkéw. Liczba stojaca przy pierwiastku to liczba atomowa Z okreslajaca liczbe pro-
tonéw w jadrze atomowym, a tym samym liczbe elektronéw w niezjonizowanym atomie.
Poziom f (I =3) wystepuje dopiero w cerze, 53Ce, natomiast wyzsze momenty pedu (I > 3)
nie wystepuja w stanach podstawowych atoméw. Na czarno zaznaczone sa gazy szlachetne
z ostatnia powloka walencyjna zapelniona o$mioma elektronami (z wyjatkiem helu He).
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14.7 Zadania

1. Ile wynosi kret orbitalny elektronu w stanie podstawowym w modelu Bohra atomu
wodoru, a ile w podejéciu bazujacym na réwnaniu Schroedingera?

2. Wyznaczy¢ unormowana do jedynki funkcje falowa stanu podstawowego atomu wo-
doru. W jakie odleglosci od jadra atomowego znajduje sie¢ maksimum gestosci praw-
dopodobienstwa?

3. Jaki jest wplyw skonczonej masy jadra atomowego M na otrzymane wyniki?

4. Poshugujac sie Tabelg 17.1 konfiguracji powlok elektronowych pierwiastkéw naryso-
wac strukture energetyczna standéw wiedzac, ze sg one zapelniane w rosnacej z energia
kolejnodci.
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Pierwiastek | Nazwa 1s | 28 2p | 3s 3p 3d | 4s 4p 4d 4f
1H wodér 1

2 He hel 2

3 Li lit 2| 1

4 Be beryl 2| 2

5B bor 21 21

6 C wegiel 21 2 2

7N azot 2123

80O tlen 21 2 4

9F fluor 2125

10 Ne neon 21 26

11 Na s6d 2|1 26 1

12 Mg magnez 21 26| 2

13 Al glin 2126 1] 21

14 Si krzem 21 26|22

15P fosfor 21 26 2 3

16 S siarka 21 26 2 4

17 ClI chlor 2|1 26|25

18 Ar argon 21 26 26

19 K potas 21 26 2 6 1
20 Ca wapn 21 26| 26 2
21 Sc skand 21 261|261 2
22 Ti tytan 21 26|26 2 2
23V wanad 21 26 26 3 2
24 Cr chrom 21 26 2 6 4 2
25 Mn mangan 2126|265 2
26 Fe zelazo 21 26 266 2
27 Co kobalt 21 261|267 2
28 Ni nikiel 21 261|268 2
29 Cu miedz 2126261011
30 Zn cynk 21261 2610 2
31 Ga gal 2126126101 21
32 Ge german 212612610 22
33 As arsen 2126126101 23
34 Se selen 2126|2610 2 4
35 Br brom 2126126101 25
36 Kr krypton | 2 | 2 6 26 10| 26

Tabela 14.1: Konfiguracja powlok elektronowych pierwszych trzydziestu szesciu pierwiast-
kéw. Na czarno zaznaczone sa gazy szlachetne z w pelni zapelniona powloka walencyjna.



Rozdziatl 18

Ewolucja kwantowa

18.1 Operatory unitarne

Operator U dzialajacy w przestrzeni Hilberta nazywam unitarnym jezeli dla dowolnych
dwdch stanéw |¢) i |¢) z tej przestrzeni, zachodzi

(Us|Ty) = (| ¢). (18.1)

Operatory unitarne zachowuja wiec warto$¢ braketu Diraca - iloczynu skalarnego w prze-
strzeni Hilberta. W szczegdélnosci nie zmieniaja normalizacji stanéw,

(U U9) = (p|v) =1. (18.2)

Innymi stowy, catkowite prawdopodobienstwo w mechanice kwantowej jest zachowane przez
operatory unitarne. Korzystajac z definicji (15.21) operatora sprzezonego po hermitowsku
otrzymujemy

UU=00"=1, (18.3)

gdzie druga z réwnoéci jest dodatkowym postulatem méwigcym, ze operatory unitarne sg
operatorami normalnymi.

18.2 Operator ewolucji

Ewolucja czasowa w mechanice kwantowej jest realizowana przez operatory unitarne dzia-
lajace w przestrzeni stanéw Hilberta H. Niech |¢(f)) oznacza stan kwantowy w chwili ¢.
Roéwnanie Schroedingera zapisane dla takiego stanu to

d

L
Yt

[W(t)) = H[y(t)). (18.4)
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gdzie hamiltonian jest operatorem hermitowskim, ktéry moze zaleze¢ od czasu.

Policzmy dla matego odstepu czasu 6t z dokladnoscig do liniowych wyrazen w tym
odstepie

10t A ( 10t

lt-+60) = [0(0) + 3t G 16(0) = [0(0) ~ 3 Blw(e) = (1= B ) jwie). (85)

Stad postaé operatora infinitezymalnej ewolucji w czasie stanu kwantowego,

N 10t

U(t+5t,t):ﬂ—fH, (18.6)
Jest on operatorem unitarnym, gdyz z hermitowskosci hamiltonianu wynika

O (¢4 66,6 0 (£ +6t,1) = (]1 + fom) (11 - ?H) —14 % (A'-A)=1 (87
i podobnie dla zmienionej kolejnosci operatoréw ewolucji.

W ogélnosci, dla skonczonych odstepdéw czasu ewolucja stanéw kwantowych w czasie
jest realizowane przez unitarny operator ewolucji U (t, o),

() = U(t,to) ¥ (to)) (18.8)

gdzie warunek unitarnosci to
U (t1,t0) U(tr,to) = U(tr,t0) Ul (t1,t0) = 1. (18.9)

Podstawiajac (18.8) do réwnania (18.4) otrzymujemy réwnanie Schroedingera dla operatora
ewolucji

d A A A
ih Ut,t0) = HU (t,to) (18.10)

Latwo sprawdzi¢, ze dla niezaleznego od czasu hamiltonianu znajdujemy rozwiazanie
Ut to) = e H(t=to)/h (18.11)

ktore dla infinitezymalnie malego odstepu czasu 6t =t —ty daje wzér (18.6) (stuszny takze
dla hamiltonianu zaleznego od czasu). Wazna wlasnoscia operatora ewolucji jest prawo
skladania w czasie

Ulty, to) = Ulta, t1) Ul(t1,t0) (18.12)

wraz z naturalna relacja U (to,to) = 1.
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18.3 Obrazy Schroedingera i Heisenberga

W obrazie Schroedingera stany zaleza od czasu ewoluujac zgodnie z rownaniem Schroedin-
gera (18.8), natomiast obserwable moga zaleze¢ od czasu jedynie poprzez czynnik zewnetrz-
ny, nie zwiazany z ewolucja uktadu kwantowego (np. potencjal zalezny od czasu). Warto$é
érednia obserwabli A w dowolnej chwili czasu to

(A), () = (WD) A]p(8)) - (18.13)
Podstawiajac wzér (18.8), otrzymujemy

(A),,(6) = (W (t0)| T (t,t0) AT (¢, t0) | $(t0) ) (18.14)

Zdefiniujmy nowy operator

A (t) =U'(t,t0)AU(t,t9) (18.15)

oraz niezalezny od czasu stan

Y = ¥(to) (18.16)

Transformacja ta definiuje obraz Heisenberga, w ktorym stany nie zalezg od czasu. Nie
zmienia ona przy tym wartoéci érednich obserwabli, gdyz

(A), () = (| Au()|Vm). (18.17)
Zauwazmy, ze operator Ay jest hermitowski oraz ma te same wartosci wlasne co operator

A w obrazie Schroedingera, patrz zadanie 4 do tego rozdziatu.

Odpowiednikiem réwnania Schroedingera dla ewolucji standéw sg rownania Heisenberga
ewolucji obserwabli. Liczac pochodna czasowa wzoru (18.15), znajdujemy po wykorzystaniu
réwnania (18.10) oraz jego sprzezenia zespolonego

dAy dUt -~ .. dU A .
—H 2 A TAZZ T2
dt t v+u dt+U &fU
1 ( msommm ot noan A
= — I U'HA TAH =1\ . 18.1
m{ OTHAD+0TARTY + o) (18.18)

Wstawiajac operator 1 = Uut pomiedzy operatory AiH , otrzymujemy

dAy 1

— = 18.19
dt ih ( )

{—ﬁHAH +AHFIH}+ (%f)H .
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Stad ostateczna posta¢ rownan Heisenberga dla obserwabli

A 1r. = A
H

dt — ih ot

gdzie Hy jest hamiltonianem w obrazie Heisenberga. Pochodna czastkowa po czasie w
ostatnim czlonie pojawia sie gdy operator A zalezy jawnie od czasu poprzez czynnik ze-
wnetrzny.

Zauwazmy, ze dla hamiltonianéw H niezaleznych jawnie od czasu zachodzi w obrazie
Heisenberga
dHy 1
dt ik
Stad hamiltonian Hy tez nie zalezy od czasu. Rownanie to stuzy takze do wyrazenia zasady
zachowania energii w mechanice kwantowej. Liczac pochodna po czasie z wartosci sredniej
hamiltonianu w dowolnym stanie, znajdujemy dla ukiadéw izolowanych, dla ktérych ha-
miltonian nie zaleza jawnie od czasu

[y By | = 0. (18.21)

dHpy

d .
Wl A ) = (| =

$< [YE) =0 (18.22)

s 7

Stad wartosc¢ srednia energii jest zachowana dla uktadéw izolowanych.

18.4 Twierdzenie Ehrenfesta

Do jakiego stopnia rownania Newtona mechaniki klasycznej sa zawarte w mechanice kwan-
towej? Odpowiedzia na to pytanie jest twierdzenie Ehrenfesta.

Rozwazmy dla uproszczenia jeden wymiar przestrzenny. Operatory polozenia Z i pedu

p staja sie zalezne od czasu w obrazie Heisenberga. Nie zmienia sie natomiast kanoniczna
reguta komutacji

[Zm(t),pu(t)] =ih. (18.23)

Rozwazmy hamiltonian czastki oddziatujacej w obrazie Schroedingera

2 p O 4
H=—+V(2,1). 18.24

ktory w obrazie Heisenberga przyjmuje postac

9
Hy = %+V(@H,t). (18.25)
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Znajdzmy réwnania Heisenberga dla operatoréw Ty i pg korzystajac z kanonicznej reguty
komutacji (18.23),

dig _ 1. o7 1| py|_du
at ih[ H’HH} ik le’2m T m (18.26)
dpgr 1. - 1. o~ OV (Z1,1)

L P o _ 18.2
= o ow An| = o e Van0) o (18.27)

Obkladaja je stanami (¢g|...|Yn), znajdujemy réwnania dla wartosci $rednich opera-
toréw polozenia (2) oraz pedu (p) w stanie 9,

d(z) (p)

dt m (18.28)
d(p) oV (&,1)

dt < ox >¢' (18.29)

Wynik ten nie zalezy od obrazu, wiec opuéciliémy wskaznik H przy operatorach. Jezeli dla
wartosci Sredniej gradientu potencjatu zachodzi

<8V€§i’” >¢ ~ W(;?’t) (18.30)

to otrzymujemy zamkniety uklad réwnan dla wartoéci érednich, tozsamy z klasycznymi
rownaniami ruchu Newtona

() = mcﬁ? (18.31)
dp)  OV((2),t)
=L = (18.32)

Jest to tresé twierdzenia Ehrenfesta.

Roéwnanie (18.30) jest $ciste dla potencjaléw co najwyzej kwadratowych w polozeniu,
w szczegblnosci dla potencjatu oscylatora harmonicznego

<W> — k(2). (18.33)
ox "

Wartosci érednie potozenia i pedu kwantowego oscylatora harmonicznego w dowolnym sta-
nie ewoluuja tak jak klasyczny oscylator!
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Podobnie, dla czastki swobodnej, V' = 0, otrzymujemy trajektorie klasyczna dla wartosci
srednich R
2y = (P) 5 =
(&)=~ (t—to), (p) = const. (18.34)
m

Jak widzielidmy w rozdziale 7, dyspersja polozenia rosnie z czasem prowadzac do rozpty-
wania sie pakietu falowego w przestrzeni potozen. Charakterystyka uktadu kwantowego
poprzez klasyczny ruch wartosci sredniej polozenia szybko wiec traci sens.

Jaki jest warunek by réwnanie (18.30) bylo spelnione w sposéb przyblizony? Rozwinmy
potencjal, zapisany w reprezentacji polozeniowej, wokél wartosci $redniej (2) z dokladno-
Scig do trzeciego rzedu

. " \Ved

Vi(e) = Vo+ Vi (z = (2)) + 5y (v - (@)* + 5 (@ (@)°, (18.35)
gdzie primy oznaczaja pochodne potencjatu po z, obliczone dla z = (#). Policzmy pochodna
potencjatu,

() "
T VIV (o (@) + o (2 (@), (18.36)

a nastepnie wartos¢ érednig w stanie ¢. Otrzymujemy
8‘7 , v 2

gdyz wyrazenie liniowe znika. Wartos¢ srednia po prawej stronie to zalezna od czasu dys-
persja potozenia ai(:f:). Jezeli jest ona na tyle mata, ze wyraz ten mozna zaniedbaé, tzn.

!

1%
oh(3) € 2—

i , (18.38)

r= §:>

otrzymujemy
oV OV ((&),t)
— ) ~—, 18.
< Ox >¢ Ox (18.39)

Stad przyblizone rownania Newtona dla wartosci srednich

d(p) N _8V(<§;>,t)
dt Ox ’

(18.40)

Potencjatl musi by¢ wiec wolnozmienng funkcja potozenia w skali okreslonej przez szerokosé
pakietu falowego w danej chwili czasu, aby rownania dla wartosci srednich potozenia i pedu
staly sie klasycznymi réwnaniami Newtona.



ROZDZIAL 18. EWOLUCJA KWANTOWA 139

18.5 Zadania

1. Udowodnié, ze wartoéci wlasne operatoréw unitarnych sa postaci A = e'®, gdzie faza
¢ jest rzeczywista.

2. Pokazaé, ze hamiltonian H = p2/(2m) + V(2,¢) ma nastepujace elementy macierzowe
w bazie stanéw wlasnych operatora polozenia

2 2
(x|H|z") = {—;ﬂnaaﬁ+‘/(x,t)}5(zx/). (18.41)

Wprowadzi¢ réwnanie Schroedingera (4.17) w reprezentacji polozeniowej wychodzac
z postaci (18.3).

3. Pokazaé, ze dla niezaleznego od czasu hamiltonianu z zupelnym uktadem funkcji
wlasnych ¢, (z) do wartoéci wlasnych E,,, macierz operatora ewolucji w reprezentacji
potozeniowej przyjmuje postaé

Ulx,t;2o,t0) = (2|U(tto)|wo)

= " nl@)gy(wo) e Fnli=to)/h, (18.42)
n
Udowodnié¢, ze funkcja falowa ewoluuje zgodnie z wzorem

b(a,t) = / Uzt .to) ¥ (z0,to) dzo (18.43)

4. Udowodnié, ze operatory obserwabli w obrazie Heienberga Ay sq hermitowskie oraz
maja te same wartoéci wlasne co operatory A w obrazie Schroedingera.

5. Udowodnié¢ regule komutacji (18.23).
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Przykltady ewolucji kwantowej

19.1 Ewolucja ukladu dwupoziomowego

Rozwazmy uklad kwantowy, dla ktorego przestrzen Hilberta stanéw jest dwuwymiarowa.
Przykladem jest uklad o spinie 1/2 z zaniedbang zalezno$cig od zmiennych przestrzennych.
Niech baza w przestrzeni Hilberta standéw tego uktadu beda stany opisujace dwa mozliwe
rzuty spinu na os$ z

1) =lz+), 2) =1z,-) (19.1)
Rozwiazemy réwnanie Schroedingera dla naszego uktadu z niezaleznym od czasu hamilto-
nianem,
i 0(0) = H (). (19.2)
szukajac rozwiazania w postaci
(1)) = ar(t)[1) + a2(t)[2). (19.3)

Po podstawieniu do rownania Schroedingera i skorzystaniu z wlasnosci liniowosci hamilto-
nianu, otrzymujemy

day

. . dCLQ
h— |1 h
i dt\>+z

—12) =ay H|1) + ag H|2) (19.4)

Obktadajac kolejno obie strony stanami (1| oraz (2|, dostajemy po skorzystaniu z ortonor-
malnosci stanéw bazowych uktad réwnan

da1

ih—> = a1 (1|H|1) + a2 (1|H|2)
d , .
ih% = a1 2|H|1) + a2 (2| H|2). (19.5)

140
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Wielkosci Hy, = (i|H|k) to elementy macierzowe hamiltonianu w przyjetej bazie. Warunek
hermitowskosci hamiltonianu prowadzi do hermitowskiej macierzy hamiltonianu

; Hy1 Hip eg V
H)i, = = ; , 19.6
()i ( Hy1 Hao > ( V* e ) ( )

W przypadku braku oddzialywania, elementy niediagonalne V = 0. Wielkosci €; i €3 sa
wtedy wartosciami wlasnymi hamiltonianu H do odpowiednio stanéw whasnych [1) i [2).
W szczegblnodci, dla €; = €2, stany te sa zdegenerowane. Po wlaczeniu oddziatywania, gdy
V #£0, degeneracja ta zostanie usunieta.

Uktad réwnan (19.5) mozna wiec zapisa¢ w postaci macierzowej

Ld [ a eV a
RS

Podstawiajac rozwiazania w postaci
ar(t) = e Fh AL as(t) = e M A, (19.8)

znajdujemy jednorodny ukiad réwnan na wspétczynniki A; oraz Ao

e —F |4 A
( 1v* 62_E><A;>:o. (19.9)

OtrzymaliSmy w ten sposéb réwnanie wlasne dla pelnej macierzy hamiltonianu (19.6) z
energiami wlasnymi rownymi E. Niezerowe rozwiazania istnieja jesli wyznacznik gléowny
jest réwny zeru

(1 —E)(ea—E)—|V[*=0, (19.10)

co prowadzi do nastepujacych wartoéci energii wlasnych

_ 2
EL— 61"2”2 j:\/(61 462) F V]2 (19.11)

Dla przypadku réwnych energii uktadu niezaburzonego, €; = €5 = €, mamy
Ey=c+/|V|2. (19.12)

i degeneracja stanéw wtasnych hamiltonianu jest usunieta. Policzmy dla tego przypadku
wspolczynniki A 5. Podstawiajac kolejno wartosci E4, otrzymujemy

E+ : A1 = A2

E_ A1 = —AQ. (1913)
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Otrzymujemy wiec rozwiazanie symetryczne ze wzgledu na przestawienie standéw niezabu-
rzonych dla energii F,

, 1 2
Wy (b)) = e /N <| >}2| >> (19.14)
oraz rozwiazanie antysymetryczne dla energii F_,
. 1)—12
[ (t)) = e E-1/N (' >ﬁ| >> (19.15)

Czynnik /2 zapewnia prawidlowa normalizacje tych stanéw, ktére tworza nowsg baze or-
tonormalng dla kazdego t,

(Yx®)Y£(t) =1, (Y (®)|y=£(t)) =0 (19.16)

Ogodlne rozwigzanie jest kombinacja liniows stanéw wlasnych

(1)) = Al (1)) + Blyp-(1)). (19.17)

Nieznane wspoélezynniki A i B wyznacza si¢ z warunku poczatkowego [1(0)) oraz warunku
unormowania stanu do jedynki

YOle®) = [AP+[B* =1. (19.18)
19.2 Ewolucja spinu 1/2

Powracajac do naszego przyktadu ze spinem 1/2 zalézmy, ze w chwili poczatkowej byt on
w stanie z rzutem spinu skierowanym do géry wzdtuz osi z

[1(0)) = |z,+) =1). (19.19)
Otrzymujemy stad
A+ B A-B
0)=|—— 1)+ |——=1]12)=11). 19.20
wo) = (52 )w+ (S ) =1 (19:20)
Stad wynika, ze
1
A=B=—, 19.21
7 (19.21)
co prowadzi do nastepujacej zaleznosci czasowej
e~ iE+t/h  o—iE_t/h o—iE+t/h _ o—iE_t/h
() = 1)+ 12). (19.22)

2 2
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Zalézmy, ze wzdtuz osi x przylozono pole magnetyczne B, co prowadzi do nastepujacego

hamiltonianu
H=—uBoy = ( _23 _’SB ) , (19.23)
gdzie p jest momentem magnetycznym czastki. Tak wiec
e=0, V=—uB
i wartosci wlasne (19.12) to
Ey=FuB, (19.24)

a rozwigzanie (19.22) przyjmuje postaé

B B
[Y(t)) = cos ('uht) |1) + isin (Mht) 2). (19.25)
Wielkosc¢ B
w = ’% (19.26)

nazywa sie czestoscia preces;ji.
Prawdopodobienstwo, ze uktad pozostaje w stanie z rzutem spinu na o$ z skierowanym
do gory to

Pi(6) = (1 u(e) P = cos* (171, (19.27)

natomiast prawdopodobienstwo, ze uktad przechodzi do stanu z rzutem spinu skierowanym
w dot to

Po(t) = |(21:(1))]? = sin® ("ft) | (19.28)

Oczywiécie zachodzi
Pl(t)“l‘PQ(t) =1. (19.29)

Prostopadte do osi z pole magnetyczne wymusza wiec oscylacje w czasie prawdopodo-
bienstw pomiaru rzutéw spinu na oS z.
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19.3 Zadania

1. Znalezé rozwiazanie réwnania Schroedingera dla ukladu dla spinu 1/2 z hamiltonia-

nem
- _ 0 B
H=—-puBoy= ( _iuB 0 ) , (19.30)

opisujacym oddziatywanie z pole magnetycznym skierowanym wzdtuz osi y. Zatozy¢,
ze w chwili poczatkowej uklad byl w stanie z rzutem spinu +1/2 na o$ z.



Dodatek A

Przedrostki liczbowe

Przedrostek | Oznaczenie | Mnoznik
yota Y 10%
zeta, 7 102!
eksa, E 10'8
peta P 1019
tera T 102
giga G 10°
mega M 106
kilo k 103

hekto h 102
deka da 10!
100=1
decy d 107!
centy c 1072
mili m 1073
mikro " 1076
nano n 1079
piko p 1012
femto f 10710
atto a 10718
zepto zZ 10-2¢
jokto y 10~
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Dodatek B

Stale fizyczne

6.626-1073* J-s
h/2m =1.054-10734 J s
3-10% m/s
197.3 MeV - fm
1.6-107* C
1.6-10719J
9.11-1073! kg
0.511 MeV
1.673-1072" kg
938.272 MeV
1.675-1072" kg
939.565 MeV

1.38-107 J. K1 =8.62-107° V.- K}

6.022-10%% mol !
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