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Wyktad 15

Rownania rozniczkowe
ZWYycCzajne

15.1 Roéwnania zwyczajne drugiego rzedu

Wiele rownan fizyki ma forme liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych
drugiego rzedu, postaci

a(z)w"(z) + B(z)w'(2) +v(2)w(z) = 0 (15.1)

gdzie w(z) jest poszukiwana funkcja zmiennej zespolonej z, natomiast funk-
cje a(z),8(2),7v(z) sa znane. Primy oznaczaja rézniczkowanie po z. Dzielac
przez «(z) otrzymamy

w”(2) + p(2)w'(2) + q(z)w(z) = 0, (15.2)

gdzie

_ 5 o
pE) =0 1) =15 (153)

Ze wzgledu na zero wystepujace po prawej stronie (15.1), rozwazamy row-
nania jednorodne.

Roéwnania jednorodne maja zawsze dwa liniowo niezalezne rozwiazania
szczegolne wy(z) 1 wa(z). Rozwiazanie ogdlne w(z) to ich kombinacja liniowa

’w(z) = crwi(z) + cowa(z) ‘ (15.4)

gdzie c1,co sa dowolnymi liczbami zespolonymi.



Definicja
Dwie funkcje wi(z) i wa(z) sa liniowo niezalezne jezeli speliony
jest warunek

aqwi(z) +agwa(z) =0 <=> a3 =a2=0. (15.5)

Jesli warunek ten nie jest spelniony to wtedy jedna z funkcji wyraza sie
przez drugia, na przyktad wi(z) = —asws(2)/a;.

Twierdzenie

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym liniowej niezalezno$ci roz-
wiazan jest by istnial punkt zg, w ktérym wyznacznik Wronskiego
(wronskian) W, zdefiniowany ponizej, jest rézny od zera:

W(Z(]) =

wi(20) wa(z0)
W) (o) |7é0. (15.6)

Rozwazmy bowiem kombinacje liniowa po lewej stronie relacji (15.5).
Roézniczkujac po z dostaniemy uktad réwnan na wspdtczynniki a; i as

ajwi(z) + agwa(z) = 0
a1 wy(z) + aswy(z) = 0 (15.7)

Jedli istnieje zo takie, ze W(zg) # 0 to jedynym rozwiazaniem jest
a1 = ag =0 i funkcje sa liniowo niezalezne. Natomiast warunek liniowej
niezalezno$ci rozwiazan implikuje rézny od zera wronskian w kazdym
punkcie.

Stale ¢; 1 co w rozwiazaniu ogélnym (15.4) mozna wyznaczy¢ znajac
warto$ci w(zg) 1 w'(z9) w dowolnym punkcie zy, poprzez rozwiazanie ukladu
réwnan

crwi(zo) + cowa(zp) = w(zo)
c1wi(20) + cowh(z0) = w'(20)- (15.8)

Niezerowe rozwiazanie istnieje, gdyz W(zg) # 0.



15.2 Klasyfikacja punktéw osobliwych

Bedziemy poszukiwali rozwiazan réwnania jednorodnego poprzez rozwijanie
funkeji w(z) w szereg potegowy wokét wybranego punktu zg. W zwiazku z
tym wprowadzmy nastepujace definicje.

Punkt zg jest punktem regularnym réwnania (15.2) jesli p(z) i ¢(z) sa
analityczne w tym punkcie. Mozna je wtedy rozwinaé¢ w szereg Taylora w
pewnym otoczeniu tego punktu

p(z) = D pm(z—20)"
m=0

q(z) = i gm(z—20)" . (15.9)
m=0

Jesli p(z) lub ¢(z) nie sa analityczne w punkcie zy to jest on punktem oso-
bliwym réwnania (15.2). Dla takich punktéw istnieje bardziej szczegbétowy
podzial.

Jezeli w punkcie osobliwym zy funkcja p(z) ma co najwyzej biegun 1.
rzedu, natomiast ¢(z) ma co najwyzej biegun 2 rzedu to jest on regularnym
punktem osobliwym. Wtedy w pewnym otoczeniu pierscieniowym zq

p) = 3 e zo)™
m=0

q(z) = iQm(Z_ZO)m_Q- (15.10)
m=0

Jezeli powyzsze warunki nie sa spelnione to zg jest niereqularnym punktem
osobliwym.

Twierdzenie Fuchsa

Dla punktu regularnego lub regularnie osobliwego mozna zawsze zna-
lez¢ przynajmniej jedno rozwiazanie szczegélne réwnania (15.2) po-
przez rozwiniecie wokot tego punktu w szereg postaci

w(z) = Zan (z—29)" "¢, (15.11)
n=0

gdzie c jest liczba zespolona do wyznaczenia. Promien zbieznosci tego
szeregu jest okreslony przez odleglosci do najblizszego punktu osobli-
wego réwnania (15.2).



15.3 Punkt w nieskonczonosci

Punkt z = co badamy wykonujac transformacje ¢t = 1/z, przy pomocy kté-
rej nieskonczonosé zostata odwzorowana w punkt ¢ = 0. Zapiszmy réwnanie
(15.2) przy pomocy zmiennej t. Rézniczkujac, znajdujemy

dw dwdt — 1dw  sdw

- = = - =
dz dt dz x? dt dt
Dla drugiej pochodnej otrzymujemy

d*w d (dw\ dt 5 d g dw 4 dPw 3 dw
= ()= P () =t e 2t
dz? dt(dz)dz dt( ) +

Stad otrzymujemy

d*w dw 4 d%w 3 9] dw
5 () al)w = s {20 p(t) P} T (D w
i ostateczne rownanie w nowej zmiennej ma postac
d*w dw
— + P(t) — tyw =20 15.12
P+ Q) = 0, (15.12)
gdzie
2t —p(t q(t
P(t) = 752()’ Qt) = 54) (15.13)
Jezeli dla t — 0 (z — o0) zachodzi
2

p(t) = 2t + pat® + ...

P2
> p(z)z;%—;%—...

qt) = qat* + gst° + ... => q(z)=3—i+3—§+... (15.14)

to z = oo jest punktem regularnym. Natomiast, gdy w tej samej granicy
mamy

) =pritpt’+.. => p(2)2%+%+...
92 | 43
gt =@t +at+...  =>  q»)= St gt (15.15)

to z = oo jest reqularnym punktem osobliwym.



ROWNANIE RPO NPO

Oscylatora harmonicznego

w” 4+ w?w =0 brak 00
Hermite’a - kwantowy oscylator harmoniczny

w” —2zw' 4+ 2aw =0 brak 00
Laguerre’a - atom wodoru

2w+ (1—2)w' +aw =0 0 00
Bessela

2w’ 4+ zw' + (22 =vH)w =0 0 00
Konfluentne

2w+ (y=—z)w' —aw =0 0 00
Czebyszewa

(1—2Hw" — zw' +n?w =0 —1,1,00 brak
Legendre’a - kwantowy kret orbitalny

(1-22)w" — 220" + [104+1) = {25 |w = 0 ~1,1,00 brak
Gaussa (hipergeometryczne)

zz=Dw" +[1+a+p)z—7]w + afw =0 0,1,00 brak

W obu przypadkach mozemy szukaé rozwiazania w postaci szeregu Fro-
beniusa wokoét nieskoniczonosci

[e’¢) 00 n+c
w = Zant’”c = Zan <1> : (15.16)
n=0 n=0

z

W tabelce obok podajemy przyktady jednorodnych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych drugiego rzedu wraz z regularnymi (RPO) i nieregularnymi
(NPO) punktami osobliwymi.

15.4 Roéwnanie niejednorodne

Niejednorodne réwnanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu ma postacé

w”(2) + p(2)w'(z) + q(2)w(z) = f(2), (15.17)

gdzie f(z) jest znana funkcja. Rozwiazanie ogélne to

w(z) = crwi(z) + cawa(z) + u(z), (15.18)



gdzie w1 i wo to liniowo niezalezne rozwiazania réwnania jednorodnego, na-
tomiast v to rozwiazanie szczegblne rownania niejednorodnego. Mozna je
zbudowaé z rozwiazan wi i we w nastepujacy sposob.

Rozwazmy rozwiazanie ogélne réwnania jednorodnego (15.4), w ktérym
uzmienniliSmy state ¢ i ¢

u(z) = c1(z)wi(z) + ca(z) wa(z). (15.19)

Dobierzemy je tak by u(z) bylo rozwiazaniem szczegdlnym réwnania niejed-
norodnego. Rézniczkujac po z dostaniemy

u' = {crw] +cowh} + {cfwi +hws} (15.20)
———
c3

Zazadajmy by c3 = 0. Wtedy rézniczkujac raz jeszcze, znajdujemy
u" = {erw] +eawh} + {djwi +chwh} . (15.21)

Po podstawieniu obu pochodnych do (15.17) i wykorzystaniu faktu, ze w; i
wy sa rozwiazaniami réwnania jednorodnego, otrzymujemy

{dwl+hwy} = f. (15.22)
Stad nastepujacy uklad réwnan na pochodne ¢ i co

c3 = jwy+chws = 0

w)+chwh = f. (15.23)
Dla rozwiazan liniowo niezaleznych wronskian W jest rézny od zera, wiec
R . S L Y
W f wsy 14% W wy f W
Ostatecznie, rozwiazania
4=~ S HOde, ) y e REOLSLED

Podstawiajac do (15.19), otrzymujemy rozwiazanie szczegdlne réwnania nie-
jednorodnego

u(z) = /z{w1(C)w2(Z)3V—(CU)12(C)w1(Z)}f(c)dc

20

G(z,¢) f(¢)d¢, (15.25)

10



gdzie G(z,(C) jest funkcja Greena zbudowana z rozwiazan réwnania jedno-
rodnego. Ostatecznie, rozwiazanie ogélne réwnania (15.17) to

w(z) = c1wn (2) + cawa(z) + / G(2,¢) F(C)dC (15.26)

11



Wyktad 16

Rozwiazania réwnan
rozniczkowych

16.1 Rozwiazania wok6l punktéw regularnych

Niech zy bedzie punktem regularnym réwnania
w”(2) + p(z)w'(2) + q(2)w(z) = 0, (16.1)

co oznacza, ze stuszne sa wzory (10.9):

p(2) = > pml(z—20)"
m=0

[e.e]
q(z) = > qm(z—20)"" (16.2)
m=0
Poszukajmy rozwiazania w postaci
o
w(z) = Zan(z—zo)” (16.3)
n=0

w pewnym otoczeniu |z — zg| < R. Promien zbieznosci R jest okreslony przez
odleglosé zp do najblizszegu punktu osobliwego réwnania (16.1). Policzmy

w'(z) = Zann(z—zo)”_l (16.4)
n=1

w’(z) = Zann(n—l)(z—zo)”_Q.
n=2

12



Wygodnie jest zmieni¢ wskaZniki sumowania tak by zaczynaty sie od n =0

W) = 3t (14 1) (2 - 20)"
n=0

w’(z) = Z ant2(n+2)(n+1)(z—2z)".
n=0

Podstawiamy powyzsze szeregi wraz z (16.2) do réwnania (16.1):

S s (14 2)(n 1) (2 — 20)"
n=0

{me z—20) }{Zalﬂ l—i—l)(z—zo)l}

S e} Suteat) -0

Skorzystamy nastepnie ze wzoru na mnozenie dwoch szeregéw
o0 oo
m=0 =0 n=0

Oznaczajac dla szeregéw w drugiej linijce (16.6)
Am :pm(Z_ZO)m7 Br=aj41 (l-l—l) (Z—zo)l

oraz podobnie dla szeregéw w trzeciej linijce, otrzymujemy

o0

Y ant2(n+2)(n+1) (2 —2)"
n=0

n=0
+ i{ipn lalH(l—l—l)}(z—zo)"
(5.

+ Z lal}(z—zo)”:o.
n=0

Wyrazy przy kazdej potedze (z — zp)™ musza znikaé, stad warunek

n
ant2(n+2)(n+1) + Y [pntaipr (1+1) + gnya] = 0.
1=0

13

(16.5)

(16.6)

(16.7)

(16.8)

(16.9)



OtrzymaliSmy zatem rekurencje wiazaca a,y2 z wyrazami q; dla I < (n+1).
Przyktadowo, dla n = 0,1 otrzymamy

2aa+poar+qoap = 0 =>  ag =az(ag,a1)
6as+ (2poaz+pra1)+(qa1+qap) =0 => az=as(agp,a1).

W ten sposéb znajdujemy wspotezynniki szeregu (16.3) jako funkcje dwoch
pierwszych wspotczynnikow:

an = aplag,a1), n=2 (16.10)
i wtedy
oo
w(z) = ao+ a1 (z—z20) + Y an(z—2)". (16.11)
n=2

Postaé¢ (16.11) rozwiazania pozwala znalez¢é dwa liniowo niezalezne roz-
wiazania poprzez odpowiedni dobor wspdlczynnikéw ag i a;. Warunkiem
koniecznym i wystarczajacym liniowej niezaleznosci rozwiazni jest istnienie
punktu, w ktérym wronskian W byl rézny od zera. Dobierajac zatem dwie
pary wspélczynnikéw (ag,a1) oraz (by,b1) dla rozwiazan (16.11) tak by dla
z = 29 zachodzilto

W(Zo) = = ap b1 —b0a1 7& 0 (1612)

ap bo
al b1

to otrzymamy dwa liniowo niezalezne rozwiazania. Ponizszy przyktad ilu-
struje te metode.

16.1.1 Przyktad

Poszukajmy rozwiazania rownania
w”(2) + w(z) = 0. (16.13)

Funkcje p(z) =0 i ¢(2) =1, stad punkt z =0 jest punktem regularnym
réwnania. Podstawiajac rozwiazanie w postaci

w(z) = Zanz", (16.14)
n=0

14



dla ktérego

w”(z) = i ant2(m+2)(n+1)2"

n=0
dostajemy
0.)
Zan+2 (n+2)(n+1) + ay)z" = 0.
n=0
Stad zwiazek
an
a =
T T 4 2)(n+ 1)
Dla parzystych wskaznikéow znajdujemy
a 1 a
= —— = ]_
=15 =y
a2 2 @0
= —— = ]_
e e T
a4 agn

= —— =(-13=.
w =55~ D
Stad ogélna postaé¢ wspotczynnikéw dla k > 1

agf— a

(2k—1)(2k) (2k)!

W ten sposéb otrzymaliSmy rozwiazanie

22 2t 25
wy(z) = agp l—j—l————%—... = qagCOSZ.

Podobnie, dla nieparzystych wskaznikoéw znajdziemy

al lal

= —— = 1
as 5.3 (-1) 3
as 2&1

= —— = ]_
5 15 D
_ % 3@
a1 =~ = U

co prowadzi do drugiego, liniowo niezaleznego rozwiazania

28 25 2T .
wy(z) =a1|z2—=+——=+...] =arsinz.

Rozwiazanie ogdélne to

w(z) = agcosz + aj sinz.

15
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16.2 Drugie rozwiazanie

Przedstawiona powyzej metoda znajdowania drugiego, liniowo niezalezne-
go rozwiazania stosuje sie tylko do rozwiazan wokét punktéow regularnych.
W ogélnoéci, drugie rowiazanie mozna znalezé przy pomocy pierwszego za
pomoca wzoru, ktéry wyprowadzimy.

Zalozmy, ze wi i wo sa liniowo niezaleznymi rozwigzaniami réwnania
(10.1). Traktujac wronskian W(z) # 0 jako znana funkcje podzielmy obie
strony réwnania

wiwhy — waw) = W (16.22)

przez w?, otrzymujac

L dwy wpdw d (wz)
w1

paat 16.2
wy dz  w? dz dz (16.23)

Stad rozwiazanie ostatniego réwnania

wa(z) = wi(2) exp{/zuy]\;(é)) df} (16.24)

Wz6r ten moze shuzyé do znalezienia drugiego rozwiazania pod warun-
kiem, ze funkcja W jest znana. W tym celu policzmy pochodna wronskianu

W' = (wywh — waw)) = wiwh — wow]
= wy (—pwh — quz) — wa (—pw) — quy)

= —p(wywh — waw)). (16.25)

Stad rownanie
W = —pWw (16.26)

i jego rozwiazanie dane wzorem

WO —exp{ - i p(O)dc ) (16.27)

Dolne granice catkowania (stale catkowania) nalezy wybraé tak by otrzymaé
najprostsze wzory.

16



Przyktad

Jezeli pierwsze rozwiazanie réwnania oscylatora harmonicznego (16.13)
to wi(z) = cosz to drugie, liniowo niezalezno ma postaé

Z d
wa(z) = cosz/ cosg( = —cosztgz = —sinz. (16.28)

16.3 Rozwiazania wok6ét RPO

Niech zp bedzie regularnym punktem osobliwym (RPO) réwnania

w”(2) + p(z)w'(2) + q(2) w(z) = 0, (16.29)

co oznacza, ze stuszne sa wzory (10.10):

p(z) = Y pmlz—2)"""
m=0

o0
q(z) = Z Gm(z — zo)m72. (16.30)
Poszukajmy rozwiazania rownania (16.29) w postaci szerequ Frobeniusa
(e.e]
= an(z—2)""°, (16.31)

gdzie c jest liczba do wyznaczenia. Rézniczkujac, otrzymamy

w'(z) = Zan n+c)(z—z)" Tt
w”(z) = Zan(n—I—C)(n—l—c—1)(z—z0)”+c_2. (16.32)
n=0

Podstawiajac do réwnania (16.29), znajdujemy

Z an(n+c)(n+c—1)(z—z)" T2
n=0

{me z—zp)™ }{Zaz (I+¢)( )”C_l}
+ { i Gm (2 = ZO)mQ} {Zaz (2~ zo)l“} =0. (16.33)
m=0 =0

17



Korzystajac ze wzoru

(S (52) - 5 ()

n=0

przy mnozeniu dwoéch szeregdéw, znajdujemy

Zan (n+c)(n+c— 1) (Z _ZO)n-i-c—Z
n=0

+ Z{an 1a;(I+c) }( — zp)te2
T i {i qn—zaz} (z—z0)" "% = 0. (16.34)
n=0 \[=0

Stad warunek znikania wspélczynnikéw przy kazdej potedze (z — zo)" ¢ 2:

an(nt )= 1)+ Y {pararl+e) + gorarf = 0.
=0

Wyciagajac wyrazy proporcjonalne do a,, z sumy dostajemy

anf{ (- nt = 1)+ (nt ot o + Z{ (16.35)

Dla n =0 mamy tylko jeden wyraz
ap{c(c—1) 4+ cpo+qo} = 0.

Zakltadajac, ze ag # 0 otrzymujemy réwnanie charakterystyczne

Fle)=c+(po—1)c+q=0 (16.36)

Pozwala ono znalezé warto$¢ statej c. Dla n > 1 znajdujemy rekurencje

n—1

anF(n+c)+ > {l+¢)pn—rar + qn_ra;} = 0. (16.37)
=0

Rekurencja ta jest uzyteczna o ile F(n+c) # 0.

Niech ¢1,c2 beda pierwiastkami réwnania charakterystycznego (16.36).
W zaleznoéci od relacji miedzy tymi liczbami otrzymujemy nastepujace wy-
niki.
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e Jezeli c1 —co # 0 i nie jest liczba catkowita to istnieja dwa liniowo
niezalezne rozwiazania w postaci szeregdéw Frobeniusa.

o Jezeli ¢; —co =m > 0 jest liczba catkowita to na ogdl otrzymujemy
tylko jedno rozwiazanie w postaci szeregu Frobeniusa z ¢ = ¢;. Dla
¢ = ¢ natomiast zachodzi

F(m+c2)=F(c1)=0.

Konstrukcja z szeregiem Forbeniusa prowadzi wtedy (chociaz nie za-
wsze) do rozwiazania liniowo zaleznego od poprzedniego. Aby znalez¢
drugie rozwiazanien nalezy wykorzysta¢ wzér (11.21). W wyniku tego
otrzymamy w obszarze 0 < |z — zp| < R drugie rozwiazanie postaci

wo(z) = wy(2) In(z —20) + i b (z — z0)F 2. (16.38)
k=0

Jest ono osobliwe dla z = 2y ze wzgledu na wystepujacy logarytm, a
takze ze wzgledu na drugi szereg jesli co jest liczba zespolona lub liczba,
catkowita mniejsza od zera..

e Dla ¢; = ¢y drugie rozwiazanie ma posta¢ (16.38) z ca — ¢; + 1.
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Wyktad 17

Rownanie Bessela

Rozwiazmy rownanie Bessela z parametrem m =0,1,2,...

2w (2) + zw'(2) + (22 —=m?)w(z) =0 (17.1)
Wtedy
1 m?
p(z) = Pt q(z) = —?—Fl. (17.2)

Punkt z = 0 jest regularnym punktem osobliwym, natomiast z = oo jest
NPO. Stad poszukiwana forma rozwiazania w postaci szeregu potegowego
Frobeniusa wokot z = 0:

w(z) = Zanz”+c. (17.3)
n=0

Jedynie niezerowe wspolczynniki rozwiniecia p(z) i ¢(z) wokét zera to
po=1, go=—m?, g =1. (17.4)
Stad rownanie charakterystyczne
Fle)=c —m*>=0 (17.5)
z pierwiastkami ¢y =m > 01 cy = —m.

Poszukamy rozwiaznia dla wiekszego pierwiastka c¢; = m. Wtedy

F(n+m) = (n+m)? —m? = n(n+2m) # 0 (17.6)
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dla kazdego n > 0 i relacja (16.37) przyjmuje nastepujaca postaé dla n > 2
n(n+2m)a, + an—2 = 0. (17.7)

Dla n=1mamy a; =0, stad wszystkie wspdlczynniki z nieparzystymi wskaz-
nikami znikaja. Natomiast dla parzystych n = 2k, gdzie k =1,2,..., otrzy-
mujemy

a2k—2 agk—2

kT T o kr2m) | 2k(k+m) (17:8)

Kolejne wspotezynniki to

2T TR 0+rm)
as =~y = (-1)? i
22.2-(24+m) 24(1-2)(1+m)(2+m)

k ap k ag
_ S L R
azk = (1) 226k (1+m)...(k+m) (=1)"m 22k k1 (k +m)!

i stad rozwiazanie

- o -1 k P 2k+m
w(z) = ap2™ml! kzz:o M (2) . (17.9)

Pomijajac nieistotne stale czynniki przed suma, otrzymujemy funkcje Bes-
sela m-tego rzedu

_ o (_1)k > 2k+m
Ton(2) = ZB e <2> (17.10)

Szereg jest bezwzglednie zbiezny w calej plaszczyznie zespolone;j.

Wzér (17.10) mozna rozszerzy¢ na zespolone wartosci parametru m —
v € C, zastepujac w mianowniku

(k+m)! =T(k+m+1) — T(k+v+1).

Wtedy funkcja Bessela

e -1 k Py 2k+v
J,(2) = I;) M <2> (17.11)
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jest rozwiazaniem réwnaniem Bessela z parametrem m = p € C. Jezeli tylko
pierwistki réwnania charakterystycznego spelniaja warunek, ze ¢; —co = 2v
nie jest liczba caltkowita to J,(z) i J_,(2) sa liniowo niezaleznymi rozwiazaniami,
a rozwiazanie ogélne to ich kombinacja liniowa.

Dla m € Z, drugie rozwiazanie jest liniowo zalezne od pierwszego. Ktadac

bowiem v = —m we wzorze (17.11), otrzymamy
> (_1)k (Z)Qk—m
J_m = —_ | = . 17.12
(2) kz:%k!r(k—mﬂ) 2 (17.12)
Zauwazmy, ze
1
— =10 dl k=0,1...(m—1
T(k—m+1) & L (m=1),

stad sumowanie w powyzszym wzorze rozpoczyna sie od k = m. Zmieniajac
nastepnie wskaznik sumowania na k' = k —m, znajdujemy wzoér dla dodat-
nich catkowitych m

B e (_1)1: P 2k—m
T-m(z) = k; KT(k—m+1) (2)

B %) (_1)k’+m P 2k'+m
- k,zz:o (K +m)! T(k' +1) <2>

= (=1)" Jm(2). (17.13)

Aby znalezé drugie rozwiazanie liniowo niezalezne od J,, zauwazmy, ze
dla niecatkowitego v kombinacja liniowa

Yo (2) = Jy(z)cosvm — J_,(2) (17.14)

sinvm

jest rozwiazaniem rownania Bessela liniowo niezaleznym od J,. Przechodzac
nastepnie do granicy

Yon(2) = lim J,,(z)cos‘mr —J_(2)
v—m sinvm

, (17.15)

otrzymujemy poszukiwane drugie rozwiazanie dla catkowitych m.

Podsumowujac, dla dowolnych wartosci parametru m = v € C w réwna-
niu Bessela rozwiazaniem ogélnym jest kombinacja liniowa

w(z) =c1y(z) + Y, (2). (17.16)
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Asymptotyka obu rozwiazan dla z — 0 to

1 z\"¥
. N — | = 17.1
Ju(z) T(v+1) <2> (17.17)
%lnz dlarv=0
Y, (z) = (17.18)

™ z

~H(2)" dla v #0.

Tak wiec dla calkowitego dotatniego m, J,,(z) jest nieosobliwe w zerze w
przeciwienstwie do Yy, (2).

Dla rzeczywistych x — co mamy

2 2 1

Ju(x) ~ —cos (a: - V: 7r> (17.19)
2 2v+1

Y, (z) =~ — sin (:L‘ - VZ_ 71') . (17.20)

Obie funkcje zachowuja sie jak funkcje trygonometryczne z zanikajaca am-
plituda proporcjonalna do 1/4/x.

17.1 Przyktad dla v?> =1/4

Rozwiazaé¢ réwnanie Bessela dla 12 = 1/4

2w’ (2) + zw'(2) + <22 - i) w(z) =0 (17.21)

Korzystajac ze wzoréw (9.14) i (9.15), otrzymamy

1
J%(z) = ’g)klr(l;r% <;)2k+2
5 o 566"

(
)
— |
9 X 2k+1 2
= ”7rz Z 2k+1 \/Esmz. (17.22)
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Podobnie, dla v = —%, znajdujemy

1
29

i 1)k (Z)%—;
k'F % +1) \2

(—1)F  f2\%3
= kIT(k+3) (2)
1)

l\.’)\»—l

1k

k!

+2
s k—i—% z 2’“_%
3 ' ()
D(k+35+1) \2
1
k41 ((2k+1)! N\ "'z 2
* 2 (2%+1k! ﬁ) (2)

ZQk
k (2k)!> - \/Zcosz. (17.23)

Stad ogélne rozwiazanie réwnania Bessela z v? = 1/4 wyraza sie poprzez
funkcje elementarne

(—

=
z = k!
k=1

>

(_

ﬁ
\/Z )
RN

(17.24)

17.2 Inne funkcje Bessela

Czesto uzyteczne sa funkcje skonstruowane z funkcji Bessela J, i Y,. Tak
zwane funkcje Hankela pierwszego i drugiego rodzaju to

HWY(2) = J,(2) + Y, (2) (17.25)

H® (2) = J,(2) —iY,(2). (17.26)

Ich postaé¢ asymptotyczna dla rzeczywistych x — co to

HO2(2) = 4/ exp {ii <x— 2”:%)} . (17.27)
T

Natomiast dla z — 0 mamy zachowanie osobliwe takie jak Y.
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Zmodyfikowane lub hiperboliczne funkcje Bessela sa zdefiniowane jako

L(2) = i7" J,(i2) (17.28)
K, (2) = gz’”HHl(,l)(iz). (17.29)

Sa one dwoma liniowo niezaleznymi rozwiazaniami réwnania
2w+ 2w — (2 +v3)w = 0. (17.30)

Ich zachowanie asymptotyczne dla rzeczywistych x — oo to

1

I(z) =~ o e” (17.31)
T
K,(x) =~ 25 (17.32)

Dla zespolonego z — 0 funkcja I, jest regularna tak jak J,, natomiast K,
jest osobliwa tak jak Y.
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Wyktad 18

Ro6wnanie hipergeometryczne
Gaussa

Roéwnanie hipergeometryczne Gaussa

2

z(z—l)% +[(14+a+p)z—79]

dw

dz

+afw =0 (18.1)

ma trzy regularne punkty osobliwe w z =0, 1, cc.

Latwo pokazaé¢ bezposrednim rachunkiem, ze réwnanie Gaussa mozna
zapisa¢ w réwnowaznej postaci

) CE) )] o

Udowodnimy, ze w obszarze |z| < 1 rozwiazanie wokét z = 0 ma postaé sze-
regu hipergeometryczneqo:

w(z) = i Mz— (18.3)

gdzie symbol Pochhammera to

F(a+n) '

(a)p = ala+1)...(a+n—-1) = o)

(18.4)
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Dzialajac ponizszymi operatorami rézniczkowymi, otrzymujemy

<zjz+ﬁ>w = i (@)n(B)n

(zjz—i-a) (zi—l—ﬁ)w - gm;f)n(n—i—a)(n—i—ﬂ)i, (18.5)
a takze
4 (zai%—v—l)w -2 (gW(nﬂ—nj)
- 5 O T
- L e
LT T
_ nio (azggf)n (n-+a)(nt5) 2 (18.6)

Poréwnujac prawe strony réwnosci (18.5) i (18.6) otrzymujemy réwnanie
Gaussa w formie (18.2). W ogélnosci, jednym z rozwiazan szczegdlnych row-
nania (18.1) jest funkcja hipergeometryczna

w(z) = 2F1 (e, B,7; 2), (18.7)

reprezentowana w obszarze |z| < 1 przez szereg hipergeometryczny (18.3).
Wiele funkcji specjalnych mozna zapisa¢ przy pomocy funkcji hipergeome-
trycznej z odpowiednimi wartodciami parametréw «, 3,7.

18.1 Rodéwnanie konfluentne Gaussa

Zamienmy zmienna z = x/ w réwnaniu hipergeometrycznym Gaussa. Wte-
dy

d2

dz?

d ded _d 2

dz d @
dz dzdz dx’ dz? p
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i stad réwnanie Gaussa przyjmuje postac

x (x d*w T dw
62<—1> +B[(1+a+6)—7 — +afw = 0. (18.8)
BB B dx
Dzielac obie strony przez 3, a nastepnie przechodzac do granicy 5 — oo,
dostajemy
d>w
_"L‘ [
dz?
Kladac na powrdt x = z otrzymujemy konfluentne réwnanie Gaussa

d
+(a:—'y)£+aw:0. (18.9)

w
zﬁ—i-(v—z)—z—aw—o (18.10)

W rezultacie tej procedury dwa regularne punkty osobliwe (RPO) réwnania
Gaussa zlewaja sie w jeden, 1 — 0o, tworzac nieregularny punkt osobliwy
(NPO) réwnania konfluentnego w z = co. Punkt z = 0 pozostaje RPO tego
réwnania. Rownanie konfluentne mozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci

d d d
A0 Y= (2 18.11
dz(zdz—i-’y )w (zdz—i-a)w (18.11)

Podstawiajac w réwnaniu (18.3) wyrazenie z = x/3, dostajemy

> x" > 1 -1\ ="
- (@) _y (@ (1+3) - (1+759) 5
= (VB B” = (Y B B )l
Przechodzac do granicy 5 — oo oraz kladac x = z, otrzymujemy poszukiwane
rozwiazanie réwnania (18.10)

(18.12)

_ - (O‘)ni
77;]( Jn !

Reprezentuje on w obszarze |z| < 1 konfluentna funkcje hipergeome-
tryczna
w(z) = 1F1(a, v; 7). (18.13)

Wiele funkcji specjalnych mozna wyrazi¢ przy pomocy funkcji konfluentne;j.
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Wyktad 19

Roéownanie Legendre’a

Rozwazmy rownanie Legendre’a dla dowolnej wartoséci parametru p € C

2
(l—zz)d—w —sz—w

Dw = 19.1

Ma ono trzy regularne punkty osobliwe w z = £1,00. Mozna je zatem spro-
wadzi¢ do rownania hipergeometrycznego Gaussa

d*w dw
y(y_l)TyQ+[(1+a+ﬁ)y_’7]d7y+aﬁw:O> (19.2)
wykonajac transformacje
y:%(l—z), (19.3)

przeprowadzajaca punkty z = +1 w punkty osobliwe y = 0,1 réwnania hi-
pergeometrycznego. Otrzymujemy wtedy

a_ddy_ 1d & _1d

dz dydz  2dy’ dz2  4dy?
oraz

(1-2%) =4y(1-y), z=1-2y.

Po podstawieniu do (19.1) otrzymujemy réwnanie hipergeometryczne
2

d“w dw
S (2 —1)— — Dw = 19.4
y(y )dy2 + (2y )dy pp+1)w =0 (19.4)
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z parametrami spelniajacymi zwiazki

y=1, a+B=pu, af = —p(u+1). (19.5)
Dwa ostatnie réwnania prowadza do o = —p oraz = pu+ 1.

Jedno z rozwiazan réwnania hipergeometrycznego (19.2) jest funkcja hi-
pergeometryczna o F (o, 8, 7v; y), ktéra w przypadku réwnania (19.4) przyj-
muje postaé

w(y) = 2F1(—p, p+1,15y). (19.6)

Dla |y| <1 jest ona reprezentowana przez szereg hipergeometryczny

C- n(p+1)ny"
n
Pt Ly = 30 —n, , (19.7)
n=0 '

gdzie symbol Pochhammera
(~)n = () (—p+1) .. (—pn—1) (19.8)
i podobnie dla pozostatych wielkoSci. Zauwazmy przy tym, ze
(1), = n!l. (19.9)

Podstawiajac relacje (19.3) do (19.7), otrzymamy w obszarze |z — 1| < 2
rozwiazanie réwanie Legendre’a w postaci

i “H) <1;Z)n (19.10)

19.1 Wielomiany Legendre’a

Réwnanie Legendre’a pojawia sie w fizyce w problemach o symetrii sferycz-
nej, opisywanych rownaniami rézniczkowymi z operatorem Laplace’a, gdy
zmienna z = cos . Wtedy szereg (19.10) powinien by¢ zbiezny na granicy
obszaru zbieznosci dla z = —1 (6 = 7). Tak nie jest i jedynym rozwiazaniem
problemu jest zaltozenie, ze dopuszczalne sa tylko catkowite wartosci pu:

n=1=0,12,..| (19.11)

Wtedy dla wszystkich n > (14 1) zachodzi dla (—p), we wzorze (19.10)

(=D = (=1)(=1+1)...(=l1+1)...(~l+n—1) =0 (19.12)
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i nieskoniczony szereg (19.10) staje sie wielomianem Legendre’a stopnia [:

l n
Aoy = 35 C et (1) 19.13)

= (n!)? 2

Kilka pierwszych wielomianéw to

Po(z) =1

Pi(z) = z

Py(z) = 3(32°-1)

Ps(2) = 3(52°—32). (19.14)
W ogélnosci stuszna jest wlasnos$é

P(=2) = (-1)' Ai(2). (19.15)

Parzysto$é¢ wielomianéw jest wiec okreélona przez parzystosé [.

Ograniczajac argument do liczb rzeczywistych z przedziatu —1 <z <1,
otrzymujemy warunek ortogonalnosci dla wielomianéw Legendre’a

1
/ P(z)Py(z)dz =0 dla 1#1. (19.16)
-1
Ponadto sa one unormowane tak, ze
1 9 p 2
P = —. 19.1
[ Bia)de = 57 (19.17)

19.2 Stowarzyszone wielomiany Legendre’a

Zdefiniujmy na koniec stowarzyszone wielomiany Legendre’a

() = (1= 22 ) (19.18)

gdzie [ =0,1,... oraz m =0,1,...1.

Sa one rozwiazaniem stowarzyszonego réwnania Legendre’a

(1-22)w" — 220 +

(1+1) - 1m2 110 = 0. (19.19)

— 22

Pojawia sie ono w opisie kwantowego kretu orbitalnego dla orbitalnej liczby
kwantowej [ oraz magnetycznej liczby kwantowej m.
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Wyktad 20

Teoria Sturma—Liouville’a

Rozwazmy réownanie Legendre’a (19.1) dla rzeczywistych z =z € [—1,1] oraz
catkowitych dodatnich wartosci u = 1[. Mozna je wtedy zapisaé¢ w postaci
réwnania wlasnego

d? d
— 2 EE— _ e
{(1 x )dxz Qxdx}ﬂ(x) I(I+1)P(x). (20.1)
Liczba A\ = —I(I+1) jest wartoscia wlasna operatora rézniczkowego w réw-

naniu Legendre’a, natomiast Pj(z) jest funkcja wlasna odwpwiadajaca war-
tosci wlasnej A;.

20.1 Problem wtlasny

W ogélnosci réwnanie wlasne ma postaé

Lfx(z) = Ma(z), (20.2)

gdzie
L= a(w)d—2 + ﬁ(ar:)i + v(x) alz) =20 (20.3)
dz? dx ’ - '
jest operatorem rézniczkowym dzialajaceym na funkcje zespolone f(x) o
argumencie rzeczywistym x € [a,b]. Funkcja a(x) moze byé¢ réwna zeru tylko
na koncach tego przedziatu. L jest operatorem liniowym, tzn. dla dowolnych
funkcji f,g oraz liczb a,b € C zachodzi

L{af(x)+bg(x)} = aLf(x) + bLg(x). (20.4)
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Zagadnienie Sturma-Liouville’a polega na rozwiazaniu rownania wtla-
snego (20.2) dla operatora L spelniajacego warunek samosprzezonosdci (dys-
kutowany w nastepnym rozdziale). Liczba A\ nazywa sie warto$cia wlasna,
natomiast fy to funkcja wlasna do wartosci wltasnej A. Zbiér wszystkich
wartosci wlasnych nazywa sie widmem operatora L.

Operator (20.3) mozna zapisa¢ w innej postaci mnozac go przez funkcje
w(x) spelniajaca réwnanie

[w(z)a(z)] = w(z)B(z). (20.5)
Wtedy zachodzi
2
was+lwal 4wy = 4 () ) +aw), (200)
gdzie funkcje
p(z) = w(z)a(z), q(z) = w(z)y(@). (20.7)

Roéwnanie wlasne (20.2) przyjmuje wiec réwnowazna postaé

{2 (o)) +a@) b 10) = @) f(a) (208)

Funkcje w(z) mozna znalezé dzielac obie strony réwnania (20.5) przez
w(z)a(r). W wyniku otrzymujemy réwanie
d B(x)

Zp M(w@a(e) = o (20.9)

Stad zawsze nieujemne rozwiazanie

w(z) = oz(lx) exp{/xigidy} > 0. (20.10)

Przyktad
Dla operatora w réwnaniu Legendre’a (20.1) funkcja w(x) =1, gdyz

o (z) = (1-22) = =22 = f(x).

Nie ma wiec konieczno$ci szukania w i operator L w tym przypadku

N L= % ((1 —q;Q)ddx) . (20.11)
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20.2 Iloczyn skalarny

Funkcja w(z), nazywana waga, stuzy do okreslenia iloczynu skalarnego w
przestrzeni funkcji, na ktore dziata operator L

b

(flg) = /a ¥ (z) g(z)w(z)dx (20.12)

Iloczyn skalarny ma nastepujace wlasnosci
(flg) = (glf)" (20.13)
(fIAg) = A {flg), reC (20.14)
(flor+g2) = (flgr) + (flg2) (20.15)
(flf) = 0, (20.16)

przy czym

(flfy=0 <=> f=0. (20.17)

Drugi i trzeci warunek wyraza wlasnos¢ liniowosci iloczynu skalarnego wzgle-
dem drugiego argumentu. Z wlasnosci (20.13) wynika warunek antyliniowo-
Sci dla pierwszego argumentu.

(Mlg) = X (flg)
(fi+ falg) = (filg) +(falg) (20.18)

Z wlasnosci (20.13) wynika takze to, ze (f|f) jest liczba rzeczywista, co
umozliwia nalozenie warunku (20.16).

Wprowadzmy na koniec nastepujaca definicje. Dwie niezerowe funkcje sa,
ortogonalne jesli

(filf2) = 0. (20.19)

20.3 Operatory samosprzezone

Warunek samosprzezonosci lub hermitowskosci operator liniowego jest okre-
slony wzgledem iloczynu skalarnego w przestrzeni, w ktérej on dziata.
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Definicja
Operator liniowy L jest samosprzezony jezeli dla dowolnych funkcji f i g z
przestrzeni, w ktérej dziaala L, zachodzi

(flLg) = (Lflg) (20.20)

Znajdziemy warunek jaki musi spelniaé¢ operator rézniczkowy (20.3) by
byt on samosprzezony. Rozwazmy

(512g) = [ F@u]a@ 54505 o) o) an

- Lbf*<x>{i( (2 >Zg)+q< )g(x )}dx.

W ostatniej linijce wykorzystali$émy wzér (20.6). Calkujac dwukrotnie przez
czesci, dostajemy
b

(1) = pta) | @) = Frot@)] |

i / { ( )+Q( )f (@ )}*Q(I)dx.

Wyrazenie w drugiej linijce to <ﬁ fl g>. Tak wiec L jest samosprzezony, gdy

stuszny jest nastepujacy warunek

dg _d” )} "o (20.21)

p(@) | @)~ D gta

a

Zauwazmy, ze warunek ten naktada ograniczenie zaréwno na operator L
(poprzez funkcje p) jaki i na przestrzen funkeji, w ktérej on dziala.

Przyktad
Operator (20.11) jest samosprzezony wzgledem iloczynu skalarnego

1
(o) = [ @) gla)ds, (20.22)

okreslonego dla funkcji posiadajacych skorczona wartos¢ w x = +1.
Funkcja p(x) = 1 — 22 znika w x = 41 i warunek (20.21) jest spetniony.
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20.4 Wtlasnosci operatoréw samosprzezonych

Operatory samosprzezone pelnia bardzo wazna role w mechanice kwantowej,
gdyz stuszne sa nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie
Wartosci wilasne operatoréw samosprzezonych sq rzeczywiste.

Udowodnimy to korzystajac z réwnania wlasnego:

Lfx=Afr.

Wtedy
(RILA) = MALDY = (LhlA) = X (Al

gdzie skorzystaliSmy z samosprzezonosci oraz wilasnoéci iloczynu ska-
larnego. Poniewaz (fy|fy) > 0, stad A = A* jest liczba rzeczywista.

Twierdzenie
Funkcje wilasne operatorow samosprzezonych do réznych wartosci witasnych
sq ortogonalne.

Aby udowodnic¢ to twierdzenie, rozwazmy dwie funkcje wlasne fy,, fa,
odpowiadajace réznym warto$ciom wiasnym:

<f>\1 \ifA2> =X (falfxn) = <fJfA1|fA2> = A1 (ol o) -

Poniewaz A1 # A2 to (fi,|fx,) =0 i funkcje wlasne sa ortogonalne.

Twierdzenia to wyjasnia dlaczego wartoéci wlasne operatora w réwnaniu
Legendre’a sa rzeczywiste, a wielomiany Legendre’a, sa ortogonalne.

20.5 Zupelnosé funkcji wlasnych

Zbiér funkcji wlasnych operatoréw samosprzezonych tworzy uktad zupetny.
Oznacza to, ze dowolna funkcje zespolona f(z), catkowalna z kwadratem

b
15 = [ I @Pw()de < oo, (20.23)
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regularne | p(z) >0 | w(z) >0
osobliwe | p(z)>0 | w(z)>0
okresowe | p(a)=p(b) | w(z) >0

Tablica 20.1: Rodzaje zagadnien Sturma-Liouville’a. Liczby a i b to granice
catkowania w iloczynie skalarnym (20.12).

mozna zapisa¢ przy pomocy funkcji wlasnych. W przypadku, gdy istnieja
tylko dyskretne wartosci wlasne {\,}22,

f(ﬂ?) = Zan fn(x)a (20.24)
n=1

gdzie a, € C to wspolczynniki rozwiniecia. Szereg po prawej stronie jest
zbiezny do f(x) w calym przedziale [a,b] w sensie wartosci Sredniej

2
w(z)dr = 0. (20.25)

b
lim
N—oo Jq

N
f@) =" an fu(2)
n=1

Pozostaje odpowiedzie¢ na pytanie kiedy spektrum wartosci wlasnych
w zagadnieniu Sturma-Liouville’a jest tylko dyskretne. Jest to zwiazane z
podziatem zagadnien Sturma-Liouville’a okreslonym w powyzszej tabelce.

Dla regularnych zagadnien Sturma—Liouville’a istnieja tylko dyskretne
wartosci wlasnych. Sa one niezdegenerowane co oznacza, ze kazdej wartosci
wlasnej odpowiada tylko jedna funkcja wlasna (z dokladknokscia do prze-
mnozenia przez stala). Szereg (20.24) jest wtedy zbiezny punktowo do f(x)
w kazdym punkcie ciaglosci funkcji lub do $redniej

S a+) + fla-)] (20.26)

w kazdym punkcie nieciaglosci.

Zagadnienia osobliwe nie musza mieé¢ tylko dyskretnych wartosci wia-
snych. W ogdélnosci ich zbiér ich wartoéci wlasnych, nazywany widmem, moze
by¢ dyskretny, ciagly lub mieszany. Funkcje wtasne do dyskretnych warto-
sci wiasnych moga, ale nie musza tworzy¢ ukladu zupelego. Podobnie dla
zadania okresowego.
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Wyktad 21

Wielomiany ortogonalne

21.1 Konstrukcja wielomianéw ortogonalnych

Naszym celem jest rozwiazanie réwnania wlasnego dla samosprzezonych ope-
ratoréow (20.3),

2
{a@) 105 + 8@ -+ 2@ fWal) = —AWa(e),  (2L1)

w klasie funkcji bedacych wielomianami rzeczywistymi stopnia n
n
Wh(z) = Z wy k. (21.2)
k=0

W wyniku otrzymamy zbiér wielomianéw ortogonalnych, numerowanych
stopniem wielomianu n = 0,1,2,... i tworzacych w wiekszosci przypadkdw
uktad zupelny, przy pomocy ktoérego mozna rozwijaé funkcje w szereg.

Aby obie strony réwnania (21.1) byly wielomianem stopnia n, funkcja
a(z) musi by¢ co najwyzej wielomianem drugiego stopnia, 5(z) wielomianem
pierwszego stopnia, a y(x) stala

a(z) = ag +oqz + agx?

= Bo+pix
Y(z) = 0- (21.3)

=
B
|
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Bez straty ogdlnosci mozemy potozyé vo = 0, gdyz wspolczynnik ten prze-
suwa tylko wartosci wlasne: A\, — A, +70. Oprécz tego mozemy zawsze wy-
kona¢ transformacje liniows,

x=az' +b, (21.4)

ktora pozwala w wygodny sposo ustali¢ dwa sposrdod pieciu pozostatych
wspotczynnikow. Mozna jeszcze ustali¢ jeden wspolczynnik, przeskalowujac
wielomian

W) (x) = cWy(x). (21.5)
Pozostajemy wiec z dwoma niezaleznymi wspoétczynnikami.

Wykorzystujac te uwagi skonstruujemy pelna klase wielomianéw orto-
gonalnych wyznaczajac funkcje (21.3) oraz wage w(zx) tak, by operator L
byl samosprzezony. Wartosci wlasne )\, otrzymujemy podstawiajac (21.3)
do (21.1):

(o + a1z + ax®) W + (Bo + Prox) W), = =\ Wi, (21.6)
Podstawiajac postaé¢ (21.2) rozwiazania,

(04 oz + aoz?®) (n(n— Dwpa™ 2 +..) + (Bo+brz) (nwz™ 1 4...)

= A (wpx"+...). (21.7)

a nastepnie poréwnujac wspotczynniki przy potedze =™, znajdujemy

’ An=-—n(n—1)ag + np ‘ (21.8)

Samosprzezonosé operatora L oznacza, ze waga jest dana wzorem (20.10):

w(z)a(x) = exp{/wig;dy}, (21.9)

natomiast warunek (20.21) przyjmuje postaé

b

w(z)a(e) [W; (@) W) (@) — Wy (@) Win(@)] | =0. (21.10)

a

Poniewaz nie nakladamy zadnych ograniczen na przestrzen wielomiandw,
warunek ten moze by¢ spelniony tylko dla

w(a)a(a) =w(b)a(b) =0. (21.11)
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Jesli a,b =+ 00 to w(z)a(x) znika szybciej niz dowolna ujemna potega x.

Tak wiec, funkcja B(z) nie moze by¢ réwna zeru, gdyz wtedy z (21.9)
wynika, ze w(z)a(x) = 1. Zachowamy wiec f(x) w ogdlnej formie, natomiast
rozwazymy trzy przypadki, gdy funkcja a(x) jest

1. funkcja stalta: a(z) = ag
2. funkcja liniowa: a(z) = g+ a1

3. funkcja kwadratowa: a(z) = ag+ a1z + agz?

21.2 Wielomiany Hermite’a

Zakladamy, ze a(x) jest stala. Oznacza to, ze mozemy przyjac, iz dwa istotne
parametry to a; = ag = 0. Pozostale trzy parametry «g, 8o, 51 mozna wybraé
juz dowolnie, korzystajac z istniejacej swobody parametryzacji. Zapiszmy

w(z)a(x) =exp { /x Bozoﬁlydy} = exp{fojo(x+ﬁo/ﬁ1)2}. (21.12)
Wybierajac ag =1 oraz fp =01 51 = —2, dostajemy funkcje
afr)=1, Bx) =—2x (21.13)
oraz wage zapewniajaca spelnienie warunku samosprzezonosci (21.10):
w(zr)=e —00 < x < 00. (21.14)
Wadze tej odpowiadaja wielomiany Hermite’a

Why(z) = Hy(x), (21.15)

speliajace warunek ortogonalnosci dla n #m
o0 2
/ H,(z)Hp(x)e™™ dz = 0. (21.16)
—00

Tworza one uklad zupelny.

Obliczajac z warunku (21.8): A\, = —2n, otrzymujemy réwnanie Hermi-
te’a dla wielomianéw H,,:

H) —2zH) +2nH, =0 (21.17)
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21.3 Wielomiany Lageurre’a
Zakladamy, ze a(x) jest funkcjq liniowq i wtedy jeden z istotnych parame-
tréw to ap = 0. Wybierajac ag = 0 oraz a1 = 1 otrzymujemy

alr)==. (21.18)

Po ustaleniu trzech parametréow pozostaje wciaz jeden istotny i jeden swo-
bodny parametr. Rozwazmy

w(z)a(zr) = exp{/x ﬁo_i_yﬁlydy} = gPoehir,

Wybierajac f1 = —1 oraz parametryzujac By = s+ 1, dostajemy
Blz)=s+1—zx. (21.19)
Stad waga zapewniajaca warunek smosprzezonosci,
w(zr) =a2°e” x>0, (21.20)
dla stowarzyszonych wielomianéw Lageurre’a
Wo(z) = LY (). (21.21)

Sa one ortogonalne dla s > —1, tzn. dla n # m zachodzi

[e.e]
/ L) (2) LY (z) e *2da = 0. (21.22)
0
Wielomiany Lageurre’a nie tworza ukladu zupelnego.
Wryliczajac A\, = —n, otrzymujemy stowarzyszone réwnanie Lageurre’a
e L 4 (s+1—z) L +nLl® = 0. (21.23)

Dla s = 0 otrzymujemy zwykle wielomiany Lageurre’a L, (x) spelniajace
powyzsze rownanie z s = ()

zL!+ (1—xz)L;, +nL, =0. (21.24)

Dla catkowitch s > 0 sa one zwiazane ze stowarzyszonymi wielomianami
Lageurre’a wzorem
dS

L (@) = (-1)° 5 Lnts(2). (21.25)
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21.4 Wielomiany Jacobiego

Zakladamy, ze a(x) jest funkcja kwadratowa. Wykorzystujac swobode para-
metryzacji kladziemy: ag =1, a; =0 oraz as = —1. Wtedy

alr)=1-22. (21.26)

Dwa parametry funkcji 8 sa wiec istotnymi parametrami. Wprowadzajac
nowe oznaczenia

Blx)=(g—p) —(p+q+2)z, (21.27)
otrzymamy
Bxz) (a—p)—(p+g+2)z g+1 p+1
alz) 1—x? 14z 1-az
Wtedy

w(r)a(r) = exp { / 5(y)dy} =(1—a)" (1+a)™™
a(y)
i stad nastepujaca posta¢ wagi dla p,q > —1:
w(z) = 1—2z)P(1+2)?, lz] <1. (21.28)
Wadze tej odpowiadaja wielomiany Jacobiego
Wa(w) = JP9(a), (21.29)

spelniajace warunek ortogonalnosci dla n #m
1
/ TP (1) P9 () (1 — 2P (1 4+ 2)7H de = 0. (21.30)
-1

Wielomiany Jacobiego tworza uklad zupelny.

Wryliczajac, A\, = —n(n+p+q+1), stwierdzamy, ze spelnione jest naste-
pujace réwnanie Jacobiego

(1-2%) JPD" + [q—p—(p-+q+2)a JPV + JPDn(ntp+q+1) =0
(21.31)

Przedstawiona analiza wyczerpuje liste wszystkich mozliwych wielomia-
néw ortogonalnych w zagadnieniu Sturma-Liouville’a. Rozwazmy jeszcze
szczegblne przypadki wielomianéw Jacobiego.
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21.4.1 Wielomiany Gegenbauera

Dla p=g=(m—1/2) > —1 otrzymujemy wielomiany Gegenbauera

G (z) = Jim=1/2m=1/2) () (21.32)
spelniajace réwnanie
(1—22) G — 2m+ Dz G + n(n+2m)G™ =0 (21.33)

Sa one ortogonalne wzgedem nastepujacego iloczynu skalarnego

1
/GW@WW@mﬂﬁwmm:amh (21.34)
-1

21.4.2 Wielomiany Czebyszewa

Dla m = 0 mamy wielomiany Czebyszewa
Tp(z) = JSV2712) (), (21.35)

spelniajace réwnanie

(1—2)T! — 2T, +n’T, =0 (21.36)

oraz relacje ortogonalnosci

[ @ @)

V1—za2

= CpOn- (21.37)

21.4.3 Wielomiany Legendre’a

W koricu, dla p = ¢ = 0 dostajemy wielomiany Legendre’a

Py(x) = JO (), (21.38)
ktére speliaja réwnanie
(1—2®)P" —22P + n(n+1)P, =0 (21.39)

a takze relacje ortogonalnosci
1
(/am&mwzgm. (21.40)
—1

Wspodlezynniki normalizacyjne C), sa podane w Tablicy 21.5.
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Wiclomiany [ W, [ a(z) | B(x) ‘ An ‘

Hermite’a H, 1 —2x 2n
Laguerre’a Lgf) x s+1—=x n
Jacobiego JT(Lp’q) 1—22 | (g—p)—(p+q+2)z | n(n+p+q+1)
Gegenbauera G [ 1-42 —(2m+1)x n(n+2m)
Czebyszewa T, 11—z —x n?
Legendre’a P, || 1-2? -2z n(n+1)

Tablica 21.1: Funkcje i wartosci wlasne w réwnaniu rézniczkowym (21.41).
Parametry wielomianéw: p,q > —1, m > —1/21i s> —1.

21.5 Podsumowanie

Podsumowaniem sa dwie tabelki. W pierwszej z nich podajemy funkcje a(x)

i B(x) oraz wartosci wlasne A, dla réwnania, ktére spelniaja wielomiany
a(z)W! + B(z) W) + W, = 0. (21.41)

W drugiej tabelce specyfikujemy wage w(x), przedzial catkowania [a,b]
oraz wspoétezynnik normalizacyjny C,, w relacji ortogonalnosci

b
(W | W) = / Wi (2) Win(2) w(x) dz = Cry Sy (21.42)

Przedstawione zagadnienia Sturma—Liouville’a sa osobliwe i wielomiany
nie musza tworzy¢ uktadéw zupelnych. Tak jest dla wielomianéw Lageurre’a,
natomiast reszta wielomiandéw tworzy uktady zupelne. Wtedy dla dowolnej
funkcji rzeczywistej f(z), okreslonej na przedziale [a,b] i catkowalnej z kwa-
dratem, zachodzi

(0.9]
f@) =" anWa(z), (21.43)
n=0
gdzie réwnos¢ nalezy rozumieé¢ w sensie wartosci éredniej
b N 2
A}gnoo j f(z) —r;)an Wy(z)| w(x)dx = 0. (21.44)

44



Wspotezynniki rozwiniecia obliczymy wykorzystujac warunek ortogonal-
nosci wielomianéw

an = C}n / f(z) Wy(x)w(z)de. (21.45)

Z warunku ortogonalnosci wynika réwnosé Parsevala

b

/fQ(w)w(ac)dx = ZCna%. (21.46)
a n=0
Wielomiany | W, | w(z) | a0 | Chn
Hermite’a H, e’ [—00, 0] V/m2"n!
Laguerre’a LY x¥e " [0, 0] I'(s+n+1)/n!

. (p,q) 2PFaFIT (n4-p+ 1T (nt-q+1
Jacobiego Jn:) ‘1) (1-x)(1 —_i—lxgq [—1,1] ”!(22”2:”%2 §:{)£()ni(€72‘%+1§
Gegenbauera | Gr, (1—2?) [—1,1] n!(n+m)71i($r2m)
Czebyszewa T, (1 —332)_1 2 [—1,1] 7/2(14 o)
Legendre’a p, 1 [—1,1] 2/(2n+1)

Tablica 21.2: Funkcje wagowe, granice calkowanie oraz wspotczynnik nor-
malizacyjny w iloczynie skalarnym (21.42).
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Wyktad 22

Szeregi Fouriera

22.1 Problem wtlasny

Zilustrujemy rozwiazywanie zagadnienia Sturma-Liouville’a na przyktadzie
operatora L = d?/dx?,

2 T
TIE) 3 fw), (22.1)

dzialajacego w przestrzeni funkcji rzeczywistych, okreslonych dla = € [—L, L]
i spetniajacych warunki brzegowe

f(=L)=f(L), f(=L)=f(L). (22.2)

Dla tego operatora mamy p(z) = w(z) = 1. Stad iloczyn skalarny jest zadany
przez

L
(flg) = [ f@)gta)do. (223)
.

Warunek samosprzezonosci (13.39) jest spelniony na mocy warunkéw brze-
gowych

L
[f(@)g'(x) - f'(x)g(x)] 0 (224)
Operator L jest wiec samosprzezony
L L
(Nkg)= [ 1@ @do = [ F'@)g@rde = (Lflg) — (225)
—L —L



i wartosci wlasne A\ w réwnaniu (22.1) sa rzeczywiste. Rozpatrzmy trzy przy-
padki.

1. Dla A =0, otrzymujemy jako rozwiazanie ogdlne
f(z)=c1+cox. (22.6)
Warunki brzegowe (22.2) prowadza do réwnania
c1—cL=ci+cal (22.7)
przy dowolnym wspoétczynniku ¢q. Stad co = 0 i nastepujaca funkcja wlasna

fo(z)=c=1. (22.8)

2. Dla A\ = p? > 0, rozwiazanie ogélne réwnania (22.1) to
f(z)=c1eM + coe™#. (22.9)
Naktadajac warunki brzegowe otrzymamy uktad rownan

cre Mg gl = et 4 cpeHE

cre M — gt = et~y (22.10)
ktory prowadzi do

(e Pl — ey (c1— ) = 0

(e PE —etl) (¢ +¢2) = 0. (22.11)

Poniewaz y1 # 0 mozemy podzieli¢ oba réwnania przez (e *& — et otrzymu-
jac jako rozwiazanie ¢; = ca = 0. Nie istnieje wiec niezerowa funkcja wlasna
dla dodatnich wartosci wtasnych.

3. Pozostaje przypadek A = —u? < 0. Rozwiazaniem ogélnym jest wtedy
f(z) = crsin(pzx) + ca cos(pz) . (22.12)
Warunki brzegowe (22.2) prowadza do ukladu réwnan

—c1sin(pl) +cacos(pul) = cysin(ul) + cacos(pl)
cpcos(pl) +cgsin(pl) = cpcos(ul) —cosin(ul), (22.13)

z ktérego wynika

cisin(pl) =0, cosin(pl) =0. (22.14)
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Stad niezerowe rozwiazanie dla
w=nn/L, (22.15)
gdzie n > 1 jest liczba calkowita.

Otrzymalismy wiec wartosci wlasne

n?n?
Odpowiadajace im liniowo niezalezne funkcje wlasne to
fn(x) = cos ﬂLx , fn(z) =sin ? . (22.17)

Wartosci wlasne dla n > 1 sa dwukrotnie zdegenerowane. Powyzsze wzory
obejmuja przypadek n =0, gdyz wtedy pierwsza funkcja wynosi fo(x) = 1.

Roéwnanie (22.1) z warto$ciami wlasnymi (22.16),

d2 - 2,2
Z;xgm) + nLZ Fulz) = 0, (22.18)

jest réwnaniem klasycznego oscylatora harmonicznego z czestosciami wia-
snymi
m
kn, =nz, (22.19)

bedacymi catkowita wielokrotnoscia czestoéci podstawowej m/L. Funkcje
wlasne (22.17) opisuja drgania harmoniczne z czesto$ciami wlasnymi. Okre-
sem drgan jest 2L. Jezeli x jest zmienna przestrzenna to 2L = A jest dltugoscia
fali, natomiast gdy z jest czasem to 2L =T jest okresem drgan.

22.2 Ortogonalnosé funkcji wlasnych

Na podstawie wilasnosci operatoréw samosprzezonych, uktad funkcji wia-
snych jest ortogonalny dla n £ m

L

(fulfm) = /fn(x)fm(x)dx = Chn.0um (22.20)

—L
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Ortogonalne sa takze funkcje wtasne do tej samej wartodci wtasnej Ay,

L L
1 2
/sin? cosnLﬂdw:E/sin ngxdm:O. (22.21)
-L -L
Wykorzystujac wzory
sin? o = 1(1—cosa), cos’a = 1(1+cosa) (22.22)

tatwo pokazaé, ze wspotczynniki normalizacyjne Cp, dla n > 1 to

Cn:<fn|fn> = L7 (22'23)

natomiast dla n =0 znajdujemy

L
Co = (folfo) :/_Lda: _ oL (22.24)

22.3 Szereg Fouriera

Rozwazmy funkcje okresowa o okresie 2L:
fx4+2L) = f(x). (22.25)

Wtedy f(—L)= f(L) i w przedziale [—L, L] mozemy rozwina¢ f(x) w szereg
Fouriera funkcji wlasnych (22.17):

[e.e]
f(z) = % + ngl (an cosn—zz + by sin nzm) (22.26)

Wzér ten mozna rozszerzy¢ na cala o$ rzeczywista, na podstawie warunku
okresowo$ci. Calkujac obie stronu réwnosci (22.26) w granicach +L znajdu-
jemy warto$¢ wspolczynnika ag:

ao = —/f(a:)da:. (22.27)
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Wspélezynniki dla n > 1 znajdziemy mnozac obie strony przez cos(nmwz/L)
oraz sin(nmx /L), a nastepnie catkujac w tych samych granicach i wykorzys-
tujac warunek ortogonalnosci (22.20). Stad

L
1
an, = E/f(a:) cosnLﬂdx (22.28)
1
b, = Z/f(:c) smﬂ;da: (22.29)
-L

Szereg Fouriera dostarcza rozkladu funkcji okresowej na sume drgan har-
monicznych. Wspotezynniki szeregu sa wyrazone przez calki z funkeji f(z).
Powoduje to, ze istnienie zbieznego szeregu Fouriera wymaga duzo stabszych
zalozen co do funkcji f(x) niz w przypadku szeregu Taylora, gdy zadamy by
istnialy pochodne dowolnie wysokiego rzedu.

Zauwazmy, ze dla funkcji parzystych, speliajacych f(—z) = f(z),
kazdy wspotczynnik b, =0 i wtedy

fz) = % + ,i an cos? (22.30)
ze wspOtczynnikami
2 i 2 i
Z/ f/ cos—dx (22.31)
0 0

Podobnie dla funkcji nieparzystych, dla ktérych f(—z) = —f(x), wszyst-
kie wspotczynniki a, =0 i wtedy

Z by sin ot (22.32)

ze wspOtczynnikami

) sin @ dx. (22.33)

h\ b
o\h
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22.4 Zbieznos¢ szeregu Fouriera
Wyjasnienia wymaga problem zbieznos¢ szeregu Fouriera. Odpowiedzia jest

Twierdzenie Dirichleta

Jezeli funkcja okresowa f(x+2L) = f(x) ma w przedziale [—L, L] skoriczona
liczbe ekstremow i punktow nieciaglo$ci x;, w ktorych istnieja granice jedno-
strone f(x;+) @ f(x;—) oraz funkcja jest kawatkami gladka w przedzialach
(x4,2i41) to szereg Fouriera jest zbiezny punktowo do wartosci f(x) w punk-
tach ciaglosci, natomiast w punktach nieciaglosci jest zbiezny do $redniej

W @it) + faem)]. (22.34)

Warunki Dirichleta sa wystarczajace, ale nie konieczne do zbieznosci szere-
gu. Istnieja funkcje, ktére ich nie spetniaja, a mimo to szereg Fouriera jest
zbiezny.

Przy zalozeniach Dirichleta, szereg Fouriera mozna catkowaé wyraz po
wyrazie, a w przedzialach otwartych (x;,x;+1) mozna go podobnie réznicz-
kowaé¢. Wlasnoéé ta jest konsekwencja tego, ze szereg Fouriera jest jedno-
stajnie zbiezny w kazdym podprzedziale domknietym przedziatu (z;,z;4+1),
natomiast w przedziale [—L, L] jest zbiezny w sensie wartosci $redniej.

22.5 Przyklady rozwiniecé

1. Znajdzmy rozwiniecie Fouriera funkcji okresowej f(x+2) = f(x) zadana
w przedziale (—1,1] wzorem

-1 —-1<zx<0
f@ﬁ—{ | O<z<l (22.35)

Funkcja jest nieparzysta i niezerowe wspdtczynniki to

1 2 nm
b, = 2/ sin(nmz)dr = —/ siny dy
0 nm Jo
2

= 2 (eosy)ly= % (1—(~1)™ (22.36)
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Pozostaja tylko nieparzyste wspdtczynniki
4

b = 22.
i = e (2237
dla £ =0,1,2,... i stad rozwiniecie
> 4
= ————— sin(2k+ 1)z 22.
f(x) kz::o kT n sin(2k+ 1)mx (22.38)

Zgodnie ze wzorem (22.34) w punktach nieciagltosci funkcji w x =0, +1 szereg
Fouriera jest zbiezny do wartosci

1(-1+1)=0. (22.39)
Roézniczkujac szereg (22.38) otrzymamy
[e.9]
4) " cos(2k+ 1)z = 0. (22.40)
k=0

Szereg ten jest zbiezny do zera w kazdym podprzedziale nie zawierajacym
punktéw nieciaglosci funkeji f(x). W punktach tych szereg jest rozbiezny.

2. Rozwazmy funkcje okresowa f(x+2) = f(x) zadana w przedziale (—1,1]
wzorem

flz)=2 —-1<z<1 (22.41)
Funkcja jest nieparzysta wiec otrzymujemy rozwiniecie w szereg sinuséw ze
wspoélczynnikami
r 2 o
by, = 2/0 x sin(nrz)dr = )2 ysiny dy
2 ) nr i1 2
= (an2 (—ycosy+siny)|g" = (—1) — (22.42)

Stad dla x € (—1,1) zachodzi

[e.9]

z=> (-1 % sin(nmz). (22.43)
n=1

W punktach nieciaglosci funkeji f(x) szereg Fouriera daje $rednia z granic
prawo- i lewostronnej rowna zeru. Rézniczkujac szereg wyraz po wyrazie dla
x € (—1,1) znajdujemy
o
2 z:(—l)”Jrl cos(nmz) = 1. (22.44)

n=1
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22.6 Rownosé Parsevala
Rozwazmy ogolnie rozwiniecie

= ian fn(x), (22.45)

gdzie funkcje bazowe f, spelniaja warunek ortogonalnodci
(falfm) = Cponm,  Cn €R. (22.46)

Zbieznosé szeregu w (22.45) do funkeji f(x) w sensie wartosci $redniej ozna-
cza, ze dla ciagu sum czesciowych

N
=3 an ful2), (22.47)

zachodzi

Jim (f =Sn|f—Sn) =0. (22.48)

Policzmy nastepnie

(f =SNIf=Sn) = (fIf) = (FIS8) = (Sn[f) + (Sn|Sn) = 0. (22.49)

Korzystajac z wlasno$ci ortogonalnosei (22.46), znajdujemy
(fISn) ZC |an|? = (Sn|f) = (Sn|SN)- (22.50)
Stad po podstawieniu do (22.49) otrzymujemy nierdwnosé Bessela

(f1f) ZC |an|®. (22.51)

Warunek zbieznosci w sensie wartosci $redniej (22.48) prowadzi w granicy
N — oo do réwnosci Parsevala

(f15) Zo an? (22.52)
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Szeregi Fouriera sa zbiezne w sensie wartoéci $redniej, tak wiec wzér
(22.52) przyjmuje postaé

/LfQ(fv)d:v=2L (ao) +LZ Z402) (22.53)
L

i stad nastepujaca postaé réwnosci Parsevala

=
—
—

[N}
w‘ow

Z (a2 +b2) (22.54)

22.7 Obliczanie sum szeregéw

Réwnosé Parsevala mozemy wykorzysta¢ do obliczania sum szeregow.

1. Dla funkcji (22.35) ze wspdlczynnikami (22.37) dostajemy
1

[ P@de =3 b,

—1 k=0
co daje
B i 16
- 22"
= (2k+1)°m
Stad suma odwrotnosci kwadratow nieparzystych liczb catkowitych wymnosi
> 1 2
=" (22.55)
kZ:% (2k+1)2 8
2. Dla funkeji (22.41) ze wspoélczynnikami (22.43) dostajemy
/:L‘d:x = Z b2,
-1
co daje
2oy 4
- 2.2
= nem
Stad znany juz wzér
=1 2
— = — 22.56
Z n2 6 ( )
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Wyktad 23

Transformaty catkowe I

23.1 Zespolona postaé szeregu Fouriera

Wyprowadzmy zespolona postaé szeregu Fouriera. Definiujac k,, = nm/L oraz
wykorzystujac relacje

eiknx 4 ef'iknx eiknw _ efiknx

cos(kpz) = 5 sin(k,x) = 5 ,

mozemy zapisaé¢ szereg Fouriera w postaci

flx) = % + i {an cos(knpx) + by sin(k,x)}
n=1
— @ 4 i {a” (eiknar +e—iknx) + bj (eiknz _e—ik’nx)}
2 n=1 2 21
=S+ i {we’” + Me‘iknw}. (23.1)
2 n=1 2 2

Definiujac nastepnie wspélczynniki

co) = %ao
en = 3(an—iby), n>1 (23.2)
con = glap+iby) =c}
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znajdujemy zespolong forme szeregu Fouriera

oo
f(z) = Z cp etfn® (23.3)
n=—o00
gdzie k_,, = —k,,. Wspdlczynniki rozwiniecia obliczymy ze wzoréw (22.29)

Cn:%( —@b 2L/f cos nac :U—f/f SlIl nx dr,

co daje
L
=57 [ f@e (23.4)
Cn =57 x)e x .
L

23.2 Transformata Fouriera

Transformata Fouriera jest uogélnieniem szeregu Fouriera, gdy okres funkcji
f(z) dazy do nieskonczonosci (2L — oo0). W granicy tej funkcja przestaje
byé¢ okresows i jest funkcja okreslona na calej osi rzeczywistej R.

Rozwazmy zespolona postaé szeregu Fouriera (23.3). Wprowadzajac ozna-

czenie
T

Ak= . (23.5)

a nastepnie podstawiajac L = w/Ak we wzorze (23.4), dostaniemy

Ak w/Ak
%:%—/fwﬁmmm, (23.6)
—7/Ak

gdzie dodatkowo zmieniliSmy oznaczenie zmiennej calkowania z z nad wu.
Podstawiajac do (23.3), znajdujemy

w/Ak
f(u)emAk@=u) du} Ak (23.7)
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Oznaczajac funkcje w nawiasie przez

N
F(nAk,z) = / Flu) ek @) gy (23.8)
IN
otrzymujemy
f(x):% S~ F(n Ak.z) Ak, (23.9)

W granicy Ak — 0 (L — oo) suma ta dazy do calki Riemanna

1
f(x) = g_oo dk F(k,z), (23.10)
gdzie funkcja .
F(k,z) = / du f () @) (23.11)
Stad podstawowy wzér w teorii transformat Fouriera
f(z) = % / dke™*® / du f (u) ek (23.12)

Prowadzi on do nastepujacej definicji transformaty Fouriera po zamianie
oznaczen u — x.

Definicja
Transformata Fouriera F (k) funkcji f(z) to

F(k) = / dz f(z) e~ k" (23.13)

Na podstawie (23.12) relacja odwrotna ma postaé

f) = % / dk F (k) ek (23.14)

Ostatni wzoér jest poszukiwanym uogélnieniem rozwiniecia w szereg Fouriera,
gdy okres funkcji f(z) dazy do nieskorniczonosci.
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Warunkiem wystaczajacym istnienia transformaty Fouriera jest by f(z)
byla kawalkami gladka na osi rzeczywistej oraz by funkcja |f(x)| byla cal-
kowalna w granicach od minus do plus nieskoriczonosci.

Podsumujmy szeregi i transformaty Fouriera tabelka.

‘ Szeregi Fouriera ‘ Transformata Fouriera ‘
Funkcja f(x+4+2L) = f(x) f(x) dowolna
Rozklad flz)= io: cp ethn® f(@) =5 [ dkF(k)e™

— 2L

T , 00 .
Wzér odwrotny | ¢, = 5 [ do f(z)e *2 | F(k)= [ duf(z)e ®
iy —00

23.3 Splot funkcji

Wygodne jest nastepujace oznaczenie na transformate Fouriera oraz relacje
odwrotna
Ff](k) = F(k), FUF](x) = f(a). (23.15)

Zdefiniujmy splot dwéch funkcji f i g jako nowa funkcje zadana wzorem
e @]
(frg)@)= [ dufw)glo—u). (23.16)
—00
Policzmy nastepnie transformate Fouriera splotu

Fl(fxg)lh) = [ do(fxg)a)e™

= 7(13}{ fduf(u)g(a:—u)}e_“m
= 7 du f(u) e thu 7 drg(z—u)e ik(z—u)
= F(k)G(k). (23.17)

Tak wiec, transformata Fouriera splotu dwéch funkcji to iloczyn ich trans-
format Fouriera.
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23.4 Delta Diraca

Zauwazmy, ze zmieniajac kolejnos$¢ catkowania we wzorze (23.12), otrzyma-

my
flz) = / du{;r / dkeik(w—w} F(w) (23.18)

Wyrazenie w nawiasie mozemy traktowac jako delte Diraca

§(z—u) = % / dke™* (@) (23.19)

ktérej podstawowa wlasnoscia jest réwnanie

= /dué(m—u)f(u). (23.20)

Scisle rzecz biorac zamiana kolejnosci calkowania w (23.12) jest niedozwo-
lona, jednak otrzymanymi wzorami mozna sie postugiwaé w rachunkach.
Trzeba tylko pamietaé, ze zgodnie ze wzorem (23.20) delta Diraca §(z —u)
nie jest zwykla funkcja lecz operacja liniowa (dystrybucja), ktéra funkeji f
przyporzadkowuje liczbe - warto$é¢ f(x). Operowanie delta Diraca ma wiec
sens tylko w wyrazeniach catkowych.

Jako pozyteczne ¢wiczenie znajdziemy odpowiednik réwnosci Parsevala
dla transformaty Fouriera:

70dfvlf(9ﬁ)l2 = (271r)2 fdx{/dk:F* _““’}{/dk;’ otk }
= % 7dk ?dk’F*(k)F(k’) {;ﬂ 7dxei<k'k>x}
= = 7dkF*(k) 7dk’F(k’)6(k’—k)

= % / dk |F (k)|? (23.21)
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Stad ostatecznie rownosé Parsevala dla transformat Fouriera to

/dxf(a:)]zz;ﬂ / dk [ (k)2 (23.22)

60



Wyktad 24

Transformaty catkowe 11

24.1 Transformata Fouriera

Niech f(t) bedzie funkcja o wartosciach zespolonych, okreslona na osi rze-
czywistej: —oo <t < oco. Transformata Fouriera tej funkcji to

F(w) ™t f(t) (24.1)

-

gdzie w jest liczba zespolona. Relacja odwrotna to

\/ﬂ / e W F(w)dw (24.2)

Zmieniajac t — —t , a takze sprzegaja¢ réwnanie (24.1) otrzymujemy naste-
pujace relacje

ft) < F() (24.3)
f(=t) & F(-w) (24.4)
) & F(—w) (24.5)
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24.1.1 Wzory konwolucyjne

Wprowadzimy nastepnie wzér konwolucyjny dla transformat F(w) i G(w)

funkeji f(t) i g(t):

o o 1 o0
/e_i“JtF(w)G(w)dw = /dwF(w)e_wT/eWt,
s

- / dt’g(t’)\/% / P (w)e~(t=1)

= / ft—t)g(t)dt (24.6)

Stad transformata Fouriera splotu dwéch funkcji, fxg, jest iloczynem trans-
format Fouriera

[e.e]

1
(t—tgtdt' < F(w)G 24.7
(o)== / Flt=t)g(t) @Gw) (24
Kladac t =0 we wzorze (24.6) znajdujemy

/ F(w)G(w) dw = / F(=t)g(t) (24.8)

Na podstawie relacji (24.4) mamy

/ F(—w)G(w) dw = / F()g(t') (24.9)

Przyjmujac f(t') = ¢g*(t') 1 wykorzystujac relacje (24.5), otrzymujemy réw-
no$¢ Parsevala

/|G(w)|2dw: / g(£)[2 dt’ (24.10)
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Obliczmy jeszcze transformate Fouriera iloczyny dwéch funkcji

_Z dwe™ f(t)g(t) = / dwe™! f(t) \ﬁ e Wt QW)

o0

_ x4 dw z(w—w’)t
_ / do! G [ 75 £(t)
= /dw'F(w—w’)G(w’) (24.11)

Odwracajac transformate Fouriera ze wzgledu na zmienna w znajdujemy
nastepujaca reprezentacje iloczynu dwoch funkcji

= /dwe_m/dw'F(w—w')G(w’). (24.12)

24.2 Transformata Laplace’a

Transformata Laplace’a funkeji f(¢) o wartosciach zespolonych i argumencie
rzeczywistym t > 0 jest okreslona poprzez catke

o0

F(s)= /e_Stf(t) dt (24.13)

0

gdzie s jest liczba zespolona. Latwo zauwazyé, ze jest to transformata Four-
iera nastepujacej funkcji

2o ) @) dla ¢t>0
ft) = { 0 dla £<0 (24.14)
gdzie dodatkowo przyjmujemy, ze s = —iw:
Flw=is) = / o~ F(t) dt = / e~ f(t)dt = F(s) (24.15)
—00 0

Powstaje pytanie dla jakich wartosci zespolonego s calka (24.13) jest
zbiezna. Odpowiedzia jest nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie
Jesli calka (24.13) jest zbiezna dla pewnego s = sy to jest zbieina dla
wszystkich s takich, Ze Res > Resg.

Dla dowodu zapiszmy

T
F(s)= lim [ e (s7s0)tems0t £ (4t (24.16)

T—o00 /o

Zdefiniujmy nastepnie funkcje

o(t) = /0 st F(t)dt’ (24.17)

Funkcja ta jest ograniczona dla kazdego t ze wzgledu na zalozenie twier-
dzenia, a ponadto ¢(0) = 0. Wykonujac catkowanie przez czesci we wzorze
(24.16) otrzymujemy

T
F(s) = lim e~ (57500 gy (t)

T—o0 Jo

= lim {e‘sso)w(t)‘T + /T(s—so)e(530>t¢(t)dt}
T—o00 0 0

W granicy, pierwszy wyraz znika ze wzgledu na ograniczonos$é¢ ¢(t), nato-

miast caltka jest zbiezna dla Res > Resq, co konczy dowdd. Otrzymujemy

w ten spos6b pélplaszezyzne zbieznosci transformaty F'(s). Caltka Laplace’a

jest jednostajnie zbiezna w dowolnym obszarze zawartym w tej potptaszczyz-

nie.

Transformata F'(s) jest takze analityczna w tym obszarze, jak i w kaz-
dym innym do ktérego mozna ja przedtuzy¢ analitycznie. Liczac bowiem dla
ustalonego T' pochodna, funkcji fOT e S f(t)dt stwierdzamy, ze jest ona ana-
lityczna dla kazdego s z polplaszczyzny zbieznosci. Wiasnoéé jednostajnej
zbieznosci oznacza, ze otrzymana w granicy T — oo transformata F'(s) jest
takze analityczna.

Znajdziemy nastepnie wzor odwrotny dla transformaty Laplace’a wyko-
rzystujac jej zwiazek z transformata Fouriera. Wybierajac dowolny punkt
s =y —iw W plaszczyznie zbieznosci transformaty Laplace’a przepiszemy
wzér (24.13) w postaci

o0

Fl(y—iw) = / o) £ (1) dt (24.18)
0
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Definiujac nastepnie funkcje

T 2me L f(t) dla ¢t>0
f(t)—{ 0 dla £<0 (24.19)

otrzymujemy transformate Fouriera

F(v—zw / ““tf (24.20)
F
Stad odwrotna transformata Fouriera
f *WtF dw 24.21
f 7 / ) ( )

i dla t > 0 znajdujemy po zamianie zmiennej s = v —iw

Vome N f(t) = \/%/ e WP (y —iw) dw
1 y+i00
= / =R (5)ds (24.22)
i
y—100

Kontur catkowania ostatniej catce: y+iv; v € z € R, lezy w péiplaszczyznie
zbieznosci transformaty Laplace’a i moze byé¢ zdeformowany do dowolnego
konturu C' rozciagajacego sie wzdtuz calej osi urojonej. Stad ostateczny wzor
odwrotny dla transformaty Laplace’a

(1) = 2% / ' F(s) ds (24.23)
C
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24.2.1 Wzory konwolucyjne

Niech F(s) i G(s) beda transformatami Laplace’a funkcji f(t) i g(t), odpo-
wiednio. Obliczmy

ds

2mi

et F(s)G(s) = 79, Uy
0

= / dt'g(t') ds R (s)
0

2m

_ / dt' f(t—t") g(¢). (24.24)
0

Stad transformata Laplace’a splotu dwoch funkcji, f xg, jest iloczynem
transformat Mellina

(F#g)( / ' f(t—t)g(t) &  F(s)Gls) (24.25)
Kladac t = 0 we wzorze (24.24) mamy

95 pisyas) = / dt' f(—t") g(¢) (24.26)
0

21

Policzmy jeszcze transformate Laplace’a iloczynu dwoch funkcji

[ s0ata - 7dte‘“f(t) [ 5% eats)
0 0 c’

_ (s—s")t
2m /dte J(@

= d—s F(s—s)G(s) (24.27)

C/
Odwracajac wzor (24.27) ze wzgledu na zmienna s otrzymujemy nastepujaca
reprezentacje Laplace’a iloczynu dwoéch funkcji

f)gt) = ﬁe“ d—S, F(s—s)G(s) (24.28)

211 211
C c’
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24.2.2 Pewne transformaty Laplace’a

Przyjmijmy oznaczenie

o0

LIF(1)](s) = F(s) = / et F(¢) dt. (24.29)

0

Obliczmy nastepnie transformate Laplace’a pochodnej funkcji f:

[e.o]

LIrwle = | T [
0 0

[eo]

= 1) +5 [ (1) dt = sF(5) - £(0)

0

Stad wzér dla pochodnej
LI ()] (s)=sL[f(t)](s) = f(0). (24.30)

Latwo stad obliczy¢ transformate Laplace’a dowolnej wyzszej pochodnej. Na
przyktad, dla drugiej pochodnej otrzymujemy

LI 0] (s) = sLLf/®)] ()= 1'(0)
= s{sLIf()](s) = F(0)} — F'(0)
= SLIF(1)] (s) — 5£(0) ~ f(0). (24.31)

Liczac pochodna transformaty Laplace’a otrzymujemy

C”; f) _ 0/ eSLf (1) dt (24.32)
i stad p
LIEf@I(s) = = LIFB](s). (24.33)
W ogélnosci, rézniczkujac n-krotnie otrzymujemy
L] (5) = (-1 S LIF0] 5): (24.31)
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Podstawiajac pierwsza pochodna do wzoru (24.33) znajdujemy

LUFD] () = — L LI (0)] (5) = o {sF ()~ F(0)}

_ _d%{sF(s)} = —sF/(s)— F(s). (24.35)

Zdefiniujmy funkcje
t
:/ F(t)at (24.36)
0

i obliczmy jej transformate Laplace’a

Lla®)) = | Testy(t)dt

_e—st o0 1 00 st
- o)+ [ e
S o SJo
F
_ ) (24.37)
S
Tak wiec relacja odwrotna to
2m oot / £t (24.38)

C/
24.3 Transformata Mellina

Rozwazmy dwustronna transformate Laplace’a funkcji f(¢) o wartosciach
zespolonych, okreslonej na calej osi rzeczywistej,

o0

Fy(s) = / e (1) dt (24.39)

—00
Jest ona suma dwoch jednostronnych transformacji Laplace’a

o0

O/e SLE(L) dt —i—_[o “SUE(t)
/‘Stf dt+/ St f(— (24.40)
0
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Kazda z transformat F* ma swéj rejon zbieznodci. Jesli f(t) znika w 400
odpowiednio szybko to te dwa obszary maja czes¢ wspdlna w postaci pio-
nowej wstegi, w ktérej Fy(s) jest zbiezna, a takze analityczna. Jest to tzw.
wstega podstawowa. Wybierajac wewnatrz tej wstegi dowolny kontur catko-
wania C' z czeScia urojona rozciagajaca sie od —oo do 0o otrzymujemy relacje
odwrotna taka jak dla jednostronnej transformaty Laplace’a

£t) / o Fy(s) ds (24.41)
C

" omi

Transformate Mellina otrzymujemy zamieniajac zmienne oraz oznaczenia
w dwustronnej transformacie Laplace’a

e t=2x, ft)=g(z), Fs(s) =Gum(s) (24.42)

Wtedy transformata Mellina to

o

Car(s) = / *Lg(z)da (24.43)
0

natomiast relacja odwrotna przyjmuje postaé

1

" omi

g(x) /x_s Gr(s)ds (24.44)

C

W punktach nieciaglosci funkeji g(z) wzér (24.44) daje Srednia

[9(z+) +g(z—)]/2.

Zauwazmy, ze wykonujac podstawienie (24.42) w jednostronnej transfor-
macie Laplace’a (24.13) otrzymujemy transformate Mellina

1
Gu(s)= /:L’s_lg(x) dx (24.45)
0

z obszarem zbieznosci na prawo od ostatniej osobliwosci funkcji Gas(s). Wzor
odwrotny jest zadany przez ten sam wzor (24.44) z konturem catkowania w
obszarze zbieznosci.
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24.3.1 Wzory konwolucyjne

Wyprowadzmy jeszcze wzory konwolucyjne. Niech Fj(s) i Gpr(s) beda trans-
formatami Mellina funkcji, odpowiednio, f(t) i g(¢). Obliczmy

? 2w \ &
_ 7ff<§)g<g> (24.46)
0

Stad transformata Mellina splotu dwéch funkcji, fxg, jest iloczynem trans-
format Mellina

Tde [
(fxg)@)= [ = fl+)9) < Fu(s)Gu(s) (24.47)
0/ ¢/ (e)

Kladac = =1 we wzorze (24.46) mamy

%FM / f ( ) (24.48)

Policzmy jeszcze transformate Mellina iloczynu dwoch funkcji

o

/a:s_lf(:c) Ydx = /da::zs Le( ) %x_s Gu(s)
0
— 2 /d.f.%'s s—lf
ds’
/QFM(S—S)GM( 0 (24.49)

C/

Stad dla s =1 otrzymujemy wzor Parsevala dla transformat Mellina

21
C/

/f 2z = [ R ) Gar(s) (24.50)
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Odwracajac wzor (24.49) ze wzgledu na zmienna s otrzymujemy nastepujaca,
reprezentacje Mellina iloczynu dwoéch funkeji

d ds’
f(x)g(z) = ﬁsicc*s T;FM(S—S’)GM(S’) (24.51)
C c’

24.4 Calki Mellina-Barnesa

Rozwazmy catke Mellina postaci

_[ds . T(ai+s)..T(aats)L(b—s)..T(bp—s)
H(z)—c 2w~ T(c1+s)...T(cc+5)T(d1—s)...T(dp—s) (24.52)

gdzie |arg z| < w. Funkcja podcatkowa ma osobliwo$ci w postaci biegunéw
jednokrotnych w nastepujacych punktach

aj+s = -n, n=012,... => s=-a;—n
bj—s = —n, n=0,12,... => s=bj+n (24.53)

Czesci rzeczywiste a; i b; sa uporzadkowane w nastepujacy sposob
—Reayg <...<—Rea; < Reb; <...<Rebp
i pionowy kontur C' lezy miedzy —Rea; i Reb;.

Obliczmy catke (24.52) zamykajac kontur catkowania z lewej strony pél-
okregiem o nieskonczonym promieniu. Dla kazdego j € {1,2...A} mamy
nieskoriczona sume wkladéw od biegunéw w punktach s = —a; —n. Diuzszy
rachunek prowadzi do nastepujacego wyniku, ktéry oznaczymy przez

B+cFarp_1(j;(-1)97"2) (24.54)

A
oS ] @ g 0) 4
Rulo) =2, F[ ©)-a; (d)+ay

gdzie

Fl (a)’—aj (b)+aj . F(a1—aj)’...I‘(aA—aj)l“(b1+aj)...1“(b3+aj)

F(Cl —aj) .. .F(CC —aj)F(dl —{—aj) .. F(dD —}—aj)

() —a; (d)+a
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Prime oznacza, ze w iloczynie pominieto osobliwy wyraz z a; —a; = 0. Po-
nadto funkcja hipergeometryczna pycFayp—1(2) jest zadana przez

o0 n

) z
BrcFarp-1(jiz) = )

n!
= n!

(b1—i—aj)n...(bB—i—aj)n(l—cl—i—aj)n...(l—cc—i—aj)n
(1—a1+aj);1...(1—aA—|—aj)n(d1+aj)n...(dD+aj)n

gdzie (...) to symbol Pochhammera

I'(a+n)

(a)p=ala+1)...(a—n+1) = Ta)

(24.55)

Podstawowy wynik teorii takich catek rozpatrywanych dla liczb zespolonych
z obszaru arg |z| < m méwi, ze jezeli

B+C < A+D to proFa+p—1 jest zbiezna dla dowolnych z
B+C = A+D to pyrcFarp—1 jest zbiezna dla |z] <1
B+C > A+D to BrcFarp—1 jest rozbiezna dla wszystkich z

Podobnie zamykajac kontur po prawej stronie otrzymujemy wynik, ktory

tym razem oznaczymy przez
(=1 D—B
A+DFB+C—1 (J; ()z>

N & o 0 b (a)+b
(2 -2 bf{ (d)-b (0)+b,

(24.56)
gdzie funkcja hipergeometryczna 44+ pFpyrco—1 jest zadana przez
1 =1
A+DFprc—1 (J;Z> = T

v (al—i—bj)n...(aA—‘rbj)n(l—dl—i-bj)n...(l—d[)—i-bj)n

(1—bl—i—bj);b...(1—bB—‘rbj)n(Cl—I—bj)n...(CC—i-bj)n

Tym razem podstawowy wynik dla liczb zespolonych z obszaru |arg z| <7
brzmi. Jezeli

A+D < B+C to A+pFpyro—1 jest zbiezna dla dowolnych z
A+D = B+C to A+pFpByc—1 jest zbiezna dla |z| > 1
A+D > B+C to A+pFpiro—1 jest rozbiezna dla wszystkich z

Stad nastepujace
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Twierdzenie

Ri(z) A+D>B+C |z| < o0
- A+D=B+C |2 <1
M=\ Rp(1)z) A+D<B+C |z <o (24.57)

A+D=B+C |z| > 1
Dodatkowo, jesli

A+D>B+C, B>1, A+B>C+D (24.58)

oraz |arg z| < w/2(A+ B—C— D) to dla z — oo stuszna jest nastepujaca
relacja asymptotyczna

Ri(2) ~ Rp(1/2). (24.59)

24.5 Transformata Borela
Zalézmy, ze mamy do czynienia z szeregiem potegowym

oo
> anz", (24.60)
n=0

niekoniecznie zbieznym. Zdefinujmy nastepnie transformate Borela tego sze-

regu
o0

=3 %t". (24.61)
n=0 "

Zalézmy, ze suma po prawej stronie ma skonczony promien zbieznosci i
moze by¢ przedtuzona analitycznie na cala pétos rzeczywista dodatnia: ¢ > 0.
Ponadto zakladamy, ze otrzymana w ten sposob funkcja roénie na tej pélosi
co najwyzej eksponencjalnie. Istnieje wtedy transformata Laplace’a

F(z) = /0 T f(tz)etde (24.62)

Otrzymana w ten sposéb funkcja jest nazywana suma Borela szeregu (24.60).
Jezeli bowiem ten szereg jest zbiezny to zachodzi

oo X 00 el
F(z) = / STy tat=Y T [ teTtdt =" a,2". (24.63)

Liczenie transformaty Borela jest wiec metoda nadawanie sensu szeregowi
rozbieznemu.
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Wyklad 25

Ro6ownania roézniczkowe
czastkowe

25.1 Rownanie falowe

Jako przyktad zastosowania transformaty Fouriera, rozwiazemy jednowy-
miarowe rownanie falowe dla funkeji u = u(t,z),

1 Py PPu

292 o (25.1)

Réwnanie falowe jest przyktadem réwnania hiperbolicznego. Aby otrzymaé
jednoznaczne rozwiazanie, dla tego typu réwnan specyfikujemy warunki po-
czatkowe w czasie dla funkcji i jej pochodnej czasowe;j.

Znajdziemy rozwiazanie naszego rownania dla warunkéw poczatkowych
u(0,z) = f(z), ut(0,2) = 0. (25.2)

Podstawiajac do réwnania (25.1) wyrazenie z transformata Fouriera wzgledem
zmiennej x

17 :
t,x) = — [ dkU(t,k)e*® 25.
u(t,z) 277/ Ut k) e, (25.3)
otrzymujemy po pomnozeniu obu stron przez 2mc?
T [02U(t,k .
/ {8;’)+c2k2U(t,k)}elkx dk = 0. (25.4)

— 00
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Calka znika gdy spelnione jest rownanie

D2U (¢, k)

57 T (ck)2U(t,k) =0, (25.5)

z warunkami poczatkowymi
U(0,k) = F(k), U:(0,k) =0, (25.6)

gdzie F'(k) jest transformata Fouriera f(z). Dla ustalonego k jest to réwanie
klasycznego oscylatora harmonicznego z czestoscia w = ck. Stad rozwiazanie
spelniajace warunki poczatkowe

U(t,k) = F(k)cos(ckt). (25.7)

Po podstawieniu do (25.3), znajdujemy

17 . o
u(t,r) = 202m) / dk F (k) (ewkt —i—e*wkt) elke (25.8)
2(2m) 2(2m)

Otrzymalismy wiec superpozycje dwoch funkcji poczatkowych poruszajacych
sie bez zmiany ksztaltu w przeciwnych kierunkach z predkoécia c.

u(t,z) = 5 [f(x+ct) + f(z—ct)] (25.9)

25.2 Roéwnanie dyfuzji

Jednowymiarowe réwnanie dyfuzji ma nastepujaca postac

Ou(t,z) D 0u(t,x)
o 2 Oz

(25.10)

Wielko$¢ D nazywamy stala dyfuzji. Rownanie to opisuje zmiane gestosci
liczby czastek wykonujacych przypadkowe ruchy Browna na prostej. Jest ono
przyktadem réwnania parabolicznego, dla ktérego specyfikujemy warunek
poczatkowy dla funkcji

u(0,z) = up(z) (25.11)
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oraz warunki brzegowe dla dowolnej chwili czasu, np

lim w(t,z)=0.

r—+oo

Podstawiajac do réwnania dyfuzji transformate Fouriera
[o¢]
utr) = — / dkU (L, k)
) 27_‘_ ) )

znajdujemy

T (oU(t,k) Dk e
/{ = U(t,k)}e dk = 0.

—0o0

Calka znika gdy spelnione jest rownanie

oU(t.k) , DI’

z warunkiem poczatkowym
U(0,k) / dzug(z)e =,
Stad rozwiazanie réwnania (25.15)

Ut k) = Uy(k)e P2k / dzug(z)e P2k

2 _ikz

(25.12)

(25.13)

(25.14)

(25.15)

(25.16)

Podstawiajac do (25.13), zmieniajac kolejno$¢ catkowania, znajdujemy

o
’LL(t,,CL') = /dZUO(Z) / %e_(Dt/Q)k2+ik($—z)‘

2

(25.17)

(25.18)

(25.19)



otrzymamy calkujac po zmiennej k

T dk : . 1 [2 7 2 1
ar  —(Dt/2)(k—i(z—z)/Dt)? _ 7/ A . 25.2
o 2V Dt aye 2n Dt (25.20)

—00

Stad ostatecznie

Tdk o 1 (z—2z)?
dk o)k tik@e-z _ 1 _ . 2521
T e S )

Tak wiec rozwiaznie (25.17) przyjmuje postaé

— 00

1 i —(x—2)?
u(t,z) = mé dz eXp{QDt} uo(2) (25.22)

Latwo sprawdzié, ze rozwiazanie to spelnia warunki brzegowe (25.12), zni-
kajac w nieskonczonosci.

Przyjmujac jako warunek poczatkowy
up(x) = 6(x), (25.23)

gdy wszystkie czastki sa skoncentrowane w punkcie x = 0, otrzymujemy
rozwiazanie

2
u(t,z) = \/271riDt exp{ggt} (25.24)
o wartosci Sredniej (x) = 0 oraz dyspersji rosnacej liniowo z czasem
o?=Dt. (25.25)
Podobnie dla gaussowskiego rozkladu poczatkowego

1

up(x) = exp{ , (25.26)
\/2mod 203

znajdujemy

1 —z?
u(t,x) = m exp{w}. (25.27)

Tym razem dyspersja to
0? = o8+ Dt. (25.28)

Zauwazmy, ze poczatkowa warto$é¢ srednia (x) = 0 pozostaje stala w czasie.
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