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Wyktad 1

Cialo liczb zespolonych

1.1 Liczby zespolone

Motywacja dla wprowadzenia liczb zespolonych byta cheé¢ rozwiazania naj-
prostszego réwnania algebraicznego

2 +1=0, (1.1)
dla ktérego nie istnieje rozwiazanie w dziedzinie liczb rzeczywistych, gdyz

r=+-1. (1.2)

Mozna byloby zakonczyé rozwazania na ten temat stwierdzajac, ze takie
roéwnanie nie posiada rozwiazan. Jednak, szukajac rozwiazan réwnania

formalne rozwiazanie to

234222 —x—2=0 (1.3)

znajdujemy trzy pierwiastki rzeczywiste rowne 41 oraz —2. Z drugiej strony
korzystajac z wzoréw Cardano na pierwiastki wielomiandéw trzeciego stopnia
znajdujemy te same pierwiastki pod warunkiem, ze w krokach posrednich
potrafimy wyciagnaé pierwiastek z liczby ujemne;j.

W wyniku dogtebnej analizy tego problemu zostato wypracowane pojecie
liczby zespolonej jako pary liczb rzeczywistych

z=(z,y). (1.4)



W zbiorze takich par C wprowadzimy dwa dziatania, dodawanie i mnozenie

21420 = (x1,51) + (x2,42) = (x1+ 22, Y2+ 42) (1.5)

z21-22 = (21,91) - (22,y2) = (T122 — Y1Y2,, T1Y2 + Y122) - (1.6)
Zauwazmy, ze dla liczb zespolonych z drugim elementem pary réwnym zero
z=(z,0) (1.7)

otrzymujemy reguly dodawania i mnozenia takie jak dla liczb rzeczywistych

21+29 = (l‘l JrfL‘Q,O) (18)

2120 = (2122, 0) (1.9)
Mozemy wiec utozsamié¢ zbior takich par ze zbiorem liczb rzeczywistych

R = {(z,0); z € R}, (1.10)
w szczegbdlnosci zespolona postaé zera i jedynki to

0= (0,0) 1=(1,0). (1.11)

Kluczowym dla konstrukeji rozszerzenia zespolonego liczb rzeczywistych
jest twierdzenie, ze zbiér par C z dzialaniami (1.5) i (1.6) tworzy cia-
lo liczbowe o wlasnosciach takich samych jak ciato liczb rzeczywistych.
Oznacza to, ze przy operowaniu liczbami zespolonymi mozemy sie postugi-
waé dobrze znanymi regulami dzialan na liczbach rzeczywistych.

Postugiwanie sie wzorem (1.6) dla mnozenia nie jest wygodne, gdyz wy-
maga zapamietania nienaturalnej z punktu widzenia dzialan na liczbach
rzeczywistych reguly. W zwiazku z tym wprowadza sia inna notacje oparta
na nastepujacej tozsamosci

(z,y) = (2,0)+(0,y) = (£,0)-(1,0)+(y,0)- (0,1). (1.12)
Definiujac liczbe zespolona - jednostke urojona
i=(0,1) (1.13)
i pamietajac o utozsamieniu (1.7), otrzymujemy zapis

(1
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Wprowadza sie terminologie, x to czes$é rzeczywista liczby zespolonej na-
tomiast y to jej czeSé urojona:

xr=Rez y=Imz. (1.15)
Latwo sprawdzié¢, ze mnozac dwie liczby zespolone wedlug regul stusz-

nych dla liczb rzeczywistych otrzymamy wynik (1.6) pod warunkiem, ze
zastapimy

i2=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1 (1.16)

Rzeczywiscie

2120 = (21 +iy1) (T2 +iy2) = 2172+ 2Y1y2 +1 (T1Y2 + Y122)

= (xlxg—y1y2)+i(a:1y2+y1:r2). (1.17)
Wtasnoéé i? = —1 powoduje, ze +i sa rozwiazaniami réwnania (1.1).
Policzmy jeszcze element odwrotny do dowolnej liczby zespolonej z # 0

1 1 (z—1iy) x—1iy x —y

2T vy @—iy) 24P PP Pty (1.18)
Oczywiscie
1 1
z.fzf-zzl (1.19)
z z
Przyktad
1 1 1-2¢ 1-24 1 2.
= — = —— —3
1+2: 14+2i1—2¢ 5 5 5
1 1
R = -
e(1+m) 5
1
n(ckz) -
1421 5

Bardzo wazna cecha odrézniajaca liczby zespolone od liczb rzeczywistych
jest to, ze liczb zespolonych nie mozna uporzadkowac. Tak wiec zapis z1 < zo
nie ma sensu dla liczb zespolonych z r6zna od zera czescia urojona.



1.2 Plaszczyzna zespolona

Liczby zespolone to pary liczb rzeczywistych, ktore mozna przedstawié jako
punkty dwuwymiarowej plaszczyzny zespolonej Arganda. Dodawanie
dwdéch liczb zespolonych to po prostu dodawanie dwoch wektoréw wyzna-
czajacych liczby zespolone. Interpretacja mnozenia wymaga jednak dodat-
kowego wysitku.

Zauwazmy, ze z # 0 mozemy scharakteryzowaé przy pomocy wspolrze-
dnych biegunowych (r,¢):

T = rcos¢o (1.20)
y = rsing (1.21)

gdzie kat ¢ nazywa sie argumentem lub faza liczby zespolonej, natomiast
promien wodzacy r jest réwny jej modutowi

r=1/z2+y%=|z| (1.22)

’z:x—f—iy:r(cosqﬁ—i—isinqﬁ)‘ (1.23)

Wtedy

Te forme nazywamy postacia trygonometryczna liczby zespolonej.

Przyktad:
) 1 1 . ™o, m
141¢ = \/5(4-1) = ﬂ(cos—i—zsm)
2 2 4 4
1 1 T T
1—47 = \/§<z) = ﬁ(cosisin)
Vi V2 i

= \/§<cos (—Z) +¢sin (—Z)) = \/i(coszr—i-isin?;)

Mnozac dwie liczby zespolone otrzymamy

2129 = 1172 (COSP1 417 sin 1) (cos 2 + i sin ¢g)
= riro{(cos ¢ cosp —sin ¢y sin ¢o) + i(sin ¢y cos 2 + cos 1 sin ¢a) }

= rirg {cos(¢1+ ¢2) +isin(¢pr +¢pa)}. (1.24)



Tak wiec mnozenie liczb zespolonych polega na dodaniu ich faz oraz pomno-
zeniu ich moduléw.

Dla ilorazu otrzymujemy nastepujacy wzor

21 ri(cosgr+isingy) (cospa —isings)
29 ro (COS o +isinga) (cospe —isinpz)

71 (COS 1 €OS P + sin ¢y sin ¢o ) + i (Sin ¢1 cos Py — cos P1 sin g

T cos? ¢y + sin? ¢y

= 7 {ecos(91 — ) +isin(61 ~62)) (1.25)

Przy dzieleniu otrzymujemy réznice faz i iloraz moduléw.

Dla sprzezenia zespolonego otrzymujemy zmiana znaku fazy, gdyz cosi-
nus jest funkcja parzysta natomiast sinus jest funkcja nieparzysta

z*=x—iy = r(cos¢—ising)

= r{cos(—¢)+i sin(—¢)}. (1.26)

1.3 Sprzezenie zespolone

Dla kazdej liczby zespolonej z definiuje sie liczbe zespolona do niej sprze-
zona
z=x+iy — 2Z'=xz—1iy (1.27)

Tloczyn tych liczb to kwadrat ich modutu
22t =ty =|z)? (1.28)

Tak wiec

|z2| =Vz-2* (1.29)

Dla liczby rzeczywistej (y = 0) otrzymujemy znana nam definicje modutu.
Zauwazmy, ze mozna uporzadkowaé moduly liczb zespolonych, gdyz sa one
liczbami rzeczywistymi.

Regule odwracania liczby zespolonej (1.18), mozna teraz zapisa¢ w pro-
sty sposéb
1 1z z* z*

z 2zt oz | 2|2

(1.30)
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Sprzezenie zespolone posiada nastepujace wlasnosci

(z) =z
(Z1—|—22)* = Zik—i—zg
(21-22)" = 2123

z1\* 2y
29 25

7 trzeciej i czwartej wlasnosci wynika

|21+ 22| = |21]]22]-
al _ lal
29 |29]

Dla dodawania obowiazuje nieréwnos¢ tréjkata

|21+ 22| < 21|+ |22

Przyktad

(1+2i>*:(1+2i)* (1—2i)
(1-3i)  (1+3i)

1-3i -

’1—1—21’ 2 V51
1-3i|  [1-3i] V10 V2
Korzystajac z
z=1x+1y ZF=x—1y
otrzymujemy
z4z* z—2z"
= = :I =
z=Rez 5 y=Imz 5

Liczba zespolona jest czysto rzeczywista jesli Imz = 0, tzn

Z=Zz

natomiast jest czysto urojona, gdy Rez =0, tzn. z = iy. Wtedy

z=—2z%.

11
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1.4 Miejsca geometryczne liczb zespolonych

Przy pomocy réwnosci lub nieréwnosci z liczbami zespolonymi mozna okre-
sli¢ obszary geomeryczne na plaszczyznie zespolonej.

Podstawowa, obserwacja, jest stwierdzenie, ze

2= 20 = /(2 — 20)? + (y — y0)? (1.42)

jest odlegloécia euklidesowa pomiedzy dwoma punktami plaszczyzny zespo-
lonej z = (z,y) oraz zp = (xo,Y0)-

Wtedy réwnanie
lzl=1 => 2%4+4°=1 (1.43)

okredla okrag o srodku w punkcie zg =0 i promieniu R = 1. Podobnie, réw-
nanie
2| <1 (1.44)

to réwnanie kota. W ogdélnosci, okrag o sSrodku w punkcie zg i promieniu R
jest zadany przez

lz—z|=R => (z—z0)%+(y—y)?=R>. (1.45)

Elipsa to miejsce geometryczne punktéw plaszczyzny takich, ze suma od-
legtosci od dwdch ustalonych punktéw (ognisk elipsy) jest stala. Wybierajac
ogniska w punktach a i b plaszczyzny zespolonej okreslamy elipse poprzez
réwnanie zespolone

|z—a|l +|z—b] = R. (1.46)

Przyktad
Znalez¢ miejsce geometryczne okreslone przez réwnanie zespolone
2% = 2i. Zapisujac je przy pomocy z = x + iy dostajemy

(z+iy)? = (% — y?) +i(22y) = 2i
co prowadzi do uktadu réwnan
;x2—y2:0, 20y =2.

Pierwsze réownanie prowadzi do warunku x = +y, natomiast drugie
daje y?> = 1. Poniewaz y jest liczba rzeczywista, stad y = 41. Miejsce
geometryczne to dwa wierzchotki kwadratu (£1,+1).
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Wyktad 2

Szeregi zespolone

2.1 Szeregi o wyrazach zespolonych

Szeregiem nazywamy formalne wyrazenie

> an. (2.1)
n=0

Jezeli a, € C to jest to szereg o wyrazach zespolonych. Powstaje pytanie
kiedy taki szereg ma skonczona wartosé, czyli kiedy jest zbiezny.

Dla kazdej skonczonej wartosci NV, N-ta suma cze$ciowa

N
SN = Z A, (22)
n=0

jest skonczona. Szereg (2.1) jest zbiezny jeSli istnieje granica ciagu sum
cze$ciowych
lim Sy =5 < o00. (2.3)

N—o0
Granice S nazywamy wtedy suma szeregu. Jezeli granica taka nie istnieje
lub jest rowna nieskonczonosci to szereg jest rozbiezny.
Jezeli suma szeregu moduléw wyrazéw szeregu (2.1) jest skonczona,

e}

Z lan| < oo, (2.4)

n=0

to szereg (2.1) jest bezwglednie zbiezny.
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2.2 Kryteria zbieznoSci szeregow

2.2.1 Kryterium d’Alamberta

Uzytecznym kryterium bezwglednej zbieznoéci szeregu jest kryterium d’Alamberta.
Rozwazamy granice ilorazéw moduléw kolejnych wyrazéw szeregu

: ‘an—&-l‘
1 = 2.5
A e (25)

W zaleznosci od wartosci p otrzymujemy

>1 szereg jest rozbieiny
p=< =1 nie wiadomo (2.6)
<1 szereg jest bezwzglednie zbieiny
Przyktad
Policzmy
s 1414 n+1
Z(1+i)", pn:%:\l+i\:\/§>l, rozbiezny
= |1+
= (3+24)" 3+2¢
Z M, Pn = [3+2i] —0, bezwglednie zbiezny
— n+1
i 1+4 n? 1 1 o wiad
—, = = nie wiadomo
= n? P (n+1)2  (141/n)?

Ostatni szereg jest zbiezny na podstawie innego kryterium.

2.2.2 Kryterium Gaussa

Zalézmy, ze szereg (2.1) ma tylko wyrazy dodatnie ar > 0 i dla wszystkich
k > N stosunek kolejnych wyrazéw moze byé¢ zapisany w postaci

WL g @ B (2.7)

gdzie 6 > 0, « jest stala, natomiast §(k) jest ograniczone w granicy k — oo.

Wtedy dla
>1 szereg jest zbieiny
= 2.
@ { <1 szereg jest rozbieiny (2:8)

14



Przyktad
Zbadajmy zbiezno$¢ szeregu

ni (2.9)

>

Kryterium d’Alamberta jest nie roztrzyga tego, dajac p = 1. Zastosuj-
my kryterium Gaussa. Dla dostatecznie duzych k znajdziemy

ap K 1 B 1
ar  (k+1)2 (A+1/k)2  1+2/k+4/k2

2 4 2 4\?2
=GR TGt -

=1-=4 22 (2.10)

z funkcja
1
B(k) = const + e +...

ograniczong dla k — co. Stad mamy o« =2 > 1 i szereg jest zbiezny.

2.3 Szeregi potegowe

Szeregiem potegowym o srodku w punkcie zy € C nazywamy wyrazenie

o0

Z (z—2)" (2.11)

z zespolonymi wspotczynnikami a,, oraz z € C.

Kryterium d’Alamberta prowadzi do wniosku, ze szereg potegowy jest
bezwglednie zbiezny gdy

_ |an+1z”+1| |Gt

n =

= |z — 2| — |z—z20lp <1,

lanz"| |an|

innymi slowy dla wartosci z nalezacych do kota otwartego o $rodku w punk-

cie zp 1 promieniu 1/p:
1
|z—2| < —=R, (2.12)
p

15



gdzie
l = lim ]an+1|

R_n—>oo ‘an‘ ’

(2.13)

R nazywa sie promieniem zbieznosci szeregu poegowego.

Przyktady
1.Funkcja e® zdefiniowana przy pomocy szeregu potegowego
0 n
z
- P
© - Z n!
n=0

ma nieskoriczony promien zbieznoéci, gdyz

nl 1 R _1_O
n+D)! nt1 PR

Pn =

Stad eksponenta, a takze zdefiniowane przy jej pomocy funkcje sa
okreslone na calej plaszczyznie zespolonej. Policzmy pochodna eks-
ponenty rézniczkujac szereg wyraz po wyrazie. Korzystajac ze wzoru
(z™) =n2""1 otrzymujemy:

o) n—1 00 n—1 00 n—1 oo _n
o nz B nz _ z _ 2
(e*) _nz::o n! nz::l n! g::l(nfl)! nz::on! ¢

2.Dla szeregu

io: (z4+1—4)"

2 )
o 3"n
punkt zg = —1+1%, natomiast promienn to
3" n? 1 11

Pr= gniitnr 12 3(1+1/m2  PTRT3

Stad promien zbieznosci R = 3, a obszar zbieznoscijest kotem otwartym
o $rodku w punkcie zg = —1+414 i promieniu 3.

2.4 Szereg geometryczny

Okreslmy obszar zbieznosci szeregu geometrycznego

f(z) = i 2" (2.14)
n=0

16



Punkt zp = 0, natomiast p = lim,_,~, = 1. Obszar zbieznosci to koto |z| < 1.
Rozwazmy sume czeSciowa

1— zN+1
SN:1+2+22+...+2N:17. (2.15)
—z
W obszarze zbieznoéci limy_o0 2Nt = 0 i stad
lim Sy — — (2.16)
im = —. .
N—o0 N 1—2
Tak wiec prawdziwy jest wzor
> 1
y 2= : 1z <1 (2.17)
1-2
n=0
2.5 Szereg hipergeometryczny
Szereg ten jest zdefiniowany w nastepujacy sposob
oo
(@)n(Bn) 2"
z) =1+ — 2.18
f& =1+ L (218)
gdzie (..), jest symbolem Pochhammera, na przyktad
(@) =ala+1)...(a+n-1). (2.19)
Aby uniknac osobliwoéci w mianowniku wyrazéw szeregu
N £ 0,—1,-2,... (2.20)

Szereg hipergeometryczny jest bezwzglednie zbiezny w kole jednostkowym
|z] < 1. Liczac bowiem stosunek wspélczynnikéw szeregu otrzymujemy

tnt1 _ (o1 B)nts (Wn 0t (a+n)(B+n)

an (@ B Vnrr (DI (y+n)(n+1)’

tak wiec

ansa| _ /ot D(B/n+1))

PR R ey yr e 7] M

p=1/R= lim,
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Wyktad 3

Funkcje zespolone

3.1 Funkcje zmiennej zespolonej

Jesli znamy regute przypisujaca liczbie zespolonej z liczbe zespolona w to
mowimy, ze w jest funkcja z, co zapisujemy

w= f(z). (3.1)

Jedli wedlug tej regutu jednej liczbie z odpowiada jedna liczba w to ma-
my funkcje jednowartosciowa. Jezeli jednej wartosci z odpowiada wiele
wartosci w to otrzymujemy funkcje wielowarto$ciowa.

Poniewaz w = u+iv jest liczba zespolona, ktora zalezy od liczby zespo-
lonej z =z 41y to
f(z) = u(z,y) +iv(z,y). (3.2)

Mowimy, ze funkcja u to cze$é rzeczywista funkcji f, natomiast v to jej
czeS¢ urojona.

Przyktlad:
Dla w = f(z) = 22 mamy

w=(z+iy)? = (z? —y?) + 2izy
Stad

u(z,y) = 2* —y? v(z,y) = 2xy.
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Jezeli ograniczamy sie tylko do pewnego podzbioru D plaszczyzny ze-
spolonej, z ktérej dziata funkcja (z € D), to D nazywamy dziedzina funkcji
f. Wtedy R = f(D) to obraz dziedziny poprzez funkcje f.

Przyktad:
Funkcja f(z) = 22 z dziedzina D jak ponizej odwzorowuje pierwsza
¢wiartke plaszezyzny z w gérng pédiplaszcezyzne zmiennej w:

D={(z,y);2>0,y>20} — R={(u,v);—00<u<oo,vz0}.
Zwykle staramy sie okresli¢ funkcje na catej plaszczyznie zespolonej z

wyjatkiem punktow, w ktorych warto$é¢ funkcji jest nieskonczona lub nie-
okreslona. Na przykiad

f(z) = (3.3)

jest nieskoriczona w punkcie z = —1.

3.2 Funkcja eksponencjalna

Funkcja eksponencjalna zmiennej zmiennej zespolonej jest zdefiniowana
poprzez nieskonczony szereg:

[e.9] n

z
=2

n!
= nl

(3.4)

Podstawiajac z = 1 widzimy, ze e to podstawa logarytméw naturalnych —
liczba rzeczywista zdefiniowana w analizie funkcji rzeczywistych poprzez

=1 1\"

e=Y — = Jim, (1+n> ~ 2.71828. (3.5)
n=0

Funkcja eksponencjalna jest okreslona na calej plaszczyznie zespolonej.

Udowodnimy to przy pomocy kryterium d’Alamberta zbieznosci szeregdw.

Obliczmy granice stosunku moduléw kolejnych wyrazéw szeregu (3.4)

Zn+1 n!

2" (n+1)!

. |lan 1] _
B A lan|  nooo

~om PL g,
n—oo n 4+ 1
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Stad promien zbieznosci R = oo i szereg jest bezwzglednie zbiezny na calej
plaszczyznie zespolone;j.

Dla eksponenty stuszny jest wzdér

Z1+22

ele®2 =¢

(3.6)

Udowodnimy to mnozac dwa szeregi

2 3 2 3
1, *1 | *2 _

2 2 3 2 2 3
z 4 z z zZ Z
= <1+(z1+z2)+ (21!+z1z2+22!> - <31!+21!z2+Z122!+?j) +>

(21 +ZQ)2 (2’1 —1—22)3
91 + 3] +...].

= <1+(Z1+Z2)+

Ze wzoru (3.6) znajdujemy dla n € N

n—razy

7 réwnosci e*e# = e = 1 najdujemy

—=e” (3.8)

3.3 Postac¢ biegunowa liczby zespolonej
Policzmy funkcje eksponencjalna dla czysto urojonego argumentu z = iy

w o ()" iy | (y)? (y)? | Gyt (iy)®
e =Y = 1+ﬂ+ 5+ 3 + g +...

n=0

2 4 3 5
_ y: Y Sy vy
= (1_2!+4!+“'>+Z<1!_3!+5!+'”> (3.9

cosy siny
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OtrzymaliSmy rozwiniecia cosinusa i sinusa zmiennej rzeczywistej y. Udo-
wodniliémy w ten sposob wzér Eulera:

e = cosy + isiny (3.10)

Zauwazmy, ze dla dowolnego rzeczywistego y
le™| = cos?y + sin®y = 1. (3.11)

Ponadto otrzymujemy wspaniala relacja wiazaca cztery podstawowe stale w
matematyce

€T +1=0 (3.12)

Wzér Eulera pozwala zapisaé liczbe zespolona w postaci biegunowej

z=7(cos¢p+ising) =re'? (3.13)

Postaé to pozwala w naturalny sposéb mnozy¢ i dzieli¢ liczby zespolone

Z179 = (rleid’l)(rgeid’z) = ryry e (P1192) (3.14)
ﬂ _ T1 e7j¢1 _ ﬁ ei(¢17¢2) (315)
29 79 ei®2 T2
1 1 1 —id
; = rei¢ = ; € . (316)

Przyktad
Przy pomocy formy biegunowej tatwo policzymy

1+i = 2e™/4
1—i = /2e /4
—1—i = (=1)-(141i) = ™ V2e™4 = /2574
—1+i = (=1)-(1—i) =" 207/ = (/2374
Ponadto otrzymujemy wzory trygonometryczne dla sumy i réznicy
katow
eilaxh) — cos(a £ ) +isin(a +£3) = el *if
= (cosa + isina)(cos S + isin f)

= (cosacos F sinasin3) 4 i(sinacos f £ cosasin 3)
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co prowadzi do znanych juz wzoréw
cos(a £8) = cosacosf F sinasin

sin(a =) = sinacosf £ cosasinf. (3.17)

Wz6r (3.10) pozwala policzyé¢ warto$é funkeji eksponencjalnej dla dowol-
nego argumentu zespolonego

e = "W = e%eW = ¢®(cosy +isiny) (3.18)

Zauwazmy ze eksponenta nie zmienia przy transformacji:
y—y+2rk (3.19)

Jest wiec funkcja okresowa o okresie 2mwi. Otrzymujemu w ten sposéb

relacje dla catkowitych k
o

Przyktad
Obliczmy

3T — o1e3™ — o1 {cos(37) +isin(37)} = —et.
3.4 Potega caltkowita liczby zespolonej

Liczbe zespolona mozna podnie$¢ do potegi caltkowitej n, korzystajac ze
wzoru

- (Te’i(ﬁ)n — T.neinqb (321)

Dla z = €'® otrzymujemy wzér de Moivre’a

’ (cosgp+ising)” = cos(neg)+1 sin(ne) ‘ (3.22)

Mozemy przy jego pomocy wyprowadzi¢ wzory trygonometryczne na wielo-
krotnos¢ kata.
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Przyktad

e Policzmy

(1 +,L~)100 _ (\/5&#/4)100 — (\/5)100 (eiTr/4)100 — 2506257ri — _250‘
e Dla n =2 otrzymujemy ze wzoru de Moivre’a

(cosp+ising)? = (cos®¢p—sin®p) + i(2sin ¢ cos @)
= cos(2¢) +isin(2¢)

i stad

cos(2¢) = cos’p —sin%p, sin(2¢) = 2sin¢g cos¢. (3.23)

3.5 Pierwiastki liczby zespolonej

Zdefiniujemy n-ty pierwiastek liczby zespolonej korzystajac ze wzoru

Yz = M= (Tem) n _ (T,ei(¢>+2nk))1/n (3.24)

gdzie k € Z. Stad ostateczny wzor

' 2k
Yz = pt/n exp{l(¢+ T )} (3.25)
n
Otrzymujemy n réznych pierwiastkéw dla £ =0,1,...,(n—1).

Przyktad
Obliczmy trzeci pierwiastek z jedynki

V1 = e¥kif3 k=0,1,2 (3.26)

i stad trzy pierwiastki

z1 =1
2y = e2Ti/3 _%Jr@i
2y = Vi3 _%—éi. (3.27)
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3.6 Funkcje trygonometryczne

7 réwnan
e = cosy + isiny, e " = cosy —isiny
wyliczymy cosinus i sinus zmiennej rzeczywistej y

W e e — e~ W

cosy = 5 , siny = 2%
7

Zastepujac y zmienna zespolona z, otrzymujemy jako definicje

eZZ _"_ e*ZZ . elZ _ e*’LZ
cosz = —— sing = ——
2 21

Funkcje te sa okreslone na calej plaszczyZnie zespolonej.

Latwo udowodnié, ze wciaz stuszna jest tozsamosé

cos?z +sin?z = 1.

Ponadto, cosinus jest funkcja parzysta, natomiast sinus nieparzysta

cos(—z) = cosz,

sin(—z) = —sin(z).

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

Funkcje trygonometryczne nie sa ograniczone na plaszczyznie zespo-

lonej, gdyz dla y — & oo znajdujemy

el(i) 4 o=i(ly) oY 4 ¥
cos(iy) = 5 = — 0.

Funkcje tangens i cotangens zdefiniowane sa w oczywisty sposéb

Przyktad
Policzmy

24
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3.7 Funkcje hiperboliczne

Definiuje sie funkcje hiperboliczne okreslone na calej ptaszczyznie zespolonej

P —z Z_ oz
coshz = ere” sinhz =~ | (3.34)
2 2
Zachodzi dla nich
cosh?z — sinh?z = 1. (3.35)

Podobnie jak dla funkcji trygonometrycznych, cosh jest funkcja parzysta,
natomiast sinh jest funkcja nieparzysta:

cosh(—z) = coshz (3.36)
sinh(—z) = —sinhz. (3.37)

W analogii do funkcji trygonometrycznych defniujemy réwniez tangens
i cotangens hiperboliczny

tehz = ig:;li, ctghz = (sjlorfl}llj (3.38)
Przyktad
Policzmy
cosh(im) = eifr_;e—iw =cosm =1
sinh(im) = # = isinm = 0.

Przyklad ten ilustruje prosty zwiazek pomiedzy funkcjami hiperbolicz-
nymi i trygonometrycznymi

cosh(iz) = cosz
sinh(iz) = isinz. (3.39)

25



3.8 Logarytm zmiennej zespolonej
Logarytm zmiennej zespolonej z # 0 definiuje sie jako funkcje odwrotna do
funkcji wyktadniczej,

w=1Inz, <=> eV =z (3.40)

Stad wynika
el = 5 (3.41)

Ze wzgledu na okresowos$é¢ funkcji wyktadnicze;j

e¥ = etk (3.42)

logarytm jest funkcja wieloznaczna dla k € Z. Tej samej wartosci z odpo-
wiada wiec nieskonczenie wiele wartosci logarytmu

llnz = w—|—27rki‘. (3.43)

Dla postaci biegunowej z = |z| e otrzymujemy

Inz = In|2| +i(¢ + 27k) | (3.44)

gdyz

elnz _ eln|z|+2(¢>+2ﬂ'k) _ eln|z\ez(¢+2ﬂ'k) _ ’Z‘eub — 4.

Wartosci logarytmu dla ustalonego n nazywamy gatezia logarytmu.

Przyktad

Inl = In|1|+i(0+27n) = 27ni
In(—1) = In|—1|+i(r+27mn) = it +27ni
In(i) = Ine™? = n|e™/?|+i (7 /24 2wn) = i(7/24 27ni)

In(144) = In (ﬂe”“) = InvV2+4i (/44 2mni).
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Logarytm jest okre$lony na calej plaszczyznie zespolonej z wyjatkiem
dowolnej potprostej o poczatku w punkcie z = 0 zwanej cieciem. Zwykle
wybiera sie ja wzdluz ujemnej pélosi rzeczywistej. Wtedy gataz gtéwna lo-
garytmu jest zdefiniowana dla kata

—T< <. (3.45)

Wartosé logarytmu wykazuje skok przy przejsciu przez ciecie. Tak wiec dla
liczb rzeczywistych mniejszych od zera mamy tuz powyzej ciecia

Inz = In|z|+im, (3.46)

a wykonujac pelny obrot zgodnie z ruchem wskazowek zegara, otrzymujemy
tuz ponizej ciecia
Inz = In|z| —ir.

Nie mozna wiec okresli¢ jednoznacznie wartoéci funkcji wzdtuz ciecia. Mo-
zemy natomiast rozwazy¢ sytuacje, w ktérej po wykonaniu pelnego obrotu
przechodzimy na inny ptat Riemanna plaszczyzny zespolonej. Logarytm
jest wtedy funkcja jednoznaczna, okreslona na nieskonczonej rodzinie takich
platéw.

Poczatek ciecia w punkcie z = 0 nazywamy punktem rozgalezienia.
Przy jego obiegu wartos¢ funkcji nie wraca do wartosci wyjéciowej wykazujac
nieciaglos¢ (skok).

1. 7 definicji logarytmu i wtasnosci eksponenty otrzymujemy

eln(z1~22) = 2129 = elnzl elnzg — elnzl +1nz2.

Tak wec logarytm iloczynu to suma logarytméw z dokladnoscia do
czynnika 27k

’ln(zl z9) =Inzy + Inzy + 27ki (3.47)

2. Podobnie, ze wzgledu na

1
eln(z1/z2) — 1 _ e — olnzi—Inz
29 eanQ ’
otrzymujemy
z
In (1> =1Inz —Inz + 2nki (3.48)
Z2
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3. Policzmy jeszcze dla catkowitego n

i stad

lln(z”) =nlnz+ 27rk:z" (3.49)

3.9 Potega zespolona
Operacje podnoszenia do zespolonej potegi w przy zespolonej podstawie
z # 0 definiujemy w nastepujacy sposob

2V = eWinz (3.50)

W wyniku otrzymujemy funkcje wielowartosciowa ze wzgledu na wyste-
pujacy w definicji logarytm. W zwiazku z tym nie sa ogdlnie stuszne
relacje znane z przypadku rzeczywistego

P Zu 7& Zw-i—u

(z122)" 21 25”
(z )“ zv (3.51)
Przyktad
1. Policzmy
1t — oflnl — ei{(0+27rm')} — o 2™ (352)

OtrzymaliSmy nieskonczenie wiele wartosci dla n € Z. Dla

i1/2 _ e(lni)/2 _ ei(ﬂ/2+27m)/2 _ eiﬂ'/4eiﬂ'n — :I:%(l—i-l) (353)

mamy tylko dwie wartosci.

2. Korzystajac z wyniku (3.52) znajdujemy

)

(11)1 _ (6727”1)1' _ Ine=2mn_ ei{—27m+27rk:i} — o~ 2mni—2mk (354)

gdzie k,n € Z. Podczas, gdy

10 = 171 = o Inl =2 L (1) (3.55)
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Wyklad 4

Funkcje analityczne

4.1 Pochodna funkcji zespolonej

Zalézmy, ze funkcja zespolona f jest jednoznaczna i okreslona w pewnym
obszarze D plaszczyzny zespolonej: D C C.

Pochodna funkcji f w punkcie z € D jest zdefiniowana jako granica ilo-
razu réznicowego

o)t JETA) )

Az—0 Az

(4.1)

Wazne jest, ze granica musi istnie¢ i by¢ niezalezna od sposobu zmierzania
przyrostu Az do zera.

Warunek istnienia pochodnej funkcji zespolonej jest duzo silniejszy niz
dla funkcji rzeczywistych. Na plaszczyznie zespolonej istnieje nieskonczenie
wiele kierunkéw, dla ktérych musi istnie¢ ta sama granica ilorazu réznico-
wego, natomiast na osi rzeczywistej sa tylko dwa kierunki.

Przyktad
Dla funkcji f(z) =z mamy
10 — 13 w = 1 =
f@) = fim =, ~Am1=1 (42)

Granica ta w oczywisty sposob nie zalezy od kierunku Az.

29



Inaczej jest dla funkeji f(z) = z*, gdyz
(z+Az)"—(2)* (Az)*

)= dm 4 A A 43)

i wtedy dla Az = |Az|e’® znajdujemy
) = i ~2ip _ ,~2i¢ 44
fi(z) = lim e e (4.4)

W zaleznoéci od kierunku (kata ¢) otrzymujemy dowolna liczbe zespolona
o module réwnym 1. Pochodna dla tej funkcji wiec nie istnieje.

Wprowadza sie nastepujaca terminologie.

Definicja 1

Funkcja f jest rozniczkowalna albo analityczna w punkcie zg € D jesli ist-
nieje pochodna zaréwno w tym punkcie jak i we wszystkich punktach pewnego
otoczenia zg.

Otoczeniem K, punktu zp jest dowolne koto o érodku w tym punkcie

K., ={2€C;|z—2]| <r} (4.5)

Definicja 2

Funkcja f jest analityczna lub holomorficzna w obszarze D C C jesli jest
rozniczkowalna w kazdym punkcie tego obszaru.
Funkcja analityczna dla wszystkich z € C nazywa sie funkcja catkowita

Tak wiec funkcja f(z) = z jest funkcja analityczna (catkowita), natomiast
f(2) = 2z* nie jest funkcja analityczna.

Funkcja rézniczkowalna w punkcie jest réwniez ciagla w tym punkcie.
Ciaglosé w punkcie z oznacza, ze

Alirgo f(z+Az) = f(2). (4.6)
Zapisujac
Fz+Az)— f(2) = f(”AAzi_f(z) Az (4.7)

widzimy, ze prawa strona dazy do zera dla Az — 0 jesli istnieje granica
ilorazu réznicowego (pochodna).
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4.2 Roéwnania Cauchego-Riemanna

Zbadajmy jakie sa konsekwencje analitycznosci. Rozwazmy granice ilorazu
réznicowego funkcji analitycznej

f(2) = u(z,y) +iv(z,y). (4.8)

z przyrostem Az = Azx+1iAy

f'(z) = lim , .
Az—0 Az +iAy

Pochodna istnieje niezaleznie od kierunku, tak wiec dla Az = Ax znajdujemy

{u(x+ Azx,y) —u(z,y)} +i{v(z+ Az,y) —v(z,y)}

! — 1
fe) = Jimg Az
_ i dEtBTy) —ulzy) o v@tAzy) —o(z,y)
Az—0 Ax Az—0 Ax
ou . Ov

Podobnie, dla Az =i Ay otrzymujmy

{u(z,y+Ay) —u(z,y)} +i{v(z,y+Ay) —v(z,y)}

/ - .
Iz = Alglclgo i Ay
_ i Yy tAy) —uwy) g v(@y+Ay) —u(zy)
Ay—0 1Ay Ay—0 1Ay
Ou Ov
= —ft—+=—. 4.10
) oy + oy ( )

Poréwnujac prawe strony réwnan (4.9) i (4.10) znajdujemy réwnania Cau-
chego-Riemanna dla czesci rzeczywistej i urojonej funkcji analitycznej

o o o o
or Oy y Ox
Wprowadzmy przy tej okazji oznaczenia
ou ou 0%u
T _= -, = ) €T = 412
b ox Uy y Yoy oxdy ( )
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i podobnie dla czesci urojonej. W tych oznaczeniach (4.11) to

Uy = Uy
Uy = —Up. (4.13)

Powstaje pytanie czy spelnienie réwnan Cauchego-Riemanna jest warun-
kiem wystarczajacym do tego by funkcja f byla analityczna. Odpowiedzia
jest:

Twierdzenie

Jednowartosciowa funkcja f(z) jest analityczna w obszarze D C C wtedy i
tylko wtedy gdy cztery pochodne u,, uy, vy, vy istnieja, sa ciagle i spetniaja
réwnania Cauchego-Riemanna w kazdym punkcie obszaru D.

Przyktad

1. Funkcja

f(@,y) = u(z,y) +iv(z,y) = (2 —y°)+i(2zy)

jest analityczna na calej plaszczyznie zespolonej, gdyz spelnione sa
réwnania Cauchego-Riemanna

Uy = 20 = vy
Uy = =2y = —Vg, (4.14)

a cztery pochodne wszedzie istnieja i sa ciagte.

2. Funkcja f(x,y) = 22 +y? nie jest analityczna, gdyz nie sa spelnione
rownania Cauchego-Riemanna dla dowolnego z # 0

Uy = 20 # vy =0

uy = 2y # —v, = 0. (4.15)
W punkcie z = 0 réwnania Cauchego-Riemanna sa spelnione i cztery
pochodne sg ciagle, lecz f nie jest w nim analityczna, gdyz nie istnieje

otoczenie tego punktu, w ktérym f jest rézniczkowalna — poréwnaj
Definicje 1.
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4.3 Formalne reguly rézniczkowania

Istnieje wygodny sposéb okreslania czy funkcja jest analityczna. Z réwnosci
z =x +1iy oraz z* = x — 1y, mamy
= 3(2+2" y=—5(z—2"). (4.16)

Podstawiajac te zwiazki otrzymujemy formalnie

fla,y) = f(z,27). (4.17)
Rozwazmy nastepnie pochodna

_Of _0f Ox +ﬂ8y
C0z¢ Oz 0zf Oy ozt

O f = 2(0p+i0,)f . (4.18)

Podstawiajac po prawej stronie f = w4+ 4v znajdziemy na mocy réwnan
Cauchego-Riemanna

Ounf = 3(0p+10y) (u+iv) = H{(ug —vy) +i(uy+vs)} = 0. (4.19)
Stad stwierdzenie, ze funkcja analityczna nie zalezy od z*, jedynie od z.

Thimaczy ono dlaczego ponizsze funkcje z przyktadéw nie sa analityczne

f(z) =27, f(2) =22 4+9% = 22",

Wychodac z definicji (4.1) mozemy wyprowadzi¢ znane z teorii funkcji
rzeczywistych reguly rézniczkowania

(c1fi(2) + cafa(2)) = er1fi(z) + cafy(2)

(f(2)9(2))" = f'(2)9(2) + f(2)4'(2)

JEY | e - @) ]
(55) - woE 0 d970
(Fla(2)) = Fla=)d (). (4.20)
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Obowiazuja tez znane dla funkcji rzeczywistych wzory dla pochodnych

(z") = nz"t neN

(GZ/ :ez

)
)
(sinz) = cosz
)/
)
)

(cosz) = —sinz
(sinhz)" = coshz
(coshz)’ = sinhz (4.21)

Stuszny jest tez znany z teorii funkcji rzeczywistych wzor na pochodna
funkcji odwrotnej. Jedli w pewnym obszarze funkcja ciagla i jednokrotna
w = f(z) ma funkcje odwrotna z = F(w) oraz f'(z) #0 to

1

Fl(w) = . (4.22)
f'(2)
Stad dla z = Inw otrzymujemy w obszarze analitycznosci logarytmu
1 1 1 1
(lnw) = === 0= — (4.23)

(ez)/ e elnw w

Szereg potegowy (2.11) jest funkcja analityczna w obszarze zbiezno-
Sci. Ze wzgledu na to, ze szereg potegowy jest bezwzglednie zbiezny mozna
go rézniczkowaé wyraz po wyrazie. Tak wiec jesli funkcja analityczna f(z)
jest zadana poprzez szereg potegowy to w obszarze zbieznosci szeregu

(o.9]
= Z na,z" ! (4.24)
n=0

4.4 Intrepretacja geometryczna

Konsekwencja réwnan Cauchego-Riemanna jest réwnanie
UV + UyVy = 0, (4.25)
lub w zapisie przy pomocy gradientéw

(4.26)
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gdzie operator gradientu to

a 0
—, = . 4.2
V(53 ) (4.27)
Rozpatrzmy nastepnie linie z(t) = (z(t),y(t)) stalych wartosci u:
u(x(t),y(t)) = o, (4.28)

gdzie t € R jest rzeczywistym parametrem. Rézniczkujac po ¢, otrzymamy
du Oudx Oudy v (dx dy)
- 2 = u- _ = —
dt Oz dt ' Oy dt dt’ dt

Tak wiec, gradient Vu jest prostopadly do linii stalego u (wektora stycznego
do tej linii). Podobnie gradient Vv jest prostopadly do linii statego v.

(4.29)

Warunek (4.26) oznacza wiec, ze dla funkcji analitycznej f = w4 v linie
stalego u i v w plaszczyZnie z = (z,y) przecinaja sie pod katem prostym.

Powyzsza obserwacja odzwieciedla fakt, ze funkcje analityczne sa prze-
ksztalceniami konforemnymi - zachowujacymi katy. W omawianym przy-
padku przecinajace sie pod katem prostym linie stalego u i v w plaszczyznie
z = (x,y) sa odwzorowane analitycznie, w = f(z), w ortogonalne do siebie
linie u = ug i v =vy w plaszczyznie w = (u,v).

4.5 Funkcje harmoniczne

Roézniczkujac réwnania Cauchego-Riemanna (3.12) znajdujemy
Upy = Ugy = Uyg = —Uyy (4.30)

i podobnie

Upg = —Ugy = —Uyg = —Vyy. (4.31)
Stad wynika, Zze czedci rzeczywista i urojona funkcji analitycznej spetniaja
dwuwymiarowe rownanie Laplace’a

Viu=0 Vo =0 (4.32)
gdzie laplasjan
0? 0?
2
= —+—. 4.33
Ox? + oy? (4.33)

Ta wlasnoéé funkeji analitycznych wykorzystuje sie przy rozwiazywaniu dwu-
wymiarowych probleméw na plaszczyznie opisywanych rownaniem Laplace’a
z odpowiednimi warunkami brzegowymi.
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Wyktad 5

Calkowanie zespolone

5.1 Calka funkcji zespolonych

Rozwazmy krzywa gladka (tzn. rézniczkowalna) na plaszczyznie zespolonej

C: tel0,1] —  z(t) = x(t)+iy(t). (5.1)

e Krzywa C jest krzywa zamknieta jesli

2(0) = 2(1). (5.2)

e Krzywa C jest krzywa Jordana jesli nie przecina sie, tzn. odwzoro-
wanie (5.1) jest réznowartosciowe dla punktéw wewnetrznych krzywej

i 7'5 to => Z(tl) 75 Z(tl). (5.3)

Zdefiniujemy calke funkeji zespolonej f(z) wzdtuz krzywej Jordana C:

I:/f(z)dz (5.4)
C

Podzielmy krzywa na N czeéci zadanych przez punkty

2(0) = 20, 21, 22,..., 2N—1, 2N = 2(1). (5.5)
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Zdefiniujmy nastepnie sume

N
In =Y fwi)(zi—zi-1), (5.6)
=1

gdzie punkt posredni w; € (z;_1,2;). Jezeli granica

lim Iy =1 .
Ngnoo N (57)

istnieje i nie zalezy od podziatu (5.5), a takze od wyboru punktéw posrednich
to wzor (5.7) definiuje calke funkcji zespolonej o nastepujacych wlasnosciach:

I.
I1.

I1I.

IV.

VI

W ogélnosci catka zaleZy od krzywej C.

Calka jest dziataniem liniowym, tzn. dla dowolnych catkowalnych funk-
cji fig oraz liczb a,b e C, zachodzi

/{af(z)—i—bg(z)}dz = a/ f(z)dz + b/ g(z)dz (5.8)
C C C

Jesli C' = C1U Cs jest suma dwdch krzywych takich, ze koniec pierwszej
jest poczatkiem drugiej, z1(1) = 22(0), to

/f(z)dz:/f(z)dz+/f(z)dz (5.9)
C Cq Ca

Zmieniajac kierunek catkowania, C — —C': Z(t) = 2(1 —t), dostajemy

/ F(z)dz = —/f(z)dz (5.10)
-c c
Jesli f(z) jest ciagla na krzywej gtadkiej (5.1) to
1
/f(z)dz - /f(z(t))z’(t)dt (5.11)
c 0

Stuszna jest nastepujaca nierownosé

/f(z) dz
C
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Przyjmijmy konwencje, ze krzywa zamknieta jest zorientowana dodat-
nio jesli podczas jej obiegu zmykany przez nia obszar jest po lewej stronie.
Jesli tylko nie zaznaczymy, ze jest inaczej, calki liczone sa po krzywych
zorientowanych dodatnio.

Przyktad

1. Policzmy caltke po okregu |z — zp| = r. Parametryzujac okrag:
2(t) = 2o +re*™t 2 (t) = 2mre®™it, (5.13)

otrzymujmemy na podstawie (5.11)

1
d
]f L = 27ri/dt = 2ri. (5.14)
0

zZ—20

Wynik nie zalezy od promienia okregu!

2. Policzmy catke z funkcji f(z) = z po drodze C zadanej przez punkty
A=(0,0),B=(1,0),C = (1,i):

1

/zdz = /:Uda: +/1(1+2'y) (idy)
0

C 0
1 1 1
:/xdzc+i/dy—/ydy:i. (5.15)
0 0 0

5.2 Zwiazek z catkami rzeczywistymi

Istnieje zwiazek miedzy calka zespolona a rzeczywista calka krzywoliniowa,.
na plaszczyznie (x,y). Pamietajac, ze

dz = dx+idy (5.16)
dostajemy dla f(z) = u(x,y) +iv(z,y):

C[f(z —C[u—i-w (dx+idy)

= /udm—vdy /(vdw—i—udy) (5.17)
C c
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Mozemy wiec obliczy¢ catke zespolona liczac dwie caltki rzeczywiste. Wyko-
rzystujac parametryzacje (5.1) krzywej C' mamy

1

1
_ dx dy ) dx dy
C[f(z)dz = O/{Udt vdt}dt—i-zo/{vdt—i-udt}dt (5.18)

gdzie u =u(x(t),y(t)) oraz v =v(z(t),y(t)).

Przyktad

1. Obliczmy calke (5.14) po okregu jednostkowym |z| = 1, sparametryzo-
wanym przy pomocy

x = cos(27t), y = sin(27t)
gdzie t € [0,27). Wykorzystujac wzér dla wartosci funkeji na okregu:

I = Y

= g ez = cos2mt) —isin(2t),

znajdujemy na podstawie (5.18) znany wynik (5.14) dla 29 =0

%dz = 27r/1{—cos(27rt) sin(2nt) + sin(2wt) cos(2nt) } dt
z 0

1 1
+ 27ri/ {cos®(2xt) + sin?(2nt) }dt = 2771'/ dt = 2mi.
0 0

Jak zobaczymy, niezerowa warto$é calki jest zwiazana z tym, ze z =0
jest biegunem prostym funkcji 1/z.

2. Podobnie, policzmy caltke po tym samym konturze z funkcji f(z) = z:

fzdz = ]{(mdx—ydy) + i%(ydaz—i—xdy)

c c c

1 1
= —47r/ sin(4nt)dt + 27ri/ cos(4nt)dt = 0.
0 0

Obliczona calka jest rowna zeru na mocy twierdzenia Cauchego.
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Wyktad 6

Twierdzenie Cauchego

Dla funkcji analitycznych zachodzi podstawowe twierdzenie zespolonego ra-
chunku calkowego.

Twierdzenie

Jezeli funkcja f(z) jest analityczna w obszarze jednospdjnym D C C, to dla
kazdej krzywej zamknietej C zawartej w D zachodzi

ff(z)dz =0 (6.1)
C

Dow6d podamy w mniej ogdlnym przypadku, w ktérym zaktada sie
ciaglo$é funkeji f(2) oraz istnienie i ciaglo$¢ pochodnej f'(z). Goursat po-
kazal, ze twierdzenie Cauchego mozna udowodnié¢ bez ostatniego zalozenia.

Skorzystamy z twierdzenia Greena na plaszczyznie. Jezeli funkcje
P(x,y) oraz Q(x,y) sa ciagle wraz z pierwszymi pochodnymi czastkowymi
w pewnym obszarze plaszczyzny R i na jego brzegu C' to

]{(Pdaz—i—Qdy) - 4/ (gf—?;) drdy. (6.2)

C
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Tak wiec wychodzac ze wzoru (5.17) dla krzywej zamknietej, otrzymujemy

ff Ydz = f{(udx—vdy) %(de—l-udy)

// — Uy dmdy—i—z// y)drdy =0

na mocy réwnan Cauchego-Riemanna.

Przyktad
Obliczmy catke po okregu jednostkowym |z| =1

dz
I=¢ ————. .
]{ZQ-{-Z—G (6.3)
C

Mianownik pod catka mozna zapisaé¢ jako (z —2)(z+3), stad f(z) ma
bieguny proste w z = 2, —3. Funkcja podcatkowa jest wiec analityczna
wewnatrz i na okregu, co oznacza, ze I = 0.

Pokazemy, ze catka po okregu |z| =1

szfj;j:o (6.4)

Podstawiajac z = e'? oraz dz = ie’®d¢, otrzymujemy

27 2T 2
I=i[e®dp=1i[cospdp+ [singdp=0. (6.5)
[t ]

Pomimo, ze funkcja podcatkowa ma osobliwosé w z =0 w kole jednost-
kowym to catka wynosi zero. Analityczno$é jest wiec warunkiem dosta-
tecznym, ale nie koniecznym do znikania calki po konturze zamknietym.

6.1 Konsekwencje twierdzenia Cauchego

Z twierdzenia Cauchego wyplywaja bardzo silne wnioski.

41



1. Jezeli f(z) jest analityczna w obszarze D C C to calka

7f(z) dz (6.6)

jest niezalezna od drogi calkowania zawartej w D. Rozwazajac
dwie drogi C; i Cy otrzymujemy krzywa zamknieta C' = C1 U (—C>).
Calka po tej drodze jest rowna zero, a wiec

fofef=[-]- e

Ch - Cz C1 C2

/:/ (6.8)

C1 Ca

i stad

2. Jezeli f(z) ma punkty osobliwe wewnatrz zamknietego konturu catko-
wania to wynik calki (na ogdl rézny od zera) nie zmieni sie jesli
zdeformujemy kontur tak by w trakcie deformacji nie przecial zad-
nego punktu osobliwych.

7Z konturu C i konturu zdeformowanego Cs mozna zbudowaé krzywa
zamknieta nie zawierajaca punktéow osobliwych

C=0CULU(=C1)U(—Ly). (6.9)

Caltka po tak zdefiniowanej krzywej znika, a wiec

fefsf-J-f-f-fu o

Ca Ly Ch Ly

f:f (6.11)

C1 Co

i stad

3. Zatézmy, ze C1, Co, ..., C) sa konturami zamknietymi, z ktérych kazdy
lezy na zewnatrz pozostalych, a wszystkie leza wewnatrz zamknictego
konturu Cjy zawartego w obszarze analitycznosci funkcji f(z). Wtedy

f-f+fesf 612

Co Cy O

Dowod przebiega podobnie jak w punkcie 2.
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6.2 Funkcja pierwotna

Funkcja F'(z) okreslona poprzez caltke z funkcji analitycznej f

F(z) :/Zf(w)dw

jest funkcja pierwotna funkcji f, tzn.

(6.13)

(6.14)

Obie funkcje maja ten sam obszar analitycznosci D. Z twierdzenia Cauche-
go wynika, ze krzywa calkowania zawarta w w obszarze analitycznosci jest
dowolna. Ponadto zmiana ustalonego punktu zg nie wplywa na wlasno$é

(6.14), gdyz powoduje tylko dodanie do funkcji F'(z) stalej

c :/Z/Zof(w)dw.

(6.15)

W obszarze analitycznoéci f stuszne jest podstawowe twierdzenie

rachunku catkowego

b

a

/f(z)dz - 7f(z)dz + /bf(z)dz — F(b)— F(a)

Przyktad

Obliczmy
b

b 3
2 z
d:*
/azz 3

a

Dla krzywej zamknietej, gdy a = b, catka jest réwna zeru.
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Wyktad 7

Szereg Taylora

7.1 Wzér catkowy Cauchego

Twierdzenie

Jezeli funkcja f(z) jest analityczna wewnatrz i na brzegu obszaru D ograni-
czonego krzywa Jordana C, zorientowana dodatnio, to dla dowolnego punktu
zp € D zachodzi:

2w ) w—

Flz0) = — ]{f(wz)odw (7.1)
C

Twierdzenie to pokazuje jak silnym warunkiem jest analitycznosé funkcji
zespolonej. Jedli zadamy funkcje analityczna na brzegu obszaru analityczno-
Sci to wartosé funkeji w dowolnym punkcie wewnatrz tego obszaru jest juz
jednoznacznie okre$lona poprzez wzér catkowy Cauchego (7.1).

Dowo6d wzoru Cauchego rozpoczniemy zauwazajac na podstawie wia-
snosci 2. z paragrafu 5.4, ze po wybraniu dowolnego punktu zg mozemy
zdeformowaé C' do okregu Cy o srodku w tym punkcie. Przy wykorzystaniu
wzoru (5.13), otrzymujemy

jde = J.{ f(wu)):ifzw dz +f(zo)]{ dw

w — 20
Co
N——
1 21
= I+ 2mi f(z0) (7.2)
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Pokazemy, ze |I| jest dowolnie mala liczba. W tym celu wybierzmy dowolne
€ > 0. Z ciagtosci funkcji f w punkcie zy wynika, ze

36>0; lw—2z20| < => |f(w)— f(z0)| <e. (7.3)

Tak wiec wybierajac okrag Cs o promien r = J, otrzymujemy

1] < fW\dw ced o (7.4)
Cs

ol lw—2z|

8

Wybrane € mozemy uczyni¢ dowolnie mate, stad I =0 i wzér catkowy Cau-
chego wynika z relacji (7.2).

Przyktad
Obliczmy catke po dowolnym konturze otaczajacym punkt z = 2

fc 29’_2 dz = 2mic? (7.5)

7.2 Wyzsze pochodne

Analitycznosé, czyli istnienie pierwszej pochodnej funkcji zespolonej, gwa-
rantuje istnienie pochodnych dowolonego rzedu. Tej wtasnosci nie maja funk-
cje rzeczywiste.

Twierdzenie
Jezeli funkcja f jest analityczna w obszarze D to posiada pochodna dowol-
nego rzedu w kazdym punkcie zg € D, zadanag wzorem

|
£ (z) = 2% Wi%dw (7.6)
& 0

gdzie C' C D jest dowolna krzywa zamknieta otaczajaca punkt zg.

Policzmy granice ilorazu réznicowego korzystajac ze wzoru Cauchego

Mot da=fla) L fpof ] b

Az 27T2'Azc —zg—Az_w—zo

1 f(w)
- f : duw (7.7)

2mi ) (w— 20— Az)(w—z)
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Tak wiec, w granicy Az — 0 otrzymujmemy dla pierwszej pochodnej

f(z0) = 1 ?{(f(u%dw. (7.8)

21 ) (w—2)

Liczac wyzsze pochodne mozna udowodnié¢ przez indukcje wzor (7.6). Za-
uwazmy, ze wzOr ten mozna takze formalnie otrzymaé ze wzoru catkowego
Cauchego (7.1) poprzez kolejne rézniczkowanie obu stron po zg.

Przyktad
Obliczmy catke po dowolnym konturze otaczajacym punkt z = 2
e” 2mi I .9
%61 m dz = 7 (ez) |Z:2 = 1Te (79)

7.3 Szereg Taylora

Funkcja analityczna ma wszystkie pochodne i w konsekwencji moze by¢ roz-
winieta w szereg Taylora wokét dowolnego punktu zg nalezacego do obszaru
analitycznosci funkcji:

o £(n)(,
flo) = S T gy (7.10)
n=0 '

Tej cechy nie maja funkcje rzeczywiste. Istnienie wszystkich pochodnych
nie gwarantuje rozwijalnosci w szereg Taylora. Przykladem jest ponizsza
funkcja rzeczywista

o e~ 1/ dla =z #0
f(z) = { 0 Ao 20 (7.11)

W punkcie x = 0 funkcja f(x) ma wszystkie pochodne réwne zeru, a wiec
jej szereg Taylora wokot tego punktu jest réwny zeru. Tak wiec dla kazdego
x # 0 zachodzi

1) .

n!

f(x) # i 0. (7.12)
n=0
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Twierdzenie

Jezeli funkcja f jest analityczna w obszarze D to jest rozwijalna w otoczeniu
kazdego punktu zo € D w szereg potegowy

f2) =3 an(z—2)", (7.13)
n=0

zbiezny w kole o srodku w punkcie zy © promieniu nie mniejszym niz odleglosé
punktu zg od brzequ obszaru D. Wspélczynniki a, sa zadane wzorem

_ 1 f(w)
an, 7{ ( dw (7.14)

C2mi ) (w—z)ntt

gdzie C'C D jest dowolna krzywa zamknieta otaczajaca punkt zy. Ze wzorow
Cauchego (7.6) otrzymugjemy

_ f(”)(zo)

Ay, |
n.

. (7.15)

Punktem wyjscia dowodu twierdzenia jest wzor catkowy Cauchego
1 f(w)
= — ¢ —=d 7.16
/() 2m’}Z{w—z w (7.16)

w ktorym calkujemy po brzegu K obszaru analitycznosci D. Wybierzmy
dowolne zg € D wokot ktérego szukamy rozwiniecie Taylora. Wtedy

1 1 ! 1
w—z_w—zo—(z—zo)_w—zol—fv%zz%’
gdzie
Z—Z0 <1’
w— 20

gdyz z jest punktem maksymalnego kota zawartego w D, a punkt w nalezy
do brzegu tego obszaru. Stad wyrazenie z szeregiem geometrycznym

1 1 & /z—20\" < (z—2)"
() X 00

w—z W=z \w—2Zo )
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Podstawiajac do (7.16) i catkujac wyraz po wyrazie ze wzgledu na jednostajna
zbieznos¢ szeregu geometrycznego, znajdujemy

1 = (z—20)"
) = mj{;)@f,_qf)’iﬂ}f(w)dw

S {;mj{mf(%dw}(z_zo)n. (7.18)

n=0 K - ZO)

an

Wyrazenie w nawiasie jest poszukiwanym wspoélczynnikiem a,,. Dzieki anali-
tycznosci funkcji f, mozemy zdeformowaé kontur catkowania K do dowolnej
krzywej zamknietej zawartej w D i otaczajacej punkt zp.

7.4 Przyklady rozwinie¢ w szereg Taylora

1. Rozwiniecie w szereg Taylora funkcji

f(z)= — (7.19)

o 1—z

wokol z = 0 jest zadane wzorem (4.27) dla szeregu potegowego:

1 oo
= Zz", |z] <1 (7.20)
n=0

Koto zbieznosci ma srodek w punkcie z =0 i promien R =1, tzn. siega do
osobliwosci funkcji w z = 1.

2. Podobnie rozwinmy ta sama funkcje wokot z = —1
I 1 1 ! i <z + 1>”
-z  2—(z241) 271_ (%) 2=\ 2
<1
n=0
Obszar zbieznosci tego szeregu |z + 1| < 2 to koto o srodku w punkcie z = —1

i promieniu R = 2. Siega ono do osobliwoéci funkcji w z = 1.
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3. Najbardziej znane rozwiniecia w szereg Taylora to

o n 2

P z
e _;::OH_HHQ'JF (7.22)
o0 L2k+1 PR
inz = ) AR 2
sz kz:%( e T T TR (7.23)
o0 2k L2 A
= —1)k =1-4+= 24
cosz kz:%( ) k). TRV (7.24)
o Z2k+1 23 25
inhz = —_— 2
sinh z ,;)(216-1-1) +3'+5'+ (7.25)
2k L2
hz = 1 2
cosh z kz::o(mg) —i— +4| +.. (7.26)
= a1 2 22 28
In(1+2) :;(—1) o S T e (7.27)

W ostatnim przypadku |z| < 1, poza nim z € C jest dowolne.

7.5 Konsekwencje rozwiniecia Taylora

Zaluzmy, ze f jest analityczna i ograniczona w kole K: |z —zo| <r
|f(2)] < M. (7.28)

Dla wspétczynnikéw a,, szeregu Taylora zachodzi

1 flw) 1 |f (w)]
27”5 (w — z)" 1 dw| < %IZ{ lw— 2|+ |dw].

Podstawiaja¢ w = 2o+ re'® i wykorzystujac warunek ograniczonosci funkcji
znajdujemy nieré6wnosé Cauchego

lan| =

M
anl < 5 (7.29)

7 nieréwnosci tej wynikaja wazne twierdzenia.
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Twierdzenie Liouville’a

Kazda funkcja analityczna na calej plaszczyinie i ograniczona jest stata.

Dla takiej funkcji promient kota analitycznéci r moze by¢ dowolnie duzy
i stad z (7.29) wynika, ze a,, = 0 z wyjatkiem ay. Tak wiec

F(2) =ap. (7.30)

Dlatego funkcje calkowite (analityczne na calej plaszczyznie), takie
jak:

e®, sinz, cosz, sinhz, coshz,

nie sa ograniczone.

Podstawowe twierdzenie algebry

Kazdy rézny od stalej wielomian stopnia n, w(z) =ag+a1z+...a,2", ma

dokladnie n pierwiastkow w dziedzinie liczb zespolonych.

Jezeli wielomian w(z) nie ma zer, to iloraz 1/w(z) jest funkcja catkowita
i ograniczona, gdyz 1/|w(z)| — 0 dla |z| — co. Stad jest funkcja stala, co
jest sprzeczne z zalozeniem. Wielomian w(z) ma zatem przynajmniej jeden
pierwiastek zi.

Dzielac w(z) przez (z — z1) otrzymujemy wielomian stopnia (n—1), dla
ktorego powtarzamy nasze rozumowanie. W ten sposob udowodniliSmy, ze
w(z) ma dokladnie n pierwiastkéw z1,22,...,2, na plaszczyznie zespolonej i
moze by¢ przedstawiony w postaci

w(z) =apn(z—21)(z—22)...(2— zpn), (7.31)
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Wyktad 8

Szereg Laurenta

8.1 Punkty osobliwe

Z punktu widzenia dowolnej, ale ustalonej funkcji zespolonej f(z) dowolny
punkt ptaszczyzny zespolnej zy moze by¢:

1. Punktem regularnym, gdy f(z) jest analityczna w tym punkcie.

2. Izolowanym punktem osobliwym, gdy f(z) nie jest analityczna w
tym punkcie. Jednoczesnie istnieje otoczenie otoczenie zp, w ktorym
funkcja jest analityczn.

Przykladem jest punkt zg =1 dla funkcji

fz) = ——. (8.1)

3. Nieizolowanym punktem osobliwym, gdy f(z) nie jest analitycz-
na w tym punkcie. Jednoczesnie w kazdym otoczeniu zq istnieje punkt
rézny od niego, w ktorym funkcja nie jest analityczna.

Przyktadem jest punkt zy =0 dla funkcji

f(z) =logz. (8.2)

Jest on poczatkiem ciecia, po obrocie wokét tego punktu o kat pelny
f(2) nie wraca do wyjsciowej wartosci. Tak wiec w kazdym otoczeniu

o1



punktu nieizolowanego istnieje punkt, w ktérym funkcja nie jest ana-
lityczna.
Innym przyktadem jest punkt zp = 0 dla funkcji

1

=—. 8.3
/() sin(1/2) (8:3)
Punkty osobliwe tej funkcji to
. 1 1
sin(1/z) =0 => —=nwm => z,=—, newl.
z nw

W kazdym otoczeniu zy = 0 mozna znalezé punkt osobliwy z, # 0.

. Punktem pozornie osobliwym, gdy f(z) nie jest w nich okreslona,
ale mozna ja dookresli¢ poprzez znalezienie granicy.

Przyktadem jest punkt zgp =0 dla funkcji f(z) = sinz/z. Dookreslamy
ja w tym punkcie liczac granice

— 1= f(0). (8.4)

8.2 Rozwiniecie w szereg Laurenta

Twierdzenie

Jesli funkcja f jest analityczna w otoczeniu pierscieniowym punktu zo

r<|z—z <R (8.5)

to jest rozwijalna w szereq Laurenta w tym obszarze

o0 o0 bn
f(z) = an(z—20)" + —_— (8.6)
% &Gy
Wspolczynniki rozwiniecia sa zadane wzorami
1 f(w)
n=—-—¢—————d 8.7
¢ 2mi ) (w— zp)" ! v (8:7)
C
1 f(w)
bp = — ¢ ——————dw, .
27i f (w—zp)~ ! v (88)
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w ktorych C jest dowolnym konturem zawartym w otoczeniu pierscieniowym
zp, zorientowanym dodatnio.

W dowodzie twierdzenia, rozwazmy kontur zamkniety w otoczeniu pier-
Scieniowym
C=CrUL U (*Cr) U (*Ll). (8.9)
Wybierzmy nastepnie dowolne z w obszarze pierscieniowym zg i napiszmy
wzér catkowy Cauchego

I = g f 2o
c

1 1
= ,ff““) dw—_jff(w)dw (8.10)
2m ) w—z 2 ) w—=z
Cr Cr
Dla calki po konturze Cr rozwiniemy
- 1
w—z  (w—2)—(z—20)
B 1 1
(w=z0) 1 (2=2)

- i(z_zo)n (8.11)

(w—2z0) = \w—2
otrzymujac szereg geometryczny, zbiezny dla

Z— 20

<1. (8.12)

w— 20
Podstawiajac (8.11) do calki i calkujac wyraz po wyrazie, znajdujemy

= 1

S (OIS D SN QR ) N S
Wcj{w—zdw_nz:% 27Ti]{(w—z0)"+1d ( 0)"- (8.13)

Cr

an

Wyrazenie w nawiasie to wspdlczynnik a,, (8.7). Zauwazmy, ze ze wzgledu
na brak analitycznosci funkcji f w catym kole Kg

ARICY (5.14)

Gn 1 )
n:
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tak jak w przypadku rozwiniecia Taylora.

Dla catki po konturze C, rozwijamy

I -1
w—z z—w (z—2)—(w—2)
o -1
- ema) 1 (=)
-1 & /w—2z\"
— (Z_ZO);O(Z_ZD . (8.15)

OtrzymaliSmy wiec szereg geometryczny zbiezny dla

W — 20

<1. (8.16)

zZ—2p

Podstawiajac do catki, otrzymujemy

1
27rzf —z :nz:% QM%Jf w— zo)" dw W
:Z::l 2mi (zu—,ig)))mdw G I

r

bn

Wyrazenie w nawiasie to poszukiwany wspotczynnik by, (8.8). Ostatecznie,
réwnanie (8.13) przyjmuje postaé¢ rozwiniecia Laurenta

o

f2) = Y an(z—2)" + Z (8.18)
n=0 = Z - ZO
cze$¢ regqularna cze$é gléwna

Otoczenie pierscieniowe zg to wspdlny obszar zbieznosci sumy tych dwdoch
szeregow, a takze obszar analitycznosci funkcji podcatkowych dla a, i b,.
Mozemy wiec zdeformowaé¢ kontury Cgr i C) do wspdlnego konturu C' za-
wartego w otoczeniu pierscieniowym. Ta uwaga konczy dowdd twierdzenia.

Zauwazmy, ze jesli funkcja f jest analitycznej w kole |z — zp| < R, lacznie
z punktem zg, to funkcja podcatkowa we wspdtezynniku b, jest analityczna
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w tym obszarze i stad
by, = —,%f(w)(w—zo)"f1 dw = 0. (8.19)
C

Analityczno$¢ f(z) pozwala nam réwniez utozsamié

f(")(zo) '

o (8.20)

Ap =

Otrzymujemy w ten sposob szereg Taylora. Szereg Laurenta jest wiec uogdl-
nieniem szeregu Taylora na przypadek, gdy f(z) ma punkty osobliwe.

8.3 Przyklady rozwinieé

1. Rozwinmy w szereg potegowy wokét z = 0 funkcje

1 1 1
= = - 21
/) z2(1—2) z+ (1—-2) (8:21)
Wykorzystujac wzér (4.27), otrzymamy w kole |z| < 1:
1 - n 1 2
f(z):;—i—z,z = Ltz (8.22)
n=0

Punkt z = 0 jest izolowanym punktem osobliwym funkcji f(z) i stad ujemna
potega z w szeregu.

2. Funkcja
1
2) = ———— 8.23
/) (z+1)(2+2) (8.23)
ma dwa punkty osobliwe w z = —1,—2. Znajdziemy jej rozwiniecie w szereg
Laurenta w otoczeniu pierécieniowym 1 < |z| < 2. Rozkladajac
1 1
= — . 8.24
U el (8:24)

otrzymujemy dla pierwszego ulamka gdy |z| > 1

1 1 1 0 1\ " 00 _1)n
241 (1471 ZZ (_z> =2 (Zm)l ' (8.25)

n=0
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Dla drugiego utamka znajdujemy w obszarze |z| < 2

11 1K 2\ =D,
z+2  2(1+3%) _2Z<_2> _Z on+l © (8.26)

n=0 n=0

Stad w obszarze wspdlnym 1 < |z| < 2 dostajemy

oo 1\n o _1\n+1
fz)=> (zn1+)1 + ((;L)Hz". (8.27)
n=0 n=0

Istnienie czesci gléwnej z potegami 1/z nie oznacza, ze f(z) jest osobliwa w
z =0, gdyz punkt ten lezy poza obszarem zbieznosci szeregu.
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Wyktad 9

Calkowanie metoda residuéw

9.1 Calkowanie a residua

Zatézmy, ze zg izolowanym punktem osobliwym funkcji f. Otoczenie pier-
Scieniowe 2y redukuje sie wtedy do otoczenia naklutego

0<|z— 2| <R, (9.1)

w ktérym f jest analityczna. Mozemy wiec rozwinaé funkcje f(z) w szereg
Laurenta (8.6) w calym otoczeniu zy z wyjatkiem tego punktu

[e.e] [e.e]

= 2 an(z=z0)" ZZ_ZO (9:2)

Pierwszy wspo6lczynnik przy ujemnej potedze (z — zp) nazywamy residuum
funkcji f w punkcie zg

= 2 j{f (9:3)

Calka z funkcji f po konturze C' otaczajacym punkt osobliwy zg jest wiec
zadana przez wartos¢ residuum funkcji f w tym punkcie. Obserwacja ta
stanowi podstawe metody residudw obliczania calek, ktéra podsumowuje
nastepujace twierdzenie.

o7



Twierdzenie

Jezeli funkcja f jest analityczna w obszarze D i na jego brzegu C, z wyjatkiem
skoriczonej liczby izolowanych punktow osobliwych z, € D, w ktérch ma re-
sidua by(zy) to stuszny jest nastepujacy wzor

N
jf f(2)dz = 200 S by () (9.4)
C k=1

W dowodzie wykorzystamy wlasno$¢ 3. z rozdziatu 5.4:
j{f(z)dz:%f(z)dz—i—ff(z)dz—i—...—i—j{f(z)dz, (9.5)
C Ch C2 CN

gdzie C; sa konturami otaczajacymi punkty osoobliwe z;. Zgodnie z
(9.4) kazda calka po prawej stronie jest réwna 2mix residuum funkceji
w odpowiednim punkcie osobliwym i stad teza twierdzenia.

Wz6r (9.4) jest uogdlnieniem wzoru catkowego Cauchego (6.1). Jedli bo-
wiem f jest analityczna w punkcie zg to mozemy ja rozwinaé w szereg Tay-
lora w pewnym otoczeniu tego punktu i stad

f(z) _ 1 {i M (Z—Zo)n} = f(z0) + cze$é regqularna

(z—20) (2—20) = ! (2 —20)

Residuum rozwijanej funkcji wynosi f(z) i korzystajac ze wzoru (9.4) otrzy-
mujemy wzér catkowy Cauchego

7( HE) g~ omi fz). (9.6)

J (2 —20)

Nie oznacza to, ze w ten sposéb “wyprowadziliSmy” wzor Cauchego, gdyz
jest on podstawa twierdzenia o residuach. Pokazaliémy tylko konsystencje
wzoru (9.4).

Przyktad
Obliczmy catke

dz
_E (9.7)
2{ z(1—2)
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po okregu |z| = 2. Wewnatrz konturu calkowania znajduja sie teraz
dwa punkty osobliwe w z = 0,1. Korzystajac z rozwiniecia Laurenta
(8.22) widzimy, ze residuum w z =0 wynosi 1,

b1(0) = 1. (9.8)

Residuum w z = 1 obliczymy rozwijajac funkcje w szereg Laurenta w
otoczeniu naktutym jedynki 0 < |z —1| < 1:

1 -1
f(z) = 1—|—(z—1) Z RCabA +z—1

Stad residuum b;(1) = —1 i ostateczny wynik to

) Z<1diz):2m'(1—l):0. (9.9)
|z|=2

9.2 Obliczanie residuum

Znajdowanie residuum poprzez rozwijanie w szereg Laurenta nie zawsze jest
wygodne. W zaleznosci od rodzaju izolowanego punktu osobliwego mozemy
wyprowadzi¢ inne sposoby obliczania residuéw.

1. Izolowany punkt osobliwy zy nazywamy biegunem prostym jesli ist-
nieje granica

hm (z—20) f(2) #0. (9.10)

Z—>r 2

Oznacza to, ze czeS¢ gléwna w rozwinieciu Laurenta zawiera tylko

jeden wyraz
b1

z) = ———— + czes¢ reqularna 9.11
() = o g (9.11)
Wtedy residuum
b1(z0) = li_>m (z—20) f(2) (9.12)
2—20

Jezeli funkcja f(z) jest ilorazem dwéch funkeji

f(z) = (9.13)



to dla bieguna prostego ¢g(zp) =0 i h(zp) # 0. Liczac residuum, otrzy-
mujemy

M) h(z)

m (:—20) o =

bl(ZO) = zl—> 0 g(z) =20 (g(z) —g(zo))/(z — Zo) '

Stad ostateczny wzdr dla residuum, gdy 2 jest biegunem prostym

h(2o)
b1(z0) = 9.14
1(z0) g'(20) (6-14)
. Izolowany punkt osobliwy zg jest biegunem N-krotnym, gdy
lim (z—20)V f(2) # 0. (9.15)

Z—20

Wtedy czes$¢ gléwna szeregu Laurenta ma skoniczona liczbe wyrazdw
réwna N,

b b
flo) = — 5+ ..+ L 1 c2eé¢ regularna (9.16)

(z—29)N (z—20)

Aby obliczyé residuum b; pomnozmy f(z) przez (z — zo)™

(z—20)Vf(2) = by + ...+ bi(z—20)V 1 + czesc regularna
a nastepnie zrézniczkujmy (N — 1) razy.

(N-1)

{G=2)"f)]

Stad ostateczny wzor dla przypadku, gdy 2o jest biegunem N-krotnym

by (N—1)(N—2)...1 + czes¢ regularna.

N—-1
i) = lim, s e (e @) )

. Punkt zy jest punktem istotnie osobliwym jesli nie istnieje natu-
ralne N takie, ze istnieje granica (9.15). W rozwinieciu Laurenta woko!
tego punktu czes¢ gtéwna ma nieskonczenie wiele wyrazdw:

f(z)—...+(z_b]ZVO)N+...+

+ cze$é regularna  (9.18)
(z—20)
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Nie ma wtedy prostej metody na znalezienie residuum poza rozwinieciem
w szereg Laurenta.
Na przyktad

S S 9.19
¢ _z%n!z”_ HRSTPC R (9:19)
n=

i stad residuum w punkcie istotnie osobliwym z =0 wynosi b (0) = 1.
Podobnie dla

o0
1/22 _ L:l 1 1 9.20
e ;::0”!22” +22+2!Z4+... (9.20)

i stad residuum b;(0) =0

Nieskoniczona czes¢ gléwna nie jest zwiazana jedynie z izolowanym
punktem osobliwym. Na przyktad, funkcja

f(z) =4/2z(1—=2) (9.21)

ma ciecie na odcinku [—1,1], ktére takze prowadzi do szereg Laurenta
z nieskonczona czeéé¢ gléwna postaci

/7 1
2(1-2 Z 4n n‘ S2n+l (9.22)

9.3 Przyktady

1. Korzystajac z rozwinieé¢ (9.19) i (9.20), znajdujemy dla dowolnego konturu
C otaczajacego punkt z =0

fel/zdz = 271 %el/ZZdz =0

C C

2. Policzmy residua w punktach osobliwych funkcji:

1
= e
Ma ona biegun prosty w z = —i oraz biegun dwukrotny w z = 1. Residuum
dla bieguna prostego to
. 1 .
bi(—i) = lim — D -

2=(=i) (z+14)(z—1)2  (141)? 2
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Dla bieguna dwukrotnego otrzymujemy

L ) T S S
= () = e~

Calka po konturze zamknietym otaczajacym punkty osobliwe to

et - ri(rg) o
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Wyktad 10

Obliczanie catek

10.1 Calki trygonometryczne

Sa to calki rzeczywiste postaci

2

I :/F(cos¢>, sing) de.

0

(10.1)

Ich obliczenie mozemy sprowadzi¢ do policzenia catki zespolonej po okregu

jednostkowym: z = exp{i¢}, poprzez podstawienie

e e 241/2

cos¢ = 5 = 5
. el — g0 z—1/z
sing = —— =
oraz p
dz = ie®dp => dp=22.
iz
Wtedy
z+1/z z—1/z\ dz
I = F —
.7{ ( 2 72 ) 1z
|2|=1

(10.2)

(10.3)

(10.4)

(10.5)

Calke ta mozemy obliczy¢ liczac residua funkcji podcatkowej wewnatrz kon-

turu catkowania.
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Przyklady

1. Udowodnimy, ze

2

I= /sin2¢d¢ = (10.6)

0

Wykonujac podstawienia otrzymujemy

2-1\"dz 1 2 1
I = 2 BN
% ( 2iz > iz 44 ?{ (Z z+z3) i

= —(emi)(-2) =, (10.7)

gdyz residuum funkcji podcatkowej w punkcie z = 0 wynosi —2.

2. Podobnie, udowodnimy wzér

2w
d¢ 27
I_O/a+bcos¢_ VaZ—b2 a>[b]>0 (10.8)

Wykonujac podstawienia otrzymujemy

[ 7{ 1 dz_27§ dz
_I ‘ a+b(z2+1)/22 iz ib| ‘ 224 (2a/b)z+1"
z|=1 z|=1

Mianownik zeruje sie w dwéch punktach
21 = (—a+Va?2—02)/b, 29 = (—a—Va2—=0%)/b
speliajacych réwnanie
2179 = 1.

Stad |z1| = 1/|22| < 11 tylko punkt z; lezy wewnatrz konturu catkowa-
nia. Liczac residuum w tym punkcie otrzymamy

2 2m 27

2 dz

I'=— = — = . 10.9

ib\ f (z—21)(z—22)  ib(z1—22) a? —b? ( )
zl=1
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10.2 Catki funkcji wymiernych

Funkcja wymierna to funkcja postaci
P(z)
Qz)’

gdzie P(z) i Q(z) sa wielomianami odpowiednio stopnia np i ng.

f(z) = (10.10)

Udowodnijmy na poczatek, ze

o0

dx
=7
1422

— o0

(10.11)

liczac catke zespolona po konturze zamknietym

R

dz dzx dz
" 10.12
% 1122 122 ) 1522 (10.12)
C(R) R ct

gdzie C}Jg jest potokregiem w gornej poltplaszczyzZnie o promieniu R — oco.

Funkcja podcatkowa
L1 (10.13)
1+22  (z—9)(z+1) )

ma w gérnej polplaszczyznie biegun prosty w z =i z residuum réwnym
1 1

(i) = i) -5 oy = 5 (10.14)

Stad catka (10.12) jest réwna 2mi/(2i) = 7, niezaleznie od wartosci R > 1
Pokazemy, ze calka po C’E dazy do zera gdy R — co. Parametryzujac

z= Re'?, dz =iRe"dg, (10.15)

otrzymujemy bowiem

T Ric®de T Rdo 1
———| < _ = — 10.1
|o 1+ R2e2i6 0/|1+R2e22¢] O<R) — 0 (10.16)
Tak wiec ostatecznie
% L —7 e _ (10.17)
1+Z2 Z = 1_|_x2 = T. .
C(0) —o0o
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Udowodnimy nastepnie wzor

o0

COSsxT s
ST g = T 10.18
/ T4a? YT % (10.18)

liczac caltke zespolona po konturze zamknietym w gérnej czesci plaszczyzny
zespolonej

‘ R . .
eZZ e’LfE eZZ
——dz = —d ——dz. 10.19
74 1422 /1+:v2 $+/1+z2 - ( )
c(R) “R o

Jedynym punktem osobliwym w gérnej poétplaszczyznie jest biegun prosty
w z =1 z residuum

bi(i) = £ig%(z—i)(z_;)m =5 (10.20)

Sta catka (10.19) jest réwna 2mi/(2ie) = 7/e.

Calka po konturze C;g znika gdy R — 0o, gdyz ze wzgledu na warunek
sing > 0 dla ¢ € [0,7], czynnik eksponencjalny znika

el?| = ei(Rcosdﬂrisin(j))’ :efRsingb 5 0. (1021)
Tak wiec ostatecznie
eiz s eix T
dz = dr = —. 10.22
% 1429 / 112207 ¢ ( )
C(0) B

Zapisujac oddzielnie czeSc rzeczywista i urojona calki, znajdujemy

[e.e] [e.e]

CcosST T sinx
dr = — dr = 0. 10.2
/1+:r2 T /1—|—m2 r=0 (10-23)

—00 —00

Ostatnia catka znika ze wzgledu na nieparzysto$¢ funkcji podcatkowej. Pa-
rzystosé funkcja podcatkowa w pierwszej calce, prowadzi natomiast do wzoru

o0 1 [ee]
COSsxT COSx T
OO gy == [ 25 g = T 10.24
2% 72 ) 152247 2 (10.24)

0 —00
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Jako podsumowanie otrzymujemy nastepujacy dla funkcji wymiernych

Oop(x) ax = 271 2
_[O o) do =2mi > bi(z) (10.25)

iupper

gdzie a > 0 jest liczba rzeczywista, a sumujemy po residuach funkcji podcat-
kowej w gornej polplaszczyznie. Ponadto, wielomiany P(x) i Q(x) spelniaja
nastepujace warunki:

- Q(x) nie ma zer na osi rzeczywistej,

- stopien Q(z) jest przynajmniej o jeden wiekszy niz stopien P(z), tzn.
ng=znp+1,

- dla a = 0 ostatni warunek jest mocniejszy: ng = np +2.

10.3 Caltki funkcji wieloznacznych

Udowodnimy, ze dla 0 < p < 1 zachodzi

o

p—1
/x do = —— (10.26)
0

142z sin7p

Funkcja podcatkowa, traktowana jako funkcja zmiennej zespolonej z,

Lp—1 e(pfl)lnz
= -, (10.27)

f(2)

ma ciecie wzdtuz dowolnej pélprostej o poczatku w punkcie z =0 ze wzgledu
na logarytm. Wybierzmy ciecie wzdtuz dodatniej pélosi rzeczywistej. Tuz
powyzej ciecia funkcja ma wartosé

e(pfl)lnx 2p—1
= = , 10.28
R (10.28)
natomiast tuz ponizej ciecia
(p—1)(Inz+2im) p—1
(z) = & T gRimp (10.29)

1+x T 14z
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Rozwazmy nastepnie catke zespolona
e(pfl)lnz

e (10.30)

po konturze zamknietym
C=RLUCRU(—R_)U(-C})
w granicy gdy r — 0 oraz R — co. Kontur Ry to dodatnia pélos rzeczywista

tuz powyzej (+) i tuz ponizej (—) ciecia. Jedyny punkt osobliwy wewnatrz
konturu catkowania to biegun z = —1 z residuum réwnym

bi(—1) = (=17 = e(P=DIn(=1) _ Jilp—1)7m _ _ imp

Tak wiec calka (10.30) jest réwna —2mie’™P.

Calki wzdluz ciecia sa rowne

00 p—1
/ —/ = {1—62”“’} ac dz.
Ry R_ J 1+z

Calka wzdtuz C, znika w granicy r — 0, gdyz dla z = re’® i p > 0 mamy:

21
</
" 0

Podobnie, dla okregu Cr w granicy R — oo otrzymujemy dla p < 1:

I,

Zbierajac wzory znajdujemy w granicy r — 01 R — oo

7"p_1e(i(p_1)qS .
— rie"®

2T
1o e do = rp/ _4 O(r?) — 0.

1+reid|
0

27
do B

< RP — =
/ |1+ Rei?|

O(RF™1) — 0.

e(pP—1)Inz 0; T 1 A
—————dz=4{1—e""™ = —2mie'™P.
142 { } 142z
C
Tym samym udowodnili$émy
oo 1 . y. .
P~ _ 2mie'P 21 s

) 1127 Qimp1 =~ Tgimp _gimp prp— (10.31)
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Przyktad

1. Korzystajac ze wzoru (10.26) obliczymy caltke

7r
= =T.

T
0/ Vo2 ™= sn(r/2)
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Wyktad 11

Metoda punktu siodlowego

Chcemy policzy¢ catke
1() :/ 9(2)et PP dz, t— o0, (11.1)
c

gdzie F'(z) jest funkcja analityczna w obszarze, w ktérym rozwazamy calke.
Funkcja g(z) jest na tyle wolnozmienna, ze funkcja podcatkowa jest zdomi-
nowana przez eksponente.

Zalézmy, ze F(z) ma punkt zo = xo+iyo, w ktérym pochodna znika

%(zo) 0. (11.2)

Punkt taki nazywamy "punktem siodtowym" z powodu, ktory zostanie wyja-
$niony w dalszej czesci tego wykladu. Znikanie pochodnej zespolonej ozna-
cza, ze znikaja rowniez pochodne czastkowe czesci rzeczywistej i urojonej
funkcji F' w tym punkcie

uz(20,90) = uy(20,Y0) = vz (T0,Y0) = vy(T0,¥0) (11.3)

Rozwinmy czes¢ rzeczywista u w otoczeniu punktu siodtowego

u(x,y) ~ u(azo,yo)—ké (A:c, Ay) (uM(zO) umy(z0)> (i;) (11.4)

Uyz(20)  uyy(20)

gdzie Az =x—x0 i Ay =y —1yo. Zdefiniujemy nastepnie kierunki wlasne ma-
cierzy drugich pochodnych. Jest to macierz symetryczna, gdyz z analityczno-
sci F' wynika gy = uy,. Otrzymane wartosci wlasne beda wiec rzeczywiste,
a wektory wlasne wzajemnie ortogonalne.
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Obliczmy najpierw wartosci wlasne,

det (Ux; A Uy )\> = A% =\ (U + Uy )+ Uty — uiy =0 (11.5)
xY -

Z rownan Cauchego-Riemanna wynika, ze u jest funkcja harmoniczna
co prowadzi do nastepujacych wartosci wlasnych

Ay =+ Jud, +uZ, =+ (11.7)

gdzie drugie pochodne sa obliczone w punkcie zy. Wektory wlasne (Azy, Ayy)

spelniaja réwnanie
Ugr  Ugy Az _ 4 Azg 11.8
<ny _Uxx> (Ayi> (Ayi ( ’ )

Badajac zmiane funkeji u(x,y) wzdtuz kierunkéw wlasnych otrzymujemy

u(@,y) = u(zo,y0) + A ((Az4)? + (Ays)?) (11.9)

Widzimy, ze wektory wlasne definiuja kierunki najwiekszego wzrostu czesci
rzeczywistej u, gdy

\/u (z0) +u2,(20)

u(z,y) =~ u(zo) 5 (11.10)
oraz kierunek najwiekszego spadku, gdy
2 2
Uzy (ZO) +T Uz (ZO)
u(z,y) =~ u(z) — \/ 5 (11.11)

gdzie unormowali$my dlugos$¢ wektoréw wlasnych do jedynki. Otrzymujemy
wiec zachowanie funkcji typu "siodlo", co ttumaczy nazwe punktu zo.

Rozwijajac czesé urojong v wokét zp otrzymujemy

v(z,y) ~ v(:co,yo)—i—% (Am, Ay) (vm vm?’) (ig) (11.12)

Uyaz  Uyy
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Pokazemy, ze wyraz z drugimi pochodnymi znika dla kierunkéw wlasnych
czedci rzeczywistej u. W tym celu zauwazmy, ze z réwnan Cauchego-Riemanna
oraz warunku wlasnego (11.8), otrzymujemy

Ugr Uzy Az _ Uy Ugpgy Axy — 4\ _Ay:t 11.13
<'Uy:]c Uyy) (ij:> <umc ua:y) (Ayﬂ:> Ary ( . )

skad wynika

v(z,y) = v(xo,y0) :I:% (A:p, Ay) <_AAxy> = v(z0,Y0) (11.14)

Tak wiec dla odchylen wzdtuz kierunkéw wiasnych,
z—zg=re'ot (11.15)

funkcja F'(z) ma stala cze$é urojona w rozwinieciu z dokladnoscia do
cztonu kwadratowego

F(2) ~ u(z0) +iv(zo) £ 72 \/ugy(zo) +u2,(20) (11.16)

Aby zapisaé prawa strone przy pomocy pochodnej F' skorzystajmy z rozwi-
niecia Taylora

F(z) = F(20) + 3 (2 —20)2 F"(20) = F(20) + 5 (r?e? %) F"(z) (11.17)

Poréwnujac z (11.16), otrzymujemy

:l:\/u (20) +u2,(20) = e F"(2). (11.18)

Obliczajac modul obu stron dostajemy ostateczng relacje dla wartosci F'
wzdluz kierunkow wtasnych

F(z) = F(z0) + 57°|F"(20)|. (11.19)
Warunek analitycznoéci F' pozwala zdeformowaé kontur catkowania tak,

by pokrywal sie z kierunkiem najwiekszego spadku odpowiadajacy znakowi
minus we wzorze (11.19). Podstawiajac (11.19) do (11.1), otrzymujemy

~ [ o) exp{t(FG0) = 412" ()} } o

:g(zo)etF(ZO)em‘/ exp{—%er\F”(zo)]}dr (11.20)
C
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Jezeli t — 0o, nie popelnimy duzego btedu rozszerzajac granice catkowania

1(t) ~ glz0) ) oo [

—0o0

exp {~ 172t |F"(z0)|} dr. (11.21)

Wykorzystujac dobrze znany wzor

/O:Oexp{—éaﬁ}dx =4/27/a, (11.22)

ostatecznie otrzymujemy dla ¢ — oo

2m F1 e
I(t) ~ g(z0) Wet“ 0) gio- (11.23)

W sytuacji gdy funkcja F' ma wiecej punktéw siodtowych, deformujemy
kontur catkowania C' tak, by przez nie przechodzil. Prowadzi to do sumo-
wania wkladéw od kazdego z nich w (11.23).
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Wyktad 12

Funkcje specjalne

12.1 Funkcja gamma Eulera

Jest to funkcja argumentu zespololonego zdefiniowano poprzez catke wzdtuz
osi rzeczywiste]j

I(z) = /tz‘le‘tdt (12.1)
0

Funkcja e~! zapewnia zbiezno$é catki w nieskoniczonoéci. Granica t — 0 wy-
maga zbadania wielkosci

|tz—1| — |e(z—1)lnt’ — |tx—leiylnt| — tx—l.
Stad - -
T(2)| < [[F e tdt < [ " tedt.
|
0 0

Widzimy, ze dla x > 0 catka jest zbiezna dla t — 0. Dla x = 0 catka jest
rozbiezna logarytmicznie w zerze. Stad warunek Rez > 0 by definicja (12.1)
miala sens.

Tak zdefniowana gamma jest analityczna w prawej pélptaszcezyznie. Moz-
na ja jednka rozszerzy¢ analitycznie na cala plaszczyzne korzystajac ze wzo-
ru otrzymanego poprzez catkowanie przez czesci

Me) = fertaw) = e 42 [retan= LEHD g
z L2 z
0 0
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Wzor ten definiuje przedtuzenie analitycznie do obszaru —1 < Rez < 0. W
punkcie z = 0 otrzymujemy biegun prosty z residuum

o0

lim 2T(2) = T'(1) :/ e tdt =1. (12.3)
z—0 0

Postepujac podobnie z I'(z + 1) otrzymamy wzér dla obszaru Re z > —2:

I'(z+2)
I(z) = ——+. 12.4
(2) z(z+1) (12:4)

W ten sposéb dla dowolnego naturalnego n, znajdujemy
r

I'(z) = (24 n) Rez> —n. (12.5)

2(z+1)...(z+n—-1)’

Widzimy, ze I'(z) moze byé przedtuzona analitycznie na cala plaszczyzne
zespolona, z wyjatkiem punktéw z = 0,—1,—2..., w ktérych ma bieguny

proste. Obliczajac residuum w punkcie z = —n, znajdujemy
r 1
lim (z4+n)['(z) = lim (z4m)T(z+n+1)
z——n z~>fn(Z)(Z+1)...(Z+n—1)(2+n)
I'(—n+n+1)

(—n)(—n+1)...(—n+n—-1)
(=1

3

== (12.6)
W obszarze Rez > 0 wzér (12.2) mozna zapisa¢ w postaci
T(z+1) = 2T(2)] (12.7)

Obliczajac przy jego pomocy kolejne wartosci w punktach catkowitych do-
datnich znajdujemy

ra) =1
re)=11r1)=1
res) =212 =2-1. (12.8)
Stad dla dowolnego n € N
T(n) = (n—1)!] (12.9)
lub po zapisaniu przy uzyciu reprezentacji catkowej
n! = /t" e tdt. (12.10)

0
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Przyktad
Policzmy zamieniajac zmienne: x =e™%,

L) a= [fomerasre.

OtrzymaliSmy nowa reprezentacje catkowa gammy.

12.2 Gamma dla poléwkowych z

Wartosci gammy dla potéwkowych wartodci z = m/2, gdzie m jest liczba
catkowita, mozna znalez¢ przy pomocy wzoru

I= /da:e ? = /. (12.12)

Udowodnimy go rozwazajac iloczyn catek

:{/dg;eﬁ} { / dyeyQ} = /d:p / dye” @) (12.13)

—0o0

Zmieniajac zmienne na biegunowe

T = rcos¢
y = rsing (12.14)

otrzymujemy

2 0o
12:/d¢/drre / 2677 = (12.15)
0 0 0

Stad wynika wzér (12.12).

Tak wiec dla z =1/2 otrzymamy

r() / 12 ’tdt—2/ VD A(vE) = Vr. (12.16)
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Korzystajac ze wzoru (12.7), znajdujemy

o(3) - 1)~

r(§) =309 - 1o

W ogdélnosci dla n > 0 mozna udowodnié¢ przez indukcje

F<n+1+1> _ 1-3-5-...-(2n+1)ﬁ: Mﬁ

2 gn+1 22n+1 |

Dla ujemnych poléwek wykorzystujemy wzor (12.2), na przyktad

r(-1) - iR P

2 —1/2
3 N(-241) 2 1 1-2
MN—-=)=—-2_""=_CIT(—2]=(-1)?—
( 2) —3/2 3 ( 2) (17 5V
W ogbélnosci dla n > 0 zachodzi
1 (_2)n+1 22n+1n!
r(—=—-n) = = (=)t
( 2 ”) 1-3-5-...-(2n—|—1)ﬁ (=1) (2n+1)!ﬁ

12.3 Niekompletna funkcja gamma
Definiuje sie takze niekompletna funkcje gamma

[e.9]
F(z,x):/ t*letdt,
€T

a takze "
fy(z,w):/ t*~letdt,
0

(12.17)

(12.18)

(12.19)

(12.20)

(12.21)

gdzie x > 0 jest zawsze rzeczywiste, natomiast Rez > 0. W oczywisty sposob

zachodzi
v(z,2)+ T (z,2) =T(2), I'(z,0) =T(2).
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Przy pomocy tych funkcji definiuje sie inne:

I S A
erfc(x)—ﬁF<2,x>—ﬁ[E e " dt

1 1 2 [T 5
f(z) = —=~( =,2? :7/ —dt
erf(x) ﬁ7<2,x) 77 o e
Tak wiec 5 oo
erfc(x) + erf(x :—/ e Cdt =1
(@) +eri(e) = o
Ponadto

I'(l,z) =7, v(1l,x) =1—e"*.

12.4 Funkcja beta Eulera

Jest to funkcja zdefiniowana poprzez catke

1
B(p,q) Z/ﬂfpfl(l—x)q’ldx, p,qg>0
0

(12.23)

(12.24)

(12.25)

(12.26)

(12.27)

Zmieniajac zmienne x <> (1 —z) latwo sie przekonaé, ze beta jest funkcja

symetryczna
B(p,q) = B(g,p).

Zmienmy zmienna catkowania na
T = sin’4, dx = 2 sinfcosf,

z zakresem 6 € [0,7/2). Wtedy (1 —x) = cos?0 i stad

/2
B(p,q) = 2 /(sinﬁ)Qp_l(cosﬁ)Qq_ldH
0

Inna reprezentacje bety otrzymujemy zmieniajac zmienne na

d
r= —, (l—l'):m, de': y
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z zakresem calkowania y € [0,00). Wtedy

oo
/ 1+y P+q
0

(12.32)

Funkcje beta i gamma Eulera taczy wzoér, ktory moze postuzy¢ do prze-

dtuzenia analitycznego funkcji beta

B(p,q) =

L'(p)T'(q)
L(p

r
+q)

Dowdd réwnoscei (12.33) rozpoczniemy zmieniajac zmienne ¢t =y

(12.33)

2

o0 oo 2
I'(p) :/0 e tdt = 2/0 y?P e Vdy. (12.34)

Mnozac dwie funkcje gamma przez siebie, otrzymujemy wzor (12.33)

I'(p)T(q) = {2/$2p_1e_x2dx} {2/y2q—1e—y2dy}
0 0

T Y

Il

I
o —
o —9

2

o~

e.¢]
:4/
0

00 w/2
0

= T(p+q)B(p,q9)-

(rcosf)??t(rsing)? !

2q—1 2p—le—(ac2+y2) dr dy

0

e " rdrdd

/ (sin@)*~1(cos )27 1dh

Laczac wzory (12.32) i (12.33) znajdujemy dla p,q > 0

I'(p)I'(q)

oo
/ ]_+yp+q y:
0

T
T'(p+q)
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Przyktad
Policzmy ponizsza calke zamieniajac zmienne: z = sin#,

1 1:4 /2 4
I:/ 7d:c:/ sin* 6 do
0 V1—22 0

Poréwnujac z (12.30) znajdujemy 2p— 1 =4 oraz 2¢—1 =0 i stad

-n(3)- PGT() _ (/213 _ 3«

2°2 r@a) 20 22 8

12.5 Wilasnosci analityczne funkcji gamma

Kladac p+q =1 we wzorze (12.35) i wykorzystujac (10.26) dostajemy

T(p)T(1—p) = — (12.36)

sin7p

Wzér ten mozna rozszerzyé analitycznie na cala plaszczyzne zespolona. Od-
twarza on prawidlowo strukture biegunéw funkcji gamma. Po prawej stronie
mamy bieguny proste w punktach p =z =0,£1,42,.... Podobnie, po lewej
otrzymujemy bieguny proste funkcji I'(z) dla z=0,—1,-2,... oraz I'(1 — 2)
dla z=1,2,3,....

Funkcja sin(mz) jest catkowita, a wiec 1/sin(mz) nigdzie sie nie zeruje.
Wynika stad, ze I'(z) nie ma zer. Gdyby bowiem istnialo zero to funkcja
I'(1 —z) musialoby by¢ w nim nieskoniczona. Jedynymi mozliwymi punktami
sa (1—2)=0,—1,-2,... co odpowiada z =1,2,3,... w ktérych to punktach
['(z) jest rézna od zera, co jest sprzeczne z przyjeta hipoteza. Jako wniosek
otrzymujemy, ze 1/I'(z) jest funkcja catkowita.
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12.6 Funkcja gamma podwojonego argumentu

Znajdziemy jeszcze wzor dla funkcji gamma podwojonego argumentu. Wykorzystujac
reprezentacje (12.30) funkcji beta, policzmy

/2
B(n,n) = 2/ (sin@)* 1 (cos§)**1dh
0

1

w/2
= W/ (2sinfcosh)?"1d(26)
0

1 s
= 72%—1/0 (sing)?"dg

/2
— 722371 /0 (sin qb)Q”_ldd)

1
= WB(n,%). (12.37)

Stad po uwzglednieniu (12.33) mamy
L()I(n) 1 Tm)I(3)

Fn) 221 T(ntd) (12.38)
Wyliczajac I'(2n), otrzymujemy
92n—1
I'(2n) = 7 L(n)T(n+13) (12.39)

Wzér ten mozemy rozszerzy¢ analitycznie na cala plaszczyzne zespolona.

12.7 Funkcja zeta Riemanna

Funkcja zeta Riemana jest zdefiniowana dla zespolonych wartosci z

((2) = > L (12.40)

z
n=1 n

Wystepujacy tu szereg jest bezwglednie zbiezny dla Rez > 1, gdyz szereg

modulow
0 1 |
Z [na+i| - ne (12.41)
n=1

n=1
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jest zbiezny dla x > 1. Stad wynika, ze ((z) jest analityczna w obszarze
zbieznosci.

Znajdziemy reprezentacje catkowa zety, wykorzystujac definicje funkcji
gamma dla Rez > 0, w ktorej zamienimy zmienna: u = nt,

o0 oo
I'(z) = /uz‘le‘“du = nz/tz_le_"tdt. (12.42)
0 0

Wyliczajac 1/n* dla Rez > 1 i podstawiajac do (12.40), otrzymujemy

1 - I z—1 efnt _ 1 T z—1 — efnt
F(Z)n;l{/t dt}_r(z)o/t {n; }dt.

0

((2) =

Sumujac szereg pod calka

e 1 1
—nt
= —1=— 12.43
n;e 1—et et—1’ ( )

otrzymujemy poszukiwana reprezentacje catkowsa fukcji zeta dla Rez > 1

I'(z) ) et—1

1
((z) = dt (12.44)
[

Funkcje te mozna rozszerzy¢ na cala plaszczyzne zespolona z wyjatkiem
punktu z =1, w ktérym ¢ ma biegun prosty z residuum réwnym 1.

Przyktad
Gestos¢ energii emitowanej przez cialo doskonale czarne na jednostke
czestosci v i jednostke objetosci V' jest dana wzorem

8mh V3
¢(V) = 073 EhV/kT—]. )

tak wiec catkowita energia na jednostke objetosci to

oo
v3dy

E  8rh
VoS /eh”/kT—l'
0
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Wprowadzajac zmienna t = hv/kT dostajemy

E  sx(kT)* T #3dt  8n(kT)
7= ey | s = e ST
0

Jak pokazemy w nastepnym rozdziale ¢(4) = 7#/90 i stad
E  w* (kT\?
L e A
%4 15 < he >
12.8 Liczby Bernouliego

Liczby Bernouliego B, sa zdefiniowane poprzez rozwiniecie w szereg Taylora
funkeji f(z) = z/(e* —1) wokdl z =0

m

o0
z
e > Bm (12.45)

m=0

z
m!

Szereg ten jest zbiezny w obszarze |z| < 2w, tzn. do najblizszej osobliwo-
Sci funkeji f(z) w z = £2mi. Wykorzystujac wzér (6.12), otrzymujemy dla
dowolnego konturu Cy w obszarze zbieznosci, otaczajacego z = 0:

m! w dw

B, =— ¢ —— 12.46

" 27Ti%(ew—1) wmtl’ ( )
Co

lub wkorzystajac ze wzoru (6.13)

dam 1
By, =
dzm { (e —1)zm }

Najprosciej jednak jest wyliczy¢ B, mnozac dwa szeregi

(12.47)

z=0

z 22 3 zZ 22 23
<z+1!+2!+3!+... BO+Blﬂ+BQE+B3§+”' =z (12.48)

Poréwnanie wspotczynnikéw przy kolejnych potegach z po obu stronach daje

By =1
$Bo+B; =0 => By=-
5iBot g Bi+9By =0 => By=¢

DO
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[ m [0 [t ] 2 [3 ] 4[5 ]
1 [ 1/6 | —1/30]1/42] —1/30]5/66 |

Tablica 12.1: Kolejne liczby Bernouliego.

7 wyjatkiem B = 2, wszystkie liczby Bernouliego z nieparzystym wskaz-

nikiem wynosza, zero.
(2.9

Natomiast kolejne wartosci dla parzystych wskaznikéw maja naprzemienny
znak.

12.9 Zwiazek liczb Bernouliego z funkcja zeta

Liczby Bernouliego sa zwiazane z dzeta Riemanna. Udowodnimy to wyko-
rzystujac wzor (12.46) dla m > 2, w ktérym kontur catkowania Cy zostal
zdeformowany tak by otoczy¢ biequny proste funkcji

z

f(z) = -1 (12.50)

w punktach z =27ni dla n=41,£2,.... Nowy kontur catkowania to
C =CyUl0,00) U (—Cx) U (—[0,00)).

Calka po trzech ostatnich konturach znika i wtedy

- 1
I = % wm+1 = 271 Z res {(ez—l)zm}

n=—oo

. (12.51)

z=21n1

gdzie wykluczamy n = 0 z sumy. Znak minus po prawej stronie wynika z fak-
tu, ze kontur C' nie jest zorientowany dodatnio wzgledem swojego wnetrza.

Liczac residua otrzymujemy

Bu=""1= Z

271

i nim (12.52)

(2mni)™ 2772
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Dla m > 2 szereg jest zbiezny dla parzystych warto$ci m = 2k. Dla niepa-
rzystych m wyrazy z przeciwnym znakiem w szeregu kasuja sie dajac zero.
Tak wiec dla k > 1 otrzymujemy

B = (—1)F*! ?2(73;?"! C(2k) (12.53)

Zauwazajac, ze (—1)FT1 By, > 0, otrzymujemy

<1 (2m)2F

2k) = — = —— | Bkl - 12.54
C(2K) = 3 = oy 1P (12.54)
Stad kilka kolejnych wartosci funkcji dzeta dla liczb parzystych
w2 m 6
2 — 4 —_ — = —. 12.
@=" W=, W)= (12.55)

12.10 Rozwiniecia w szereg a liczby Bernouliego

Wiele rozwinie¢ funkcji w szereg zawiera liczby Bernouliego.
1. Jednym z nich jest rozwiniecie funckcji ctgz wokdt z = 0. Rozwazmy

. ‘ ezz+e—zz ‘ 621z+1 ‘ 2z
rOleE = i T Yz T @ie

(12.56)

Podstawiajac (12.45) dla z — 2iz, otrzymamy szereg potegowy woké6l z =0
w kole |z| < 7 (do najblizszej osobliwosci ctg z),

o) 2i2)M
zetgz = 1z + Z Bm( i2)
m)!
m=0
oo -\ 2k
, _ (2i2)
=iz+1—1iz+ By
1;1 (2k)!
o
B
= Y ()RR (22)% (12.57)
= (2Fk)!
Stad poszukiwane rozwiniecie
i g 4 2k—1
ctgz = (-1) Boyj, 277 (12.58)
= (2k)!
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prowadzace do kilku pierwszych wyrazéw

1 z 23 225
ctgz = —— - — — —
z

L 12.
3 45 945+ (12.59)

2. Podobnie, rozwazajac funkcje cosecz = 1/sinz znajdujemy nastepujace
rozwiniecie w obszarze 0 < |z| <

21 e 2z
cosecz = ———— = — 5——
eZZ _ e—ZZ z e 12 __ 1

< (iz)" © 2iz)™
- RSN

1 L4 22 iz3+z4+ 14 P2 .
= - - ——+—+... —iz2——=——+...
P T T T 315

i stad kilka pierwszych wyrazow po pomnozeniu szeregow

1z 78
=4+ -+ —+4+-- 12.60
cosec z 2 + 6 T 360 + ( )
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Wyktad 13

Sumy szeregow i zera funkcji

13.1 Sumowanie szeregéw

Metoda obliczania catek przy pomocy residuéw jest takze przydatna przy
sumowaniu szeregow.

Rozwazmy na poczatek funkcje

COsSTZ

wetgmz =7 (13.1)

sinmz

Jej osobliwosciami sa izolowane punkty osobliwe w 2z, =n =0,+1,£2,...,
bedace biegunami prostymi. Policzmy residua w tych punktach

b1(zn) = lim 7(z—n) Césﬁz = SOy (13.2)
z=mn sinwtz  cosmn

Podobnie, rozwazmy funkcje

™

Tcosecme —

(13.3)

sinmz

posiadajaca bieguny proste w tych samych punktach z, =n=0,£1,%2,....
Tym razem residua wynosza
m(z—n) 1

b — 1' — = (=1 TL' 13.4
1(Zn) zgrrll sinmz COSTN ( ) ( )

Obie funkcje sa przyktadem funkcji meromorficznej — posiadajacej jedynie
izolowane punkty osobliwe w postacie biegundw.
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Po tym przygotowaniu rozwazmy catke po okregu Cr o $rodku w z =10

Ip = j{ﬂ'Ctg(ﬂ'z)f(Z) dz, (13.5)
Cr

gdzie f(z) jest funkcja meromorficzna z biegunami {z; } réznymi od biegunéw
{zn} funkcji mwctgmz.

Zgodnie z twierdzeniem o residuach, Ir jest zadana przez sume po wszyst-
kich residuach zawartych we wnetrzu okregu Cr. Policzmy residua w punk-
tach z, korzystajac ze wzoru (13.2):

bi(zn) = lim {f(=) wetgnz} = f(n) (13.6)

Pozostaja jeszcze do obliczenia residua w biegunach z; funkeji f(z) lezace
wewnatrz konturu catkowania:

bi(zi) = res {f(z)metgme}|,_,. (13.7)

Ostateczny wzor zalezy od rzedu bieguna. Uwzgledniajac wszystkie bieguny
wewnatrz konturu Cp, otrzymujemy

L= fm) + 3 ves {mete(m2) ()., - (13.8)

21

Funkcja ctgmz jest ograniczona w nieskonczonosci, gdyz w granicy R — oo
dla z = R(cos¢ +isin¢) otrzymujemy niezaleznie od kata ¢

|e7TR sin¢ + e—T(R sin¢|

|ctgmz| = — 1, (13.9)

|e7rR sing _ o—mR sin¢>|

Jezeli funkcja f(z) zachowuje sie dla duzych R tak, ze

1

to w granicy R — oo catka Ip = 0.

W rezultacie otrzymujemy wzoér

i f(n) = —Zres {mctg(rz) f(2)} (13.11)

n=—oo

Z=Zz;

gdzie sumujemy po wszystkich biegunach {z;} funkcji f(z). Podobnie, roz-
wazania przeprowadzone dla funkcji wcosecmz prowadza do wzoru

[e.e]

Z (=1)"f(n) = — Zres {mcosec(7z) f(2)}

n=—oo 3

(13.12)

z2=2z;
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13.1.1 Przyktady

1. Znajdzmy sume szeregu
> 1

> - 13.13)
R (
—onta
Funkcja
1
= - 13.14
&)= Zrm (13.14)

ma dwa bieguny proste w z4 = £ia. Liczac residua w tych punktach, znaj-
dujemy

. (z—ida)mctgmz  mctgima T
1(24) oosva (z—1ta)(z+1ia) 2ia 2q < BT
. ‘ toi
bi(z) = lim (z+z.a)7rc grz _ mefgita _ m ctghma.
z——ia (z+1a)(z —1a) 2ia 2a

Stad suma po n we wzorze (13.11) wynosi

n=00 -1 1 00 00 1
D = X At =2) 4o = —{h() ()}
n=—oo n=—oo n=1 n=1

i ostatecznie znajdujemy

> 1 7 1
——— = — ctgh — 13.15
T;)nQ-f—az 2q °*® 7ra—|—2a2 ( )
2. Policzmy sume szeregu
=1
> = 13.16)
5 (
n=1 n

Odpowiadajaca mu funkcja f(z) = 1/22 nie spetnia zalozen prowadzacych do
wzoru (13.11), gdyz biegun dwukrotny f(z) w z =0 pokrywa sie z jednym z
biegunéw cotangensa, stajac sie biegunem tréjkrotnym funkcji podcatkowej.
Mozemy jednak latwo zmodyfikowaé wzor (13.11) przesuwajac ten punkt z
sumy Y, do sumy Y, i liczac residuum funkcji 7ctgmz/22,

b1(0) = res {WCZ%WZ}

= 13.17
. 3 (13.17)
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Stad suma po n ze wzoru (13.11) (bez wyrazu z n =0) to

Z Z + Z = 22 —b1(0 (13.18)

n=-—00 n=—oo0 n=1

i ostatecznie znajdujemy

i ni (13.19)

Wynik ten mozna tez otrzymaé z (13.19) w granicy a — 0 po uprzednim
odjeciu 1/a?.

3. Obliczmy sume szeregu
— 1
7:1—7%—@—.... (13.20)

korzystajac ze wzoru (13.12). Tak jak poprzednio usuwamy z sumy po n
biegun dwukrotny funkcji f(z) =1/22 w z =0 i liczymy residuum w tym
puncie

2
TCOSeC Tz T
b = _— = —. 13.21
1(0) = res { TR T (13.21)
Teraz suma po n we wzorze (13.12) to
o) 1 oo oo
YDt = ) DY (D)t =2) (1) = ~bi(0)
n=—o0o n=-—oo n=1 n=1

i stad wynik po uwzglednieniu brakujacego czynnika (—1)

oo 1\n+1 7T2
3 ( 1>2 =T (13.22)

n=1 n

4. Przy liczeniu residuéw w przyktadach 2. i 3. bardzo pozyteczne okazuja,
sie rozwiniecia (12.58) oraz (12.60) zawierajace liczby Bernouliego:

ctgmz = — — = T2 TE L (13.23)

cosecmz = — + — + ——— + --- (13.24)



Stad tez wynikaja ponizsze sumy szeregéw odzwierciedlajace zwiazek (12.53)
liczb Bernouliego (wystepujacych w rozwinieciu) z warto$ciami dzety Rie-
mana (jako sum szeregéw):

1 1 t 4
S = —res {m Em} - (13.25)
—n 2 z =0 90
=1 1 metgmz 70
- = = = —. 13.26
nE::l nb g ' { 28 } =0 945 ( )
Ponadto, korzystajac z (13.24) znajdujemy
0 -1 n+1 1 4
Z L = —res {WCOS(MZ} = E (13.27)
nt 2 z4 =0 120

n=1

13.2 Poszukiwanie zer funkcji

Punkt zg nazywamy k—krotnym zerem funkcji analitycznej f jezeli rozwiniecie
Taylora wokot tego punktu ma postaé

f(z) = ap(z—20)F + apy1 (2= 20)" ™ + ... = ap (2 — 20)" {1 + O(z — 20)}
gdzie ay # 0. Dla pochodnej otrzymujemy
fl(z) = kap (z—20)" 1 {14+ O(z—2)}.
Wtedy
f'(2) k (1+0(z—2))

k »
= = + cze$¢ regularna.

fz)  (z=20) 1+ 0(z=20)) (2—20)

Tak wiec, f'/f ma biegun prosty w k—krotnym zerze funkcji f z residuum
réwnym k .

Zalézmy, ze w innym punktcie z; funkcja f ma biequn m—krotny,

flz) = (Z_bz)m + ... =) + cze$¢ regularna
bm
- W{l +O(z—2))}. (13.28)
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Wtedy pochodna to
/ bm
Dzielac obie funkcje otrzymamy

/
_ 1 _ _
F'(2) = m_(1+0(z=2)) == mn + cze$¢ regularna.

fz)  (z=21) 1+ O0(z=2)) (z—21)

Tak wiec, f'/ f ma biegun prosty w m—krotnym biegunie funkcji f z residuum
rownym —m.

Stad wynika nastepujace

Twierdzenie

Niech f(z) bedzie funkcja analityczng na krzywej zamknietej C' oraz w ob-
szarze D ograniczonym ta krzywa, z wyjatkiem byé moze skonczonej liczby
bieqgunow w tym obszarze. Jezeli f(z) # 0 na krzywej C' to

RO
2m'2{f(z)d =Z-P (13.29)

gdzie Z to liczba zer funkcji f(z) (wraz z ich krotnoscia), a P to liczba
bieqgunow tej funkcji (wraz z ich rzedem) w obszarze D.

Kazde zero lub biegun funkcji f wnosza bowiem do rozwazanej calki
residuum réwne odpowiednio ich krotnosci lub rzedowi.

13.2.1 Zasada argumentu

Zauwazmy, ze

£2) _ ding(e)
f(2) dz

(13.30)

tak wiec

fj;((j)) dz = jdlnf(z) = Aclnf(z), (13.31)
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gdzie A¢ln f(z) jest przyrostem wartosci In f(z) przy pelnym obiegu argu-
mentu z po krzywej C' w kierunku dodatnim. Poniewaz

Inf(z) = In|f(2)| + iargf(z) (13.32)

to przy obiegu C' moze sie zmieni¢ jedynie argument funkcji, natomiast jej
modul powraca do wyjsciowej wartosci.

Otrzymujemy w ten sposob zasade argumentu

1
Z —P= %Acarg f(2) (13.33)

Wielko$¢ Z — P jest liczba calkowita, a wiec argument f(z) zmienia sie
o catkowita wielokrotno$¢ kata pelnego 27. Badajac ile razy krzywa C,
bedaca obrazem krzywej zamknietej C' poprzez odwzorowanie meromorficzne
w = f(z), okraza zero w plaszczyznie w mozemy znalezé liczbe

N=27-P, (13.34)

nazywana indeksem krzywej C,, wzgledem punktu w = 0.

13.2.2 Twierdzenie Rouché’a

Brzmi ono.

Jezeli dwie funkcje f(z) i g(2) sa analityczne wewnatrz i na konturze C
oraz speiniaja nierowno$é

l9(2)| < [f(2)] (13.35)
na konturze C to f(z)+g(z) ma wewnatrz C' ta sama liczbe zer co f(z).

Rozwazmy bowiem argument funkcji f 4 ¢ dla punktow z na krzywej C

arg (f+g) = arg (f[1+g/f])

= arg f +arg(14+g/f).

Wartosci funkeji w =14 g(z)/f(2) spelniaja na podstawie zalozenia zwiazek

lw—1| = ‘W)’ <1 (13.36)

f(z)
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co oznacza, ze funkcja ta nie okraza zera w plaszczyznie w przy obiegu z po
konturze C'. Tym samym zmiana argumentu A¢ dla tej funkcji wynosi zero.
Stad teza twierdzenia

s (7(2) +9(2) = 5-are [(z) = 7. (13.37)

Przy pomocy twierdzenia Rouchégo mozemy raz jeszcze udowodnié, ze
wielomian w(z) = ag+ai12+...+a,2" ma dokladnie n zer na plaszczyznie
zespolonej, rozwazajac

-1
f(z) = anz", g(z)=astarz+...+an—12""".

Na okregu o srodku w z =0 i promieniu R > 1 zachodzi
n—1

l9(2)| < lao| +|a1| R+ ... +|an-1|R" ™" < (Z \ak\> R"™ < ag|R" = |f(2))]
k=0

pod warunkiem, ze
n—1
R > <Z ym) [lan| > 1. (13.38)
k=0

Jedli ostatnia nierownos¢ nie jest spetniona wtedy R =1. Tym samym, wew-
natrz tego okregu w(z) = f(z)+g(z) ma tyle samo zer co f(z) czyli n.

Przyktad
Wielomian w(z) = 1+ 2 + 22 + 2% ma trzy zera wewnatrz okregu o
srodku w z =0 i promieniu R=(1+1+1)/1=3.
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Wyktad 14

Funkcje caltkowite i
meromorficzne

Przpomnijmy, ze funkcje analityczna na caltej plaszczyznie zespolonej nazy-
wamy calkowita. Funkcje analityczna posiadajaca jedynie izolowane punkty
osobliwe w postaci biegundéw nazywamy meromorficzna.

Dowolny wielomian W (z) jest funkcja calkowita, natomiast 1/W(z) jest
funkcja meromorficzna z biegunami w zerach wielomianu.

14.1 Rozktad na sume nieskonczona

Kazda funkcje wymierna P(z)/Q(z), gdzie P i () sa wielomianami, mozna
rozlozyé¢ na sume utamkéw prostych ay/(z — 2;)*, gdzie z; sa zerami wielo-
mianu Q(z), a tym samym biegunami funkcji wymiernej. Powstaje pytanie
czy mozna w ten sam sposéb roztozyé funkcje meromorficzna, ktora moze
mie¢ nieskonczenie wiele biegunéw. Odpowiedz jest pozytywna.

Przyktadem funkcji meromorficznej z nieskonczona liczba biegunéw jest
f(z) =ctgmz z biegunami w z = 0,+1,£2,.... W ogélnosci uszeregujmy te
bieguny wedlug rosnacych wartosci ich moduléw

|Zl| < |Z2| <...< |Zn|> |Zn| — 00. (14'1)

W kazdym obszarze ograniczonym moze by¢ tylko skonczona liczba biegu-
noéw, gdyz ich punkt skupienia nie jest ani punktem regularnym, ani biegu-
nem.

95



Otoczmy pierwsze N biegunéw f(z) okregiem Cx o promieniu R i wy-
bierzmy dowolne z # z, wewnatrz okregu. Wtedy

;mcff Z,(_widw = f(z) + né res {;’;(w) } (14.2)

—z w=2zn
Pierwszy sktadnik sumy po prawej stronie to residuum funkcji podcatkowej
w biegunie prostym w = z. Calka po lewej stronie dazy do zera dla R — oo,
gdy f(w) ~w™ dla |w| = co. Wtedy otrzymujemy

— f(w)
f(z) = —ngz:l res {w—z} s (14.3)
Jezeli f ma tylko bieguny proste z residuami by (z,) to zachodzi
res {f(w)} = lim {(w—zn) f(w)} _ bilen) (14.4)
W—2 ) |y, W w—2z Zn— %
i wtedy
> b1z,
f() = 3 bulen) (145)
=z

Jedli zalozenie o znikaniu calki nie jest prawdziwe to poprawiamy jej
zbieznos¢ rozwazajac drugi punkt zg # z,, zapisujac

;moz{ de = f(zo)—i—nﬁ[:lres{ f(w) }

(14.6)

w— 20 w=zp,

Po odjeciu (14.2) i (14.6) stronami, otrzymujemy

—res{f(iu)}

f(z) = f(z0) + nﬁ::l [res{f(w)}

w:zn‘|

w— 2o w
z— 20 f(w)
T C?Nf Ay du (14.7)

Jesli f(w)=w'? dla |w| — oo to catka powyzej dazy do zera i ostatecznie

_res{f(w)}

F(2) = fa0) + i [{ fl) |

w— 20

) ] (14.8)
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Jezeli f ma tylko bieguny proste z residuami by (z,,) otrzymujemy stad nastepujacy
rozktad

(mkﬂm+imm[l +1] (14.9)

Zn—20 Z—Zn

Jezeli funkcja f(z) ma biegun dwukrotny w z = z, to residuum wynosi

oo [T L2 S0

w—=z

w=2zn,

_ ) ba(en) (14.10)

2n—2 (zn—2)%’

gdzie b;(z,) to wspélczynniki czesci gléwnej szeregu Laurenta funkcji f.
Otrzymujemy wtedy

f@zmw+§mm[l —

Zn—20 Z—2Zn

+§ibz(zn)[ L ] (14.11)

(zn—20)% (2 —2n)?

14.1.1 Przyklady

1. Roztézmy w szereg funkcje

™

f(z)= (14.12)

sinz’

ktéra ma bieguny proste w punktach z, =n € Z z residuami by (z,) = (—1)".
Kladac zp = 0 musimy wyeliminowa¢ biegun w tym punkcie, rozwazajac
funkcje zf(z), dla ktérej f(0) =1. Ze wzoru (14.9) wynika

= :1+§1(—1)"E+ ]+§1(—1)n{—1+ =

1
sinmz zZ—n n zZ+n
1 1

_|_
zZ—"n z+n

:1+§‘1(—1)n[

Dzielac przez z otrzymamy szukany rozklad

] 1+2 i il
= z
— 22 _p2

T 1 = (="
= - +2 14.13
sinmz 2 + ngl 22 —n? ( )




2. Rozwazmy funkcje
1
f(z)=mctgmz—— (14.14)
z

z biegunami prostymi w z, = £n, n € N i residuami b;(2,) = 1. Ponad-
to f(0) = 0. Funkcja f(z) jest ograniczona dla |z| — oo, stosujemy wiec
rozwiniecie (14.9).

1 > 11 1 e 1 1
tgmz— - = — ——
Tetgmz . Z{ + ]—Fz{n—i_z—kn}

n=1 n=1
> 1 1 = 2
- Z { + ] - Z 2 : 2
g le—n o z+n i [
Stad wzoér
= 2z
metgTz = —+ ) 5 (14.15)
n=1
14.2 Rozktad na iloczyn nieskonczony
Zalézmy, ze funkcja meromorficzna f(z) jest postaci
/
f(z) = L) (14.16)

9(z)
gdzie funkcja calkowita g(z) ma w punktach z = z,, n=1,2,... zera jedno-
krotne, w ktérych ¢'(z,) # 0. Punkty te sa jednoczesnie biegunami prostymi
funkeji f(2) z residuami rownymi 1. Wzér (14.9) przyjmuje wtedy postaé

g’(z):g’(ZO)Jri{ r 1 } (14.17)

g(Z) 9(20) n=1 L? 7 %n Zn — 20

Calkujac obie strony po z w granicach od zg do z, otrzymujemy

g(z) = g’(zo) - Z—Zp zZ— 2
lng(ZO) ~ g(20) (z—20) + ngl {ln o + poa—— } (14.18)

Kladac zg = 0 otrzymujemy iloczyn Weierstrassa dla funkcji catkowitej

9(z) = g(0) exp{‘(;((g)) z}ﬁ (1 - ;) e/ (14.19)

Wzér ten jest uogdlnieniem na funkcje catkowite rozktadu wielomianu
na iloczyn czynnikéw (z — z;), gdzie z; to pierwiastki wielomianu.
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14.2.1 Przyktady
1. Rozwazmy funkcje catkowita,

g9(z) = (14.20)

posiadajaca zera w z, = £1,%2,.... Wykorzystujac warunki ¢g(0) =1 oraz
¢'(0) =0, znajdujemy

sinmz _ a AT e < z> —2/n
— H(l n>e nl;[l L~ Je o, (14.21)

co prowadzi do wzoru

sinmz ﬁ (1—22> (14.22)

2. Funkcja catkowita

1
= 14.23
o) = T (14.23
ma zera jednokrotne dla z, = —1,—2,.... Podstawiajac w (14.19) warto$¢
g(0) =1 oraz
/ /
g'(0) (1)
=— =y = 0.57721566... 14.24
o0) ~ T 20
gdzie « jest stala Fulera-Mascheroniego, znajdujemy
_ 1 e 10‘0[ <1+Z> e/ (14.25)
I(1+2z) i n '

Stad mozna natychmiast otrzymaé

1 _ < _ vz 0 i e—z/n
TG S Tais) -~ ° 11 <1+n) : (14.26)

n=1

Podstawiajac z — —z we wzorze (14.25) otrzymamy

F(ll— 5= ﬁ (1 - z> e*/m. (14.27)

n=1

Mnozac dwa ostatnie wzory przez siebie znajdujemy znany juz wzor

1 = 22 sinmz
s <ol Y



14.3 Funkcja digamma

Digamma (z) to pochodna logarytmu funkcji gamma

W(z) = d%lnr(z) - PF/((ZZ)) (14.29)
Logarytmujac wzor (14.26) znajdujemy
InT'(z) = —lnz—'yz—i{ln (l—i—Z) —Z}. (14.30)
= n) n
Stad po policzeniu pochodnej dostaniemy
¢(Z):_7_i_z{zin_i}' (14.31)

Digamma ma bieguny proste w 2 =0,—1,—2,... z residuum réwnym —1.
Dla z =1 mamy w zgodzie ze wzorem (14.24)
= 1 1
¢(1):—y—1—§1{1+n—n}:—7—1+1:—7. (14.32)

Kolejne wartosci dla n € N znajdziemy zauwazajac, ze

d d
P(14+2) = $lnf(1—|—z) = %lnzf(z)
1
= %lnz+%lnf(z) = ;+1/)(z) (14.33)
Ze wzoru tego wynika
PERRE -} S .
-7 = \lz+n n)’ '
Podstawiajac z — —z otrzymujemy
P(l—2z)=— —|—§:{ ! —1—1} (14.35)
-7 —lz—n n)’ )
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Odejmujac stronami mamy

¢(1_z)—¢(1+z):nil{ ! +1}+§1{ ! —1}. (14.36)

Z—m n Z4+n n

Poréwnujac z rozwinieciem (14.15) dostajemy
1
Y(1—2) —YP(l+z2) =mctgnz — — (14.37)
z

lub wykorzystujac wzér (14.33)

[9(1—2) — () = metgmz (14.38)

14.4 Stala Eulera—Mascheroniego

Podstawiajac z =1 w (14.30) i pamietajac, ze I'(1) = 1 znajdujemy wzor dla
statej Eulera-Mascheroniego

7:%{;—1n(1+;>}. (14.39)

n=1

Rozwazmy N —ta sume czeSciowa ciagu po prawej stronie (14.39)

Sy = i{;_m(wi)}

n=1

N N N

1 n+1 1
= — =1 — | = ——In(N+1 14.4
San(I57) = Za-weey oo

Granica tego ciagu jest réwna stalej Eulera, wiec

S N1
y= lim {Zn—ln(N—i—l)}leim {Zn—ln]\f}. (14.41)

N—00 o —00 el
Stata v jest wiec granica ciagu réznic N—tej liczby harmonicznej i In V.

Istnieje réwniez zwiazek miedzy stala Eulera-Mascheroniego a funkcja,
dzeta Riemanna. Pamietajac o rozwinieciu funkcji logarytmu dla |z| < 1

00 (_1>k+1
In(l+2) =) Tzk (14.42)
k=1
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znajdujemy

n=1 n=1 k=1
S O A NI
R {r s B
n=1 k=2 k=2 n=1
i stad ostateczny wynik
= (="
v =3 5 e (14.43)

k=2 k
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