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Wykład 1

Ciało liczb zespolonych

1.1 Liczby zespolone

Motywacja
‘
dla wprowadzenia liczb zespolonych była che

‘
ć rozwia

‘
zania naj-

prostszego równania algebraicznego

x2 + 1 = 0 , (1.1)

dla którego nie istnieje rozwia
‘
zanie w dziedzinie liczb rzeczywistych, gdyż

formalne rozwia
‘
zanie to

x=
√
−1 . (1.2)

Można byłoby zakończyć rozważania na ten temat stwierdzaja
‘
c, że takie

równanie nie posiada rozwia
‘
zań. Jednak, szukaja

‘
c rozwia

‘
zań równania

x3 + 2x2−x−2 = 0 (1.3)

znajdujemy trzy pierwiastki rzeczywiste równe ±1 oraz −2. Z drugiej strony
korzystaja

‘
c z wzorów Cardano na pierwiastki wielomianów trzeciego stopnia

znajdujemy te same pierwiastki pod warunkiem, że w krokach pośrednich
potrafimy wycia

‘
gna

‘
ć pierwiastek z liczby ujemnej.

W wyniku dogłe
‘
bnej analizy tego problemu zostało wypracowane poje

‘
cie

liczby zespolonej jako pary liczb rzeczywistych

z = (x,y) . (1.4)
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W zbiorze takich par C wprowadzimy dwa działania, dodawanie i mnożenie

z1 +z2 = (x1,y1) + (x2,y2) = (x1 +x2 , y2 +y2) (1.5)

z1 ·z2 = (x1,y1) · (x2,y2) = (x1x2−y1y2 , x1y2 +y1x2) . (1.6)

Zauważmy, że dla liczb zespolonych z drugim elementem pary równym zero

z = (x,0) (1.7)

otrzymujemy reguły dodawania i mnożenia takie jak dla liczb rzeczywistych

z1 +z2 = (x1 +x2 , 0) (1.8)

z1 ·z2 = (x1x2 , 0) (1.9)

Możemy wie
‘
c utożsamić zbiór takich par ze zbiorem liczb rzeczywistych

R = {(x,0); x ∈ R} , (1.10)

w szczególności zespolona postać zera i jedynki to

0 = (0,0) 1 = (1,0) . (1.11)

Kluczowym dla konstrukcji rozszerzenia zespolonego liczb rzeczywistych
jest twierdzenie, że zbiór par C z działaniami (1.5) i (1.6) tworzy cia-
ło liczbowe o własnościach takich samych jak ciało liczb rzeczywistych.
Oznacza to, że przy operowaniu liczbami zespolonymi możemy sie

‘
posługi-

wać dobrze znanymi regułami działań na liczbach rzeczywistych.

Posługiwanie sie
‘
wzorem (1.6) dla mnożenia nie jest wygodne, gdyż wy-

maga zapamie
‘
tania nienaturalnej z punktu widzenia działań na liczbach

rzeczywistych reguły. W zwia
‘
zku z tym wprowadza sia

‘
inna notacje

‘
oparta

‘
na naste

‘
puja

‘
cej tożsamości

(x,y) = (x,0) + (0,y) = (x,0) · (1,0) + (y,0) · (0,1) . (1.12)

Definiuja
‘
c liczbe

‘
zespolona

‘
- jednostke

‘
urojona

‘

i≡ (0,1) (1.13)

i pamie
‘
taja

‘
c o utożsamieniu (1.7), otrzymujemy zapis

z = x+ iy (1.14)
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Wprowadza sie
‘
terminologie

‘
, x to cze

‘
ść rzeczywista liczby zespolonej na-

tomiast y to jej cze
‘
ść urojona:

x= Rez y = Imz . (1.15)

Łatwo sprawdzić, że mnoża
‘
c dwie liczby zespolone według reguł słusz-

nych dla liczb rzeczywistych otrzymamy wynik (1.6) pod warunkiem, że
zasta

‘
pimy

i2 = (0,1) · (0,1) = (−1,0) =−1 (1.16)

Rzeczywiście

z1 ·z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = x1x2 + i2y1y2 + i(x1y2 +y1x2)

= (x1x2−y1y2) + i(x1y2 +y1x2) . (1.17)

Własność i2 =−1 powoduje, że ±i sa
‘
rozwia

‘
zaniami równania (1.1).

Policzmy jeszcze element odwrotny do dowolnej liczby zespolonej z 6= 0

1
z

= 1
(x+ iy)

(x− iy)
(x− iy) = x− iy

x2 +y2 = x

x2 +y2 + i
−y

x2 +y2 . (1.18)

Oczywiście
z · 1
z

= 1
z
·z = 1 . (1.19)

Przykład

1
1 + 2i = 1

1 + 2i
1−2i
1−2i = 1−2i

5 = 1
5 −

2
5 i

Re
( 1

1 + 2i

)
= 1

5

Im
( 1

1 + 2i

)
= −2

5

Bardzo ważna
‘
cecha

‘
odróżniaja

‘
ca

‘
liczby zespolone od liczb rzeczywistych

jest to, że liczb zespolonych nie można uporza
‘
dkować. Tak wie

‘
c zapis z1 < z2

nie ma sensu dla liczb zespolonych z różna
‘
od zera cze

‘
ścia

‘
urojona

‘
.
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1.2 Płaszczyzna zespolona

Liczby zespolone to pary liczb rzeczywistych, które można przedstawić jako
punkty dwuwymiarowej płaszczyzny zespolonej Arganda. Dodawanie
dwóch liczb zespolonych to po prostu dodawanie dwóch wektorów wyzna-
czaja

‘
cych liczby zespolone. Interpretacja mnożenia wymaga jednak dodat-

kowego wysiłku.

Zauważmy, że z 6= 0 możemy scharakteryzować przy pomocy współrze
‘
-

dnych biegunowych (r,φ):

x = r cosφ (1.20)
y = r sinφ (1.21)

gdzie ka
‘
t φ nazywa sie

‘
argumentem lub faza

‘
liczby zespolonej, natomiast

promień wodza
‘
cy r jest równy jej modułowi

r =
√
x2 +y2 = |z| (1.22)

Wtedy
z = x+ iy = r (cosφ+ i sinφ) (1.23)

Te
‘
forme

‘
nazywamy postacia

‘
trygonometryczna

‘
liczby zespolonej.

Przykład:

1 + i =
√

2
( 1√

2
+ 1√

2
i

)
=
√

2
(

cos π4 + isin π4

)

1− i =
√

2
( 1√

2
− 1√

2
i

)
=
√

2
(

cos π4 − isin
π

4

)

=
√

2
(

cos
(
−π4

)
+ isin

(
−π4

))
=
√

2
(

cos 7π
4 + isin 7π

4

)

Mnoża
‘
c dwie liczby zespolone otrzymamy

z1 ·z2 = r1 r2 (cosφ1 + i sinφ1)(cosφ2 + i sinφ2)

= r1 r2 {(cosφ1 cosφ− sinφ1 sinφ2) + i(sinφ1 cosφ2 + cosφ1 sinφ2)}

= r1 r2 {cos(φ1 +φ2) + i sin(φ1 +φ2)} . (1.24)
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Tak wie
‘
c mnożenie liczb zespolonych polega na dodaniu ich faz oraz pomno-

żeniu ich modułów.

Dla ilorazu otrzymujemy naste
‘
puja

‘
cy wzór

z1
z2

= r1 (cosφ1 + i sinφ1)
r2 (cosφ2 + i sinφ2)

(cosφ2− i sinφ2)
(cosφ2− i sinφ2)

= r1
r2

(cosφ1 cosφ+ sinφ1 sinφ2) + i(sinφ1 cosφ2− cosφ1 sinφ2)
cos2φ2 + sin2φ2

= r1
r2
{cos(φ1−φ2) + i sin(φ1−φ2)} . (1.25)

Przy dzieleniu otrzymujemy różnice
‘
faz i iloraz modułów.

Dla sprze
‘
żenia zespolonego otrzymujemy zmiana

‘
znaku fazy, gdyż cosi-

nus jest funkcja
‘
parzysta

‘
natomiast sinus jest funkcja

‘
nieparzysta

‘

z∗ = x− iy = r (cosφ− i sinφ)
= r{cos(−φ) + i sin(−φ)}. (1.26)

1.3 Sprzȩżenie zespolone

Dla każdej liczby zespolonej z definiuje sie
‘
liczbe

‘
zespolona

‘
do niej sprze

‘
-

żona
‘

z = x+ iy → z∗ = x− iy (1.27)

Iloczyn tych liczb to kwadrat ich modułu

z ·z∗ = x2 +y2 = |z|2 (1.28)

Tak wie
‘
c

|z|=
√
z ·z∗ (1.29)

Dla liczby rzeczywistej (y = 0) otrzymujemy znana
‘
nam definicje

‘
modułu.

Zauważmy, że można uporza
‘
dkować moduły liczb zespolonych, gdyż sa

‘
one

liczbami rzeczywistymi.

Regułe
‘
odwracania liczby zespolonej (1.18), można teraz zapisać w pro-

sty sposób
1
z

= 1
z

z∗

z∗
= z∗

z ·z∗
= z∗

|z|2
(1.30)
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Sprze
‘
żenie zespolone posiada naste

‘
puja

‘
ce własności

(z∗)∗ = z (1.31)
(z1 +z2)∗ = z∗1 +z∗2 (1.32)
(z1 ·z2)∗ = z∗1 ·z∗2 (1.33)(

z1
z2

)∗
= z∗1

z∗2
. (1.34)

Z trzeciej i czwartej własności wynika

|z1 ·z2| = |z1| |z2| . (1.35)∣∣∣∣z1
z2

∣∣∣∣ = |z1|
|z2|

. (1.36)

Dla dodawania obowia
‘
zuje nierówność trójka

‘
ta

|z1 +z2| ¬ |z1|+ |z2| . (1.37)

Przykład (1 + 2i
1−3i

)∗
= (1 + 2i)∗

(1−3i)∗ = (1−2i)
(1 + 3i)∣∣∣∣1 + 2i

1−3i

∣∣∣∣ = |1 + 2i|
|1−3i| =

√
5√
10

= 1√
2
.

Korzystaja
‘
c z

z = x+ iy z∗ = x− iy (1.38)

otrzymujemy

x= Rez = z+z∗

2 y = Imz = z−z∗

2i (1.39)

Liczba zespolona jest czysto rzeczywista jeśli Imz = 0, tzn

z = z∗ (1.40)

natomiast jest czysto urojona, gdy Rez = 0, tzn. z = iy. Wtedy

z =−z∗ . (1.41)
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1.4 Miejsca geometryczne liczb zespolonych

Przy pomocy równości lub nierówności z liczbami zespolonymi można okre-
ślić obszary geomeryczne na płaszczyźnie zespolonej.

Podstawowa
‘
obserwacja

‘
jest stwierdzenie, że

|z−z0|=
√

(x−x0)2 + (y−y0)2 (1.42)

jest odległościa
‘
euklidesowa

‘
pomie

‘
dzy dwoma punktami płaszczyzny zespo-

lonej z = (x,y) oraz z0 = (x0,y0).

Wtedy równanie

|z|= 1 => x2 +y2 = 1 (1.43)

określa okra
‘
g o środku w punkcie z0 = 0 i promieniu R= 1. Podobnie, rów-

nanie
|z| ¬ 1 (1.44)

to równanie koła. W ogólności, okra
‘
g o środku w punkcie z0 i promieniu R

jest zadany przez

|z−z0|=R => (x−x0)2 + (y−y0)2 =R2 . (1.45)

Elipsa to miejsce geometryczne punktów płaszczyzny takich, że suma od-
ległości od dwóch ustalonych punktów (ognisk elipsy) jest stała. Wybieraja

‘
c

ogniska w punktach a i b płaszczyzny zespolonej określamy elipse
‘
poprzez

równanie zespolone
|z−a| + |z− b| = R. (1.46)

Przykład
Znaleźć miejsce geometryczne określone przez równanie zespolone
z2 = 2i. Zapisuja

‘
c je przy pomocy z = x+ iy dostajemy

(x+ iy)2 = (x2−y2) + i(2xy) = 2i

co prowadzi do układu równań

x2−y2 = 0 , 2xy = 2 .

Pierwsze równanie prowadzi do warunku x = ±y, natomiast drugie
daje y2 =±1. Ponieważ y jest liczba

‘
rzeczywista

‘
, sta

‘
d y =±1. Miejsce

geometryczne to dwa wierzchołki kwadratu (±1,±1).
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Wykład 2

Szeregi zespolone

2.1 Szeregi o wyrazach zespolonych

Szeregiem nazywamy formalne wyrażenie
∞∑
n=0

an . (2.1)

Jeżeli an ∈ C to jest to szereg o wyrazach zespolonych. Powstaje pytanie
kiedy taki szereg ma skończona

‘
wartość, czyli kiedy jest zbieżny.

Dla każdej skończonej wartości N , N -ta suma cze
‘
ściowa

SN =
N∑
n=0

an (2.2)

jest skończona. Szereg (2.1) jest zbieżny jeśli istnieje granica cia
‘
gu sum

cze
‘
ściowych

lim
N→∞

SN = S < ∞ . (2.3)

Granice
‘
S nazywamy wtedy suma

‘
szeregu. Jeżeli granica taka nie istnieje

lub jest równa nieskończoności to szereg jest rozbieżny.

Jeżeli suma szeregu modułów wyrazów szeregu (2.1) jest skończona,
∞∑
n=0
|an| < ∞ , (2.4)

to szereg (2.1) jest bezwgle
‘
dnie zbieżny.
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2.2 Kryteria zbieżności szeregów

2.2.1 Kryterium d’Alamberta

Użytecznym kryterium bezwgle
‘
dnej zbieżności szeregu jest kryterium d’Alamberta.

Rozważamy granice
‘
ilorazów modułów kolejnych wyrazów szeregu

lim
n→∞

|an+1|
|an|

= ρ (2.5)

W zależności od wartości ρ otrzymujemy

ρ =


> 1 szereg jest rozbieżny
= 1 nie wiadomo
< 1 szereg jest bezwzgle

‘
dnie zbieżny

(2.6)

Przykład
Policzmy

∞∑
n=0

(1 + i)n , ρn = |1 + i|n+1

|1 + i|n
= |1 + i| =

√
2> 1 , rozbieżny

∞∑
n=0

(3 + 2i)n
n! , ρn = |3 + 2i|

n+ 1 → 0 , bezwgle
‘
dnie zbieżny

∞∑
n=0

1 + i

n2 , ρn = n2

(n+ 1)2 = 1
(1 + 1/n)2 → 1 nie wiadomo

Ostatni szereg jest zbieżny na podstawie innego kryterium.

2.2.2 Kryterium Gaussa

Załóżmy, że szereg (2.1) ma tylko wyrazy dodatnie ak > 0 i dla wszystkich
k > N stosunek kolejnych wyrazów może być zapisany w postaci

ak+1
ak

= 1 − α

k
+ β(k)
k1+δ , (2.7)

gdzie δ > 0, α jest stała
‘
, natomiast β(k) jest ograniczone w granicy k→∞.

Wtedy dla

α =
{
> 1 szereg jest zbieżny
¬ 1 szereg jest rozbieżny (2.8)
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Przykład
Zbadajmy zbieżność szeregu

∞∑
n=1

1
n2 (2.9)

Kryterium d’Alamberta jest nie roztrzyga tego, daja
‘
c ρ= 1. Zastosuj-

my kryterium Gaussa. Dla dostatecznie dużych k znajdziemy

ak+1
ak

= k2

(k+ 1)2 = 1
(1 + 1/k)2 = 1

1 + 2/k+ 4/k2

= 1 − ( 2
k

+ 4
k2 ) +

(2
k

+ 4
k2

)2
− . . .

= 1 − 2
k

+ β(k)
k2 (2.10)

z funkcja
‘

β(k) = const+ 1
k2 + . . .

ograniczona
‘
dla k→∞. Sta

‘
d mamy α= 2> 1 i szereg jest zbie

‘
zny.

2.3 Szeregi potȩgowe

Szeregiem pote
‘
gowym o środku w punkcie z0 ∈ C nazywamy wyrażenie

f(z) =
∞∑
n=0

an(z−z0)n (2.11)

z zespolonymi współczynnikami an oraz z ∈ C.

Kryterium d’Alamberta prowadzi do wniosku, że szereg pote
‘
gowy jest

bezwgle
‘
dnie zbieżny gdy

ρn = |an+1z
n+1|

|anzn|
= |z−z0|

|an+1|
|an|

→ |z−z0|ρ < 1 ,

innymi słowy dla wartości z należa
‘
cych do koła otwartego o środku w punk-

cie z0 i promieniu 1/ρ:
|z−z0| <

1
ρ

=R, (2.12)
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gdzie
1
R

= lim
n→∞

|an+1|
|an|

. (2.13)

R nazywa sie
‘
promieniem zbieżności szeregu poe

‘
gowego.

Przykłady
1.Funkcja ez zdefiniowana przy pomocy szeregu pote

‘
gowego

ez =
∞∑
n=0

zn

n!

ma nieskończony promień zbieżności, gdyż

ρn = n!
(n+ 1)! = 1

n+ 1 → ρ= 1
R

= 0 .

Sta
‘
d eksponenta, a także zdefiniowane przy jej pomocy funkcje sa

‘
określone na całej płaszczyźnie zespolonej. Policzmy pochodna

‘
eks-

ponenty różniczkuja
‘
c szereg wyraz po wyrazie. Korzystaja

‘
c ze wzoru

(zn)′ = nzn−1, otrzymujemy:

(ez)′ =
∞∑
n=0

nzn−1

n! =
∞∑
n=1

nzn−1

n! =
∞∑
n=1

zn−1

(n−1)! =
∞∑
n=0

zn

n! = ez .

2.Dla szeregu
∞∑
n=0

(z+ 1− i)n
3nn2 ,

punkt z0 =−1 + i, natomiast promienń to

ρn = 3nn2

3n+1 (n+ 1)2 = 1
3(1 + 1/n)2 → ρ= 1

R
= 1

3 .

Sta
‘
d promień zbieżności R= 3, a obszar zbieżnościjest kołem otwartym

o środku w punkcie z0 =−1 + i i promieniu 3.

2.4 Szereg geometryczny

Określmy obszar zbieżności szeregu geometrycznego

f(z) =
∞∑
n=0

zn (2.14)

16



Punkt z0 = 0, natomiast ρ= limn→∞ = 1. Obszar zbieżności to koło |z|< 1.
Rozważmy sume

‘
cze

‘
ściowa

‘

SN = 1 +z+z2 + . . .+zN = 1−zN+1

1−z . (2.15)

W obszarze zbieżności limN→∞ z
N+1 = 0 i sta

‘
d

lim
N→∞

SN = 1
1−z . (2.16)

Tak wie
‘
c prawdziwy jest wzór

∞∑
n=0

zn = 1
1−z , |z|< 1 (2.17)

2.5 Szereg hipergeometryczny

Szereg ten jest zdefiniowany w naste
‘
puja

‘
cy sposób

f(z) = 1 +
∞∑
n=1

(α)n(βn)
(γ)n

zn

n! (2.18)

gdzie (..)n jest symbolem Pochhammera, na przykład

(α)n = α(α+ 1) . . .(α+n−1) . (2.19)

Aby unikna
‘
c osobliwości w mianowniku wyrazów szeregu

γ 6= 0,−1,−2, . . . (2.20)

Szereg hipergeometryczny jest bezwzgle
‘
dnie zbieżny w kole jednostkowym

|z|< 1. Licza
‘
c bowiem stosunek współczynników szeregu otrzymujemy

an+1
an

= (α)n+1
(α)n

(β)n+1
(β)n

(γ)n
(γ)n+1

n!
(n+ 1)! = (α+n)(β+n)

(γ+n)(n+ 1) ,

tak wie
‘
c

ρ= 1/R= lim
n→∞

|an+1|
|an|

= lim
n→∞

|(α/n+ 1)(β/n+ 1)|
|(γ/n+ 1)(1 + 1/n)| = 1 . (2.21)
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Wykład 3

Funkcje zespolone

3.1 Funkcje zmiennej zespolonej

Jeśli znamy regułe
‘
przypisuja

‘
ca

‘
liczbie zespolonej z liczbe

‘
zespolona

‘
w to

mówimy, że w jest funkcja
‘
z, co zapisujemy

w = f(z) . (3.1)

Jeśli według tej regułu jednej liczbie z odpowiada jedna liczba w to ma-
my funkcje

‘
jednowartościowa

‘
. Jeżeli jednej wartości z odpowiada wiele

wartości w to otrzymujemy funkcje
‘
wielowartościowa

‘
.

Ponieważ w = u+ iv jest liczba
‘
zespolona

‘
, która zależy od liczby zespo-

lonej z = x+ iy to
f(z) = u(x,y) + iv(x,y) . (3.2)

Mówimy, że funkcja u to cze
‘
ść rzeczywista

‘
funkcji f , natomiast v to jej

cze
‘
ść urojona.

Przykład:
Dla w = f(z) = z2 mamy

w = (x+ iy)2 = (x2−y2) + 2ixy

Sta
‘
d

u(x,y) = x2−y2 v(x,y) = 2xy .
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Jeżeli ograniczamy sie
‘
tylko do pewnego podzbioru D płaszczyzny ze-

spolonej, z której działa funkcja (z ∈D), to D nazywamy dziedzina
‘
funkcji

f . Wtedy R= f(D) to obraz dziedziny poprzez funkcje
‘
f .

Przykład:
Funkcja f(z) = z2 z dziedzina

‘
D jak poniżej odwzorowuje pierwsza

‘
ćwiartke

‘
płaszczyzny z w górna

‘
półpłaszczyzne

‘
zmiennej w:

D = {(x,y); x 0, y  0} → R= {(u,v);−∞< u <∞, v  0} .

Zwykle staramy sie
‘
określić funkcje

‘
na całej płaszczyźnie zespolonej z

wyja
‘
tkiem punktów, w których wartość funkcji jest nieskończona lub nie-

określona. Na przykład
f(z) = 1

1 +z
(3.3)

jest nieskończona w punkcie z =−1.

3.2 Funkcja eksponencjalna

Funkcja eksponencjalna zmiennej zmiennej zespolonej jest zdefiniowana
poprzez nieskończony szereg:

ez =
∞∑
n=0

zn

n! (3.4)

Podstawiaja
‘
c z = 1 widzimy, że e to podstawa logarytmów naturalnych –

liczba rzeczywista zdefiniowana w analizie funkcji rzeczywistych poprzez

e =
∞∑
n=0

1
n! = lim

n→∞

(
1 + 1

n

)n
≈ 2.71828 . (3.5)

Funkcja eksponencjalna jest określona na całej płaszczyżnie zespolonej.
Udowodnimy to przy pomocy kryterium d’Alamberta zbieżności szeregów.
Obliczmy granice

‘
stosunku modułów kolejnych wyrazów szeregu (3.4)

1
R

= lim
n→∞

|an+1|
|an|

= lim
n→∞

∣∣∣∣∣zn+1

zn
n!

(n+ 1)!

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

|z|
n+ 1 = 0 .
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Sta
‘
d promień zbieżności R =∞ i szereg jest bezwzgle

‘
dnie zbieżny na całej

płaszczyźnie zespolonej.

Dla eksponenty słuszny jest wzór

ez1 ez2 = ez1+z2 (3.6)

Udowodnimy to mnoża
‘
c dwa szeregi(

1 +z1 + z2
1

2! + z3
1

3! + . . .

)(
1 +z2 + z2

2
2! + z3

2
3! + . . .

)
=

=
(

1 + (z1 +z2) +
(
z2

1
2! +z1z2 + z2

2
2!

)
+
(
z3

1
3! + z2

1
2! z2 +z1

z2
2

2! + z3
2

3!

)
+ . . .

)

=
(

1 + (z1 +z2) + (z1 +z2)2

2! + (z1 +z2)3

3! + . . .

)
.

Ze wzoru (3.6) znajdujemy dla n ∈ N

(ez)n = ez · . . . · ez︸ ︷︷ ︸
n−razy

= enz (3.7)

Z równości eze−z = e0 = 1 najdujemy

1
ez = e−z (3.8)

3.3 Postać biegunowa liczby zespolonej

Policzmy funkcje
‘
eksponencjalna

‘
dla czysto urojonego argumentu z = iy

eiy =
∞∑
n=0

(iy)n
n ! =

(
1 + iy

1! + (iy)2

2! + (iy)3

3! + (iy)4

4! + (iy)5

5! + . . .

)

=
(

1− y
2

2! + y4

4! + . . .

)
︸ ︷︷ ︸

cosy

+ i

(
y

1! −
y3

3! + y5

5! + . . .

)
︸ ︷︷ ︸

siny

(3.9)
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Otrzymaliśmy rozwinie
‘
cia cosinusa i sinusa zmiennej rzeczywistej y. Udo-

wodniliśmy w ten sposób wzór Eulera:

eiy = cosy + i siny (3.10)

Zauważmy, że dla dowolnego rzeczywistego y

|eiy| = cos2 y + sin2 y = 1 . (3.11)

Ponadto otrzymujemy wspaniała relacja wia
‘
ża

‘
ca cztery podstawowe stałe w

matematyce
eiπ + 1 = 0 (3.12)

Wzór Eulera pozwala zapisać liczbe
‘
zespolona

‘
w postaci biegunowej

z = r (cosφ+ i sinφ) = r eiφ (3.13)

Postać to pozwala w naturalny sposób mnożyć i dzielić liczby zespolone

z1 ·z2 = (r1eiφ1)(r2eiφ2) = r1 r2 ei(φ1+φ2) (3.14)

z1
z2

= r1 eiφ1

r2 eiφ2
= r1
r2

ei(φ1−φ2) (3.15)

1
z

= 1
r eiφ = 1

r
e−iφ . (3.16)

Przykład
Przy pomocy formy biegunowej łatwo policzymy

1 + i =
√

2eiπ/4

1− i =
√

2e−iπ/4

−1− i = (−1) · (1 + i) = eiπ
√

2eiπ/4 =
√

2e5π i/4

−1 + i = (−1) · (1− i) = eiπ
√

2e−iπ/4 =
√

2e3π i/4

Ponadto otrzymujemy wzory trygonometryczne dla sumy i różnicy
ka

‘
tów

e i(α±β) = cos(α ±β) + i sin(α ±β) = e iα e± iβ

= (cosα + isinα)(cosβ ± isinβ)
= (cosαcosβ ∓ sinαsinβ) + i(sinαcosβ ± cosαsinβ)
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co prowadzi do znanych już wzorów

cos(α ±β) = cosαcosβ ∓ sinαsinβ
sin(α ±β) = sinαcosβ ± cosαsinβ . (3.17)

Wzór (3.10) pozwala policzyć wartość funkcji eksponencjalnej dla dowol-
nego argumentu zespolonego

ez = ex+iy = exeiy = ex(cosy+ isiny) (3.18)

Zauważmy że eksponenta nie zmienia przy transformacji:

y→ y+ 2πk (3.19)

Jest wie
‘
c funkcja

‘
okresowa

‘
o okresie 2πi. Otrzymujemu w ten sposób

relacje
‘
dla całkowitych k

ez+2πk i = ez (3.20)

Przykład
Obliczmy

e4+3πi = e4 e3πi = e4 {cos(3π) + isin(3π)} = −e4 .

3.4 Potȩga całkowita liczby zespolonej

Liczbe
‘
zespolona

‘
można podnieść do pote

‘
gi całkowitej n, korzystaja

‘
c ze

wzoru
zn = (reiφ)n = rn einφ (3.21)

Dla z = eiφ otrzymujemy wzór de Moivre’a

(cosφ+ i sinφ)n = cos(nφ) + i sin(nφ) (3.22)

Możemy przy jego pomocy wyprowadzić wzory trygonometryczne na wielo-
krotność ka

‘
ta.
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Przykład

• Policzmy

(1 + i)100 = (
√

2eiπ/4)100 = (
√

2)100 (eiπ/4)100 = 250 e25πi = −250 .

• Dla n= 2 otrzymujemy ze wzoru de Moivre’a

(cosφ+ i sinφ)2 = (cos2φ− sin2φ) + i(2sinφ cosφ)
= cos(2φ) + i sin(2φ)

i sta
‘
d

cos(2φ) = cos2φ− sin2φ, sin(2φ) = 2 sinφ cosφ. (3.23)

3.5 Pierwiastki liczby zespolonej

Zdefiniujemy n-ty pierwiastek liczby zespolonej korzystaja
‘
c ze wzoru

n
√
z = z1/n =

(
r eiφ

)1/n
=
(
r ei(φ+2πk)

)1/n
(3.24)

gdzie k ∈ Z. Sta
‘
d ostateczny wzór

n
√
z = r1/n exp

{
i(φ+ 2πk)

n

}
(3.25)

Otrzymujemy n różnych pierwiastków dla k = 0,1, . . . ,(n−1).

Przykład
Obliczmy trzeci pierwiastek z jedynki

3√1 = e2πk i/3 , k = 0,1,2 (3.26)

i sta
‘
d trzy pierwiastki

z1 = 1
z2 = e2π i/3 = −1

2 +
√

3
2 i

z3 = e4π i/3 = −1
2 −

√
3

2 i . (3.27)
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3.6 Funkcje trygonometryczne

Z równań

eiy = cosy + i siny , e−iy = cosy − i siny (3.28)

wyliczymy cosinus i sinus zmiennej rzeczywistej y

cosy = eiy + e−iy
2 , siny = eiy− e−iy

2i . (3.29)

Zaste
‘
puja

‘
c y zmienna

‘
zespolona

‘
z, otrzymujemy jako definicje

cosz = eiz + e−iz
2 sinz = eiz− e−iz

2i (3.30)

Funkcje te sa
‘
określone na całej płaszczyźnie zespolonej.

Łatwo udowodnić, że wcia
‘
ż słuszna jest tożsamość

cos2 z + sin2 z = 1 . (3.31)

Ponadto, cosinus jest funkcja
‘
parzysta

‘
, natomiast sinus nieparzysta

‘

cos(−z) = cosz ,
sin(−z) = −sin(z) . (3.32)

Funkcje trygonometryczne nie sa
‘
ograniczone na płaszczyźnie zespo-

lonej, gdyż dla y→±∞ znajdujemy

cos(iy) = ei(iy) + e−i(iy)

2 = e−y + ey
2 → ∞ .

Funkcje tangens i cotangens zdefiniowane sa
‘
w oczywisty sposób

tgz = sinz
cosz , ctgz = cosz

sinz . (3.33)

Przykład
Policzmy

cos(5i) = 1
2 (e−5 + e5) .
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3.7 Funkcje hiperboliczne

Definiuje sie
‘
funkcje hiperboliczne określone na całej płaszczyźnie zespolonej

coshz = ez + e−z
2 sinhz = ez− e−z

2 . (3.34)

Zachodzi dla nich
cosh2 z − sinh2 z = 1 . (3.35)

Podobnie jak dla funkcji trygonometrycznych, cosh jest funkcja
‘
parzysta

‘
,

natomiast sinh jest funkcja
‘
nieparzysta

‘
:

cosh(−z) = coshz (3.36)
sinh(−z) = −sinhz . (3.37)

W analogii do funkcji trygonometrycznych defniujemy również tangens
i cotangens hiperboliczny

tghz = sinhz
coshz , ctghz = coshz

sinhz . (3.38)

Przykład
Policzmy

cosh(iπ) = eiπ + e−iπ
2 = cosπ = 1

sinh(iπ) = eiπ− e−iπ
2 = isinπ = 0 .

Przykład ten ilustruje prosty zwia
‘
zek pomie

‘
dzy funkcjami hiperbolicz-

nymi i trygonometrycznymi

cosh(iz) = cosz
sinh(iz) = i sinz . (3.39)
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3.8 Logarytm zmiennej zespolonej

Logarytm zmiennej zespolonej z 6= 0 definiuje sie
‘
jako funkcje

‘
odwrotna

‘
do

funkcji wykładniczej,

w = lnz , <=> ew = z (3.40)

Sta
‘
d wynika

elnz = z (3.41)

Ze wzgle
‘
du na okresowość funkcji wykładniczej

ew = ew+2πk i (3.42)

logarytm jest funkcja
‘
wieloznaczna

‘
dla k ∈ Z. Tej samej wartości z odpo-

wiada wie
‘
c nieskończenie wiele wartości logarytmu

lnz = w+ 2πk i . (3.43)

Dla postaci biegunowej z = |z|eiφ otrzymujemy

lnz = ln |z| + i(φ + 2πk) (3.44)

gdyż
elnz = e ln |z|+ i(φ+2πk) = eln |z| e i(φ+2πk) = |z|e iφ = z .

Wartości logarytmu dla ustalonego n nazywamy gałe
‘
zia

‘
logarytmu.

Przykład

ln1 = ln |1|+ i(0 + 2πn) = 2πni

ln(−1) = ln |−1|+ i(π+ 2πn) = iπ+ 2πni

ln(i) = lneiπ/2 = ln |eiπ/2|+ i(π/2 + 2πn) = i(π/2 + 2πni)

ln(1 + i) = ln
(√

2eiπ/4
)

= ln
√

2 + i(π/4 + 2πni) .
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Logarytm jest określony na całej płaszczyźnie zespolonej z wyja
‘
tkiem

dowolnej półprostej o pocza
‘
tku w punkcie z = 0 zwanej cie

‘
ciem. Zwykle

wybiera sie
‘
ja
‘
wzdłuż ujemnej półosi rzeczywistej. Wtedy gała

‘
ź główna lo-

garytmu jest zdefiniowana dla ka
‘
ta

−π < φ¬ π . (3.45)

Wartość logarytmu wykazuje skok przy przejściu przez cie
‘
cie. Tak wie

‘
c dla

liczb rzeczywistych mniejszych od zera mamy tuż powyżej cie
‘
cia

lnz = ln |z|+ iπ , (3.46)

a wykonuja
‘
c pełny obrót zgodnie z ruchem wskazówek zegara, otrzymujemy

tuż poniżej cie
‘
cia

lnz = ln |z|− iπ .

Nie można wie
‘
c określić jednoznacznie wartości funkcji wzdłuż cie

‘
cia. Mo-

żemy natomiast rozważyć sytuacje
‘
, w której po wykonaniu pełnego obrotu

przechodzimy na inny płat Riemanna płaszczyzny zespolonej. Logarytm
jest wtedy funkcja

‘
jednoznaczna

‘
, określona

‘
na nieskończonej rodzinie takich

płatów.

Pocza
‘
tek cie

‘
cia w punkcie z = 0 nazywamy punktem rozgałe

‘
zienia.

Przy jego obiegu wartość funkcji nie wraca do wartości wyjściowej wykazuja
‘
c

niecia
‘
głość (skok).

1. Z definicji logarytmu i własności eksponenty otrzymujemy

e ln(z1·z2) = z1 ·z2 = e lnz1 e lnz2 = e lnz1 +lnz2 .

Tak wec logarytm iloczynu to suma logarytmów z dokładnościa
‘
do

czynnika 2πk i

ln(z1 ·z2) = lnz1 + lnz1 + 2πk i (3.47)

2. Podobnie, ze wzgle
‘
du na

e ln(z1/z2) = z1
z2

= e lnz1

e lnz2
= e lnz1− lnz2 ,

otrzymujemy

ln
(
z1
z2

)
= lnz1 − lnz1 + 2πk i (3.48)
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3. Policzmy jeszcze dla całkowitego n

e ln(zn) = zn =
(
e lnz

)n
= en lnz

i sta
‘
d

ln(zn) = n lnz + 2πk i (3.49)

3.9 Potȩga zespolona

Operacje
‘
podnoszenia do zespolonej pote

‘
gi w przy zespolonej podstawie

z 6= 0 definiujemy w naste
‘
puja

‘
cy sposób

zw = ew lnz (3.50)

W wyniku otrzymujemy funkcje
‘
wielowartościowa

‘
ze wzgle

‘
du na wyste

‘
-

puja
‘
cy w definicji logarytm. W zwia

‘
zku z tym nie sa

‘
ogólnie słuszne

relacje znane z przypadku rzeczywistego

zw zu 6= zw+u

(z1z2)w 6= zw1 z
w
2

(zw)u 6= zwu . (3.51)

Przykład

1. Policzmy
1i = ei ln1 = ei{(0+2πni)} = e−2πn . (3.52)

Otrzymaliśmy nieskończenie wiele wartości dla n ∈ Z. Dla

i1/2 = e(ln i)/2 = ei(π/2+2πn)/2 = eiπ/4 eiπn = ± 1√
2 (1 + i) (3.53)

mamy tylko dwie wartości.

2. Korzystaja
‘
c z wyniku (3.52) znajdujemy

(1 i)i =
(
e−2πn

)i
= ei lne−2πn= ei{−2πn+2πk i} = e−2πni−2πk , (3.54)

gdzie k,n ∈ Z. Podczas, gdy

1 i·i = 1−1 = e− ln1 = e−2πni 6= (1 i)i . (3.55)
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Wykład 4

Funkcje analityczne

4.1 Pochodna funkcji zespolonej

Załóżmy, że funkcja zespolona f jest jednoznaczna i określona w pewnym
obszarze D płaszczyzny zespolonej: D ⊂ C.

Pochodna funkcji f w punkcie z ∈D jest zdefiniowana jako granica ilo-
razu różnicowego

f ′(z) = lim
∆z→0

f(z+ ∆z)−f(z)
∆z (4.1)

Ważne jest, że granica musi istnieć i być niezależna od sposobu zmierzania
przyrostu ∆z do zera.

Warunek istnienia pochodnej funkcji zespolonej jest dużo silniejszy niż
dla funkcji rzeczywistych. Na płaszczyźnie zespolonej istnieje nieskończenie
wiele kierunków, dla których musi istnieć ta sama granica ilorazu różnico-
wego, natomiast na osi rzeczywistej sa

‘
tylko dwa kierunki.

Przykład
Dla funkcji f(z) = z mamy

f ′(z) = lim
∆z→0

(z+ ∆z)− (z)
∆z = lim

∆z→0
1 = 1 . (4.2)

Granica ta w oczywisty sposób nie zależy od kierunku ∆z.
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Inaczej jest dla funkcji f(z) = z∗, gdyż

f ′(z) = lim
∆z→0

(z+ ∆z)∗− (z)∗
∆z = lim

∆z→0

(∆z)∗
∆z (4.3)

i wtedy dla ∆z = |∆z|eiφ znajdujemy

f ′(z) = lim
∆z→0

e−2iφ = e−2iφ . (4.4)

W zależności od kierunku (ka
‘
ta φ) otrzymujemy dowolna

‘
liczbe

‘
zespolona

‘
o module równym 1. Pochodna dla tej funkcji wie

‘
c nie istnieje.

Wprowadza sie
‘
naste

‘
puja

‘
ca

‘
terminologie

‘
.

Definicja 1

Funkcja f jest różniczkowalna albo analityczna w punkcie z0 ∈D jeśli ist-
nieje pochodna zarówno w tym punkcie jak i we wszystkich punktach pewnego
otoczenia z0.

Otoczeniem Kz0 punktu z0 jest dowolne koło o środku w tym punkcie

Kz0 = {z ∈ C; |z−z0|< r} (4.5)

Definicja 2

Funkcja f jest analityczna lub holomorficzna w obszarze D⊂C jeśli jest
różniczkowalna w każdym punkcie tego obszaru.
Funkcja analityczna dla wszystkich z ∈ C nazywa sie

‘
funkcja

‘
całkowita

‘

Tak wie
‘
c funkcja f(z) = z jest funkcja

‘
analityczna

‘
(całkowita

‘
), natomiast

f(z) = z∗ nie jest funkcja
‘
analityczna

‘
.

Funkcja różniczkowalna w punkcie jest również cia
‘
gła w tym punkcie.

Cia
‘
głość w punkcie z oznacza, że

lim
∆z→0

f(z+ ∆z) = f(z) . (4.6)

Zapisuja
‘
c

f(z+ ∆z)−f(z) = f(z+ ∆z)−f(z)
∆z ∆z (4.7)

widzimy, że prawa strona da
‘
ży do zera dla ∆z → 0 jeśli istnieje granica

ilorazu różnicowego (pochodna).
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4.2 Równania Cauchego-Riemanna

Zbadajmy jakie sa
‘
konsekwencje analityczności. Rozważmy granice

‘
ilorazu

różnicowego funkcji analitycznej

f(z) = u(x,y) + iv(x,y) . (4.8)

z przyrostem ∆z = ∆x+ i∆y

f ′(z) = lim
∆z→0

{u(x+ ∆x,y+ ∆y)−u(x,y)}+ i{v(x+ ∆x,y+ ∆y)−v(x,y)}
∆x+ i∆y .

Pochodna istnieje niezależnie od kierunku, tak wie
‘
c dla ∆z= ∆x znajdujemy

f ′(z) = lim
∆x→0

{u(x+ ∆x,y)−u(x,y)}+ i{v(x+ ∆x,y)−v(x,y)}
∆x

= lim
∆x→0

u(x+ ∆x,y)−u(x,y)
∆x + i lim

∆x→0

v(x+ ∆x,y)−v(x,y)
∆x

= ∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
. (4.9)

Podobnie, dla ∆z = i∆y otrzymujmy

f ′(z) = lim
∆x→0

{u(x,y+ ∆y)−u(x,y)} + i{v(x,y+ ∆y)−v(x,y)}
i∆y

= lim
∆y→0

u(x,y+ ∆y)−u(x,y)
i∆y + i lim

∆y→0

v(x,y+ ∆y)−v(x,y)
i∆y

= −i ∂u
∂y

+ ∂v

∂y
. (4.10)

Porównuja
‘
c prawe strony równań (4.9) i (4.10) znajdujemy równania Cau-

chego-Riemanna dla cze
‘
ści rzeczywistej i urojonej funkcji analitycznej

∂u

∂x
= ∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
(4.11)

Wprowadźmy przy tej okazji oznaczenia

ux = ∂u

∂x
, uy = ∂u

∂y
, uxy = ∂2u

∂x∂y
(4.12)
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i podobnie dla cze
‘
ści urojonej. W tych oznaczeniach (4.11) to

ux = vy

uy = −vx . (4.13)

Powstaje pytanie czy spełnienie równań Cauchego-Riemanna jest warun-
kiem wystarczaja

‘
cym do tego by funkcja f była analityczna. Odpowiedzia

‘
jest:

Twierdzenie

Jednowartościowa funkcja f(z) jest analityczna w obszarze D ⊂ C wtedy i
tylko wtedy gdy cztery pochodne ux, uy, vx, vy istnieja

‘
, sa

‘
cia

‘
głe i spełniaja

‘

równania Cauchego-Riemanna w każdym punkcie obszaru D.

Przykład

1. Funkcja

f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y) = (x2−y2) + i(2xy)

jest analityczna na całej płaszczyźnie zespolonej, gdyż spełnione sa
‘

równania Cauchego-Riemanna

ux = 2x = vy

uy = −2y = −vx , (4.14)

a cztery pochodne wsze
‘
dzie istnieja

‘
i sa

‘
cia

‘
głe.

2. Funkcja f(x,y) = x2 + y2 nie jest analityczna, gdyż nie sa
‘
spełnione

równania Cauchego-Riemanna dla dowolnego z 6= 0

ux = 2x 6= vy = 0
uy = 2y 6= −vx = 0 . (4.15)

W punkcie z = 0 równania Cauchego-Riemanna sa
‘
spełnione i cztery

pochodne sa
‘
cia

‘
głe, lecz f nie jest w nim analityczna, gdyż nie istnieje

otoczenie tego punktu, w którym f jest różniczkowalna – porównaj
Definicje

‘
1.
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4.3 Formalne reguły różniczkowania

Istnieje wygodny sposób określania czy funkcja jest analityczna. Z równości
z = x+ iy oraz z∗ = x− iy, mamy

x = 1
2 (z+z∗) y = − i

2 (z−z∗) . (4.16)

Podstawiaja
‘
c te zwia

‘
zki otrzymujemy formalnie

f(x,y) = f(z,z∗) . (4.17)

Rozważmy naste
‘
pnie pochodna

‘

∂z∗f = ∂f

∂z∗
= ∂f

∂x

∂x

∂z∗
+ ∂f

∂y

∂y

∂z∗
= 1

2(∂x+ i∂y)f . (4.18)

Podstawiaja
‘
c po prawej stronie f = u+ iv znajdziemy na mocy równań

Cauchego-Riemanna

∂z∗f = 1
2 (∂x+ i∂y)(u+ iv) = 1

2{(ux−vy) + i(uy +vx)} = 0 . (4.19)

Sta
‘
d stwierdzenie, że funkcja analityczna nie zależy od z∗, jedynie od z.

Tłumaczy ono dlaczego poniższe funkcje z przykładów nie sa
‘
analityczne

f(z) = z∗ , f(z) = x2 +y2 = z z∗ .

Wychoda
‘
c z definicji (4.1) możemy wyprowadzić znane z teorii funkcji

rzeczywistych reguły różniczkowania

(c1f1(z) + c2f2(z))′ = c1f
′
1(z) + c2f

′
2(z)

(f(z)g(z))′ = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z)

(
f(z)
g(z)

)′
= f ′(z)g(z) − f(z)g′(z)

[g(z)]2 , g(z) 6= 0

(f(g(z))′ = f ′(g(z))g′(z) . (4.20)
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Obowia
‘
zuja

‘
też znane dla funkcji rzeczywistych wzory dla pochodnych

(zn)′ = nzn−1 n ∈ N
(ez)′ = ez

(sinz)′ = cosz
(cosz)′ = −sinz

(sinhz)′ = coshz
(coshz)′ = sinhz (4.21)

Słuszny jest też znany z teorii funkcji rzeczywistych wzór na pochodna
‘

funkcji odwrotnej. Jeśli w pewnym obszarze funkcja cia
‘
gła i jednokrotna

w = f(z) ma funkcje
‘
odwrotna

‘
z = F (w) oraz f ′(z) 6= 0 to

F ′(w) = 1
f ′(z) . (4.22)

Sta
‘
d dla z = lnw otrzymujemy w obszarze analityczności logarytmu

(lnw)′ = 1
(ez)′ = 1

ez = 1
elnw = 1

w
(4.23)

Szereg pote
‘
gowy (2.11) jest funkcja

‘
analityczna

‘
w obszarze zbieżno-

ści. Ze wzgle
‘
du na to, że szereg pote

‘
gowy jest bezwzgle

‘
dnie zbieżny można

go różniczkować wyraz po wyrazie. Tak wie
‘
c jeśli funkcja analityczna f(z)

jest zadana poprzez szereg pote
‘
gowy to w obszarze zbieżności szeregu

f ′(z) =
∞∑
n=0

nanz
n−1 (4.24)

4.4 Intrepretacja geometryczna

Konsekwencja
‘
równań Cauchego-Riemanna jest równanie

uxvx + uyvy = 0 , (4.25)

lub w zapisie przy pomocy gradientów

∇u ·∇v = 0 (4.26)
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gdzie operator gradientu to

∇ =
(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
. (4.27)

Rozpatrzmy naste
‘
pnie linie z(t) = (x(t),y(t)) stałych wartości u:

u(x(t),y(t)) = u0 , (4.28)

gdzie t ∈ R jest rzeczywistym parametrem. Różniczkuja
‘
c po t, otrzymamy

du

dt
= ∂u

∂x

dx

dt
+ ∂u

∂y

dy

dt
=∇u ·

(
dx

dt
,
dy

dt

)
= 0 . (4.29)

Tak wie
‘
c, gradient ∇u jest prostopadły do linii stałego u (wektora stycznego

do tej linii). Podobnie gradient ∇v jest prostopadły do linii stałego v.
Warunek (4.26) oznacza wie

‘
c, że dla funkcji analitycznej f = u+ iv linie

stałego u i v w płaszczyźnie z = (x,y) przecinaja
‘
sie

‘
pod ka

‘
tem prostym.

Powyższa obserwacja odzwieciedla fakt, że funkcje analityczne sa
‘
prze-

kształceniami konforemnymi - zachowuja
‘
cymi ka

‘
ty. W omawianym przy-

padku przecinaja
‘
ce sie

‘
pod ka

‘
tem prostym linie stałego u i v w płaszczyźnie

z = (x,y) sa
‘
odwzorowane analitycznie, w = f(z), w ortogonalne do siebie

linie u= u0 i v = v0 w płaszczyźnie w = (u,v).

4.5 Funkcje harmoniczne

Różniczkuja
‘
c równania Cauchego-Riemanna (3.12) znajdujemy

uxx = vxy = vyx = −uyy (4.30)

i podobnie
vxx = −uxy = −uyx = −vyy . (4.31)

Sta
‘
d wynika, że cze

‘
ści rzeczywista i urojona funkcji analitycznej spełniaja

‘
dwuwymiarowe równanie Laplace’a

∇2u = 0 ∇2 v = 0 (4.32)

gdzie laplasjan

∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 . (4.33)

Ta
‘
własność funkcji analitycznych wykorzystuje sie

‘
przy rozwia

‘
zywaniu dwu-

wymiarowych problemów na płaszczyźnie opisywanych równaniem Laplace’a
z odpowiednimi warunkami brzegowymi.
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Wykład 5

Całkowanie zespolone

5.1 Całka funkcji zespolonych

Rozważmy krzywa
‘
gładka

‘
(tzn. różniczkowalna

‘
) na płaszczyźnie zespolonej

C : t ∈ [0,1] → z(t) = x(t) + iy(t) . (5.1)

• Krzywa C jest krzywa
‘
zamknie

‘
ta

‘
jeśli

z(0) = z(1) . (5.2)

• Krzywa C jest krzywa
‘
Jordana jeśli nie przecina sie

‘
, tzn. odwzoro-

wanie (5.1) jest różnowartościowe dla punktów wewne
‘
trznych krzywej

t1 6= t2 => z(t1) 6= z(t1) . (5.3)

Zdefiniujemy całke
‘
funkcji zespolonej f(z) wzdłuż krzywej Jordana C:

I =
∫
C

f(z)dz (5.4)

Podzielmy krzywa
‘
na N cze

‘
ści zadanych przez punkty

z(0) = z0, z1, z2, . . . , zN−1, zN = z(1) . (5.5)
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Zdefiniujmy naste
‘
pnie sume

‘

IN =
N∑
i=1

f(wi)(zi−zi−1) , (5.6)

gdzie punkt pośredni wi ∈ (zi−1,zi). Jeżeli granica

lim
N→∞

IN = I (5.7)

istnieje i nie zależy od podziału (5.5), a także od wyboru punktów pośrednich
to wzór (5.7) definiuje całke

‘
funkcji zespolonej o naste

‘
puja

‘
cych własnościach:

I. W ogólności całka zależy od krzywej C.

II. Całka jest działaniem liniowym, tzn. dla dowolnych całkowalnych funk-
cji f i g oraz liczb a,b ∈ C, zachodzi∫

C

{af(z) + bg(z)}dz = a

∫
C

f(z)dz + b

∫
C

g(z)dz (5.8)

III. Jeśli C =C1∪C2 jest suma
‘
dwóch krzywych takich, że koniec pierwszej

jest pocza
‘
tkiem drugiej, z1(1) = z2(0), to∫

C

f(z)dz =
∫
C1

f(z)dz +
∫
C2

f(z)dz (5.9)

IV. Zmieniaja
‘
c kierunek całkowania, C→−C : z̃(t) = z(1− t), dostajemy∫

−C

f(z)dz = −
∫
C

f(z)dz (5.10)

V. Jeśli f(z) jest cia
‘
gła na krzywej gładkiej (5.1) to

∫
C

f(z)dz =
1∫

0

f(z(t))z′(t)dt (5.11)

VI. Słuszna jest naste
‘
puja

‘
ca nierówność∣∣∣∣∣∣
∫
C

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ¬
∫
C

|f(z)| |dz| (5.12)
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Przyjmijmy konwencje
‘
, że krzywa zamknie

‘
ta jest zorientowana dodat-

nio jeśli podczas jej obiegu zmykany przez nia
‘
obszar jest po lewej stronie.

Jeśli tylko nie zaznaczymy, że jest inaczej, całki liczone sa
‘
po krzywych

zorientowanych dodatnio.

Przykład

1. Policzmy całke
‘
po okre

‘
gu |z−z0|= r. Parametryzuja

‘
c okra

‘
g:

z(t) = z0 + re2πit , z′(t) = 2πr e2πit , (5.13)

otrzymujmemy na podstawie (5.11)

∮
C

dz

z−z0
= 2πi

1∫
0

dt = 2πi . (5.14)

Wynik nie zależy od promienia okre
‘
gu!

2. Policzmy całke
‘
z funkcji f(z) = z po drodze C zadanej przez punkty

A= (0,0) ,B = (1,0), C = (1, i):

∫
C

z dz =
1∫

0

xdx +
1∫

0

(1 + iy)(idy)

=
1∫

0

xdx + i

1∫
0

dy −
1∫

0

ydy = i . (5.15)

5.2 Zwia̧zek z całkami rzeczywistymi

Istnieje zwia
‘
zek mie

‘
dzy całka

‘
zespolona

‘
a rzeczywista

‘
całka

‘
krzywoliniowa

‘
.

na płaszczyźnie (x,y). Pamie
‘
taja

‘
c, że

dz = dx+ idy (5.16)

dostajemy dla f(z) = u(x,y) + iv(x,y):∫
C

f(z)dz =
∫
C

(u+ iv)(dx+ idy)

=
∫
C

(udx − vdy) + i

∫
C

(vdx + udy) . (5.17)
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Możemy wie
‘
c obliczyć całke

‘
zespolona

‘
licza

‘
c dwie całki rzeczywiste. Wyko-

rzystuja
‘
c parametryzacje

‘
(5.1) krzywej C mamy

∫
C

f(z)dz =
1∫

0

{
u
dx

dt
−v dy

dt

}
dt + i

1∫
0

{
v
dx

dt
+u

dy

dt

}
dt (5.18)

gdzie u= u(x(t),y(t)) oraz v = v(x(t),y(t)).

Przykład

1. Obliczmy całke
‘
(5.14) po okre

‘
gu jednostkowym |z|= 1, sparametryzo-

wanym przy pomocy

x = cos(2πt) , y = sin(2πt)

gdzie t ∈ [0,2π). Wykorzystuja
‘
c wzór dla wartości funkcji na okre

‘
gu:

1
z

= x

x2 +y2 − i
y

x2 +y2 = cos(2πt) − i sin(2πt) ,

znajdujemy na podstawie (5.18) znany wynik (5.14) dla z0 = 0∮
C

dz

z
= 2π

∫ 1

0
{−cos(2πt) sin(2πt) + sin(2πt) cos(2πt)}dt

+ 2πi
∫ 1

0
{cos2(2πt) + sin2(2πt)}dt = 2πi

∫ 1

0
dt = 2πi .

Jak zobaczymy, niezerowa wartość całki jest zwia
‘
zana z tym, że z = 0

jest biegunem prostym funkcji 1/z.

2. Podobnie, policzmy całke
‘
po tym samym konturze z funkcji f(z) = z:∮

C

z dz =
∮
C

(xdx−ydy) + i

∮
C

(ydx+xdy)

= −4π
∫ 1

0
sin(4πt)dt + 2πi

∫ 1

0
cos(4πt)dt = 0 .

Obliczona całka jest równa zeru na mocy twierdzenia Cauchego.
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Wykład 6

Twierdzenie Cauchego

Dla funkcji analitycznych zachodzi podstawowe twierdzenie zespolonego ra-
chunku całkowego.

Twierdzenie

Jeżeli funkcja f(z) jest analityczna w obszarze jednospójnym D ⊂ C, to dla
każdej krzywej zamknie

‘
tej C zawartej w D zachodzi∮

C

f(z)dz = 0 (6.1)

Dowód podamy w mniej ogólnym przypadku, w którym zakłada sie
‘

cia
‘
głość funkcji f(z) oraz istnienie i cia

‘
głość pochodnej f ′(z). Goursat po-

kazał, że twierdzenie Cauchego można udowodnić bez ostatniego założenia.

Skorzystamy z twierdzenia Greena na płaszczyźnie. Jeżeli funkcje
P (x,y) oraz Q(x,y) sa

‘
cia

‘
głe wraz z pierwszymi pochodnymi cza

‘
stkowymi

w pewnym obszarze płaszczyzny R i na jego brzegu C to∮
C

(P dx+Qdy) =
∫
R

∫ (
∂Q

∂x
− ∂P
∂y

)
dxdy . (6.2)
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Tak wie
‘
c wychodza

‘
c ze wzoru (5.17) dla krzywej zamknie

‘
tej, otrzymujemy∮

C

f(z)dz =
∮
C

(udx − vdy) + i

∮
C

(vdx + udy)

=
∫
R

∫
(−vx−uy)dxdy + i

∫
R

∫
(ux−vy)dxdy = 0

na mocy równań Cauchego-Riemanna.

Przykład
Obliczmy całke

‘
po okre

‘
gu jednostkowym |z|= 1

I =
∮
C

dz

z2 +z−6 . (6.3)

Mianownik pod całka
‘
można zapisać jako (z−2)(z+3), sta

‘
d f(z) ma

bieguny proste w z = 2,−3. Funkcja podcałkowa jest wie
‘
c analityczna

wewna
‘
trz i na okre

‘
gu, co oznacza, że I = 0.

Pokażemy, że całka
‘
po okre

‘
gu |z|= 1

I =
∮
C

dz

z2 = 0 (6.4)

Podstawiaja
‘
c z = eiφ oraz dz = ieiφdφ, otrzymujemy

I = i

2π∫
0

e−iφ dφ = i

2π∫
0

cosφ dφ +
2π∫
0

sinφ dφ = 0 . (6.5)

Pomimo, że funkcja podcałkowa ma osobliwość w z= 0 w kole jednost-
kowym to całka wynosi zero. Analityczność jest wie

‘
c warunkiem dosta-

tecznym, ale nie koniecznym do znikania całki po konturze zamknie
‘
tym.

6.1 Konsekwencje twierdzenia Cauchego

Z twierdzenia Cauchego wypływaja
‘
bardzo silne wnioski.
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1. Jeżeli f(z) jest analityczna w obszarze D ⊂ C to całka
z2∫
z1

f(z)dz (6.6)

jest niezależna od drogi całkowania zawartej w D. Rozważaja
‘
c

dwie drogi C1 i C2 otrzymujemy krzywa
‘
zamknie

‘
ta

‘
C = C1 ∪ (−C2).

Calka po tej drodze jest równa zero, a wie
‘
c∮

C

=
∫
C1

+
∫
−C2

=
∫
C1

−
∫
C2

= 0 (6.7)

i sta
‘
d ∫

C1

=
∫
C2

(6.8)

2. Jeżeli f(z) ma punkty osobliwe wewna
‘
trz zamknie

‘
tego konturu całko-

wania to wynik całki (na ogół różny od zera) nie zmieni sie
‘
jeśli

zdeformujemy kontur tak by w trakcie deformacji nie przecia
‘
ł żad-

nego punktu osobliwych.
Z konturu C1 i konturu zdeformowanego C2 można zbudować krzywa

‘
zamknie

‘
ta

‘
nie zawieraja

‘
ca

‘
punktów osobliwych

C = C2 ∪ L1 ∪ (−C1) ∪ (−L1) . (6.9)

Całka po tak zdefiniowanej krzywej znika, a wie
‘
c∮

C

=
∫
C2

+
∫
L1

−
∫
C1

−
∫
L1

=
∮
C2

−
∮
C1

= 0 . (6.10)

i sta
‘
d ∮

C1

=
∮
C2

(6.11)

3. Załóżmy, że C1, C2, . . . ,Cn sa
‘
konturami zamknie

‘
tymi, z których każdy

leży na zewna
‘
trz pozostałych, a wszystkie leża

‘
wewna

‘
trz zamknie

‘
tego

konturu C0 zawartego w obszarze analityczności funkcji f(z). Wtedy∮
C0

=
∮
C1

+
∮
C2

+ . . . +
∮
Cn

(6.12)

Dowód przebiega podobnie jak w punkcie 2.
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6.2 Funkcja pierwotna

Funkcja F (z) określona poprzez całke
‘
z funkcji analitycznej f

F (z) =
z∫

z0

f(w)dw (6.13)

jest funkcja
‘
pierwotna

‘
funkcji f , tzn.

F ′(z) = f(z) (6.14)

Obie funkcje maja
‘
ten sam obszar analityczności D. Z twierdzenia Cauche-

go wynika, że krzywa całkowania zawarta w w obszarze analityczności jest
dowolna. Ponadto zmiana ustalonego punktu z0 nie wpływa na własność
(6.14), gdyż powoduje tylko dodanie do funkcji F (z) stałej

c =
∫ z0

z′0

f(w)dw . (6.15)

W obszarze analityczności f słuszne jest podstawowe twierdzenie
rachunku całkowego

b∫
a

f(z)dz =
z0∫
a

f(z)dz +
b∫

z0

f(z)dz = F (b)−F (a) (6.16)

Przykład
Obliczmy ∫ b

a
z2 dz = z3

3

∣∣∣∣∣
b

a

= b3−a3

3 .

Dla krzywej zamknie
‘
tej, gdy a= b, całka jest równa zeru.
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Wykład 7

Szereg Taylora

7.1 Wzór całkowy Cauchego

Twierdzenie

Jeżeli funkcja f(z) jest analityczna wewna
‘
trz i na brzegu obszaru D ograni-

czonego krzywa
‘
Jordana C, zorientowana

‘
dodatnio, to dla dowolnego punktu

z0 ∈D zachodzi:

f(z0) = 1
2πi

∮
C

f(w)
w−z0

dw (7.1)

Twierdzenie to pokazuje jak silnym warunkiem jest analityczność funkcji
zespolonej. Jeśli zadamy funkcje

‘
analityczna

‘
na brzegu obszaru analityczno-

ści to wartość funkcji w dowolnym punkcie wewna
‘
trz tego obszaru jest już

jednoznacznie określona poprzez wzór całkowy Cauchego (7.1).

Dowód wzoru Cauchego rozpoczniemy zauważaja
‘
c na podstawie wła-

sności 2. z paragrafu 5.4, że po wybraniu dowolnego punktu z0 możemy
zdeformować C do okre

‘
gu C0 o środku w tym punkcie. Przy wykorzystaniu

wzoru (5.13), otrzymujemy∮
C0

f(w)
w−z0

dw =
∮
C0

f(w)−f(z0)
w−z0

dz

︸ ︷︷ ︸
I

+f(z0)
∮
C0

dw

w−z0︸ ︷︷ ︸
2πi

= I + 2πif(z0) (7.2)
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Pokażemy, że |I| jest dowolnie mała
‘
liczba

‘
. W tym celu wybierzmy dowolne

ε > 0. Z cia
‘
głości funkcji f w punkcie z0 wynika, że

∃ δ > 0; |w−z0|< δ => |f(w)−f(z0)|< ε. (7.3)

Tak wie
‘
c wybieraja

‘
c okra

‘
g Cδ o promień r = δ, otrzymujemy

|I| ¬
∮
Cδ

|f(w)−f(z0)|
|w−z0|

|dw| < ε

∮
Cδ

|dw|
|w−z0|

= 2πε. (7.4)

Wybrane ε możemy uczynić dowolnie małe, sta
‘
d I = 0 i wzór całkowy Cau-

chego wynika z relacji (7.2).

Przykład
Obliczmy całke

‘
po dowolnym konturze otaczaja

‘
cym punkt z = 2∮

C

ez
z−2 dz = 2πie2 (7.5)

7.2 Wyższe pochodne

Analityczność, czyli istnienie pierwszej pochodnej funkcji zespolonej, gwa-
rantuje istnienie pochodnych dowolonego rze

‘
du. Tej własności nie maja

‘
funk-

cje rzeczywiste.

Twierdzenie
Jeżeli funkcja f jest analityczna w obszarze D to posiada pochodna

‘
dowol-

nego rze
‘
du w każdym punkcie z0 ∈D, zadana

‘
wzorem

f (n)(z0) = n!
2πi

∮
C

f(w)
(w−z0)n+1 dw (7.6)

gdzie C ⊂D jest dowolna
‘
krzywa

‘
zamknie

‘
ta
‘
otaczaja

‘
ca

‘
punkt z0.

Policzmy granice
‘
ilorazu różnicowego korzystaja

‘
c ze wzoru Cauchego

f(z0 + ∆z)−f(z0)
∆z = 1

2πi∆z

∮
C

f(w)
{ 1
w−z0−∆z −

1
w−z0

}
dw

= 1
2πi

∮
C

f(w)
(w−z0−∆z)(w−z0) dw (7.7)
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Tak wie
‘
c, w granicy ∆z→ 0 otrzymujmemy dla pierwszej pochodnej

f ′(z0) = 1
2πi

∮
C

f(w)
(w−z0)2 dw . (7.8)

Licza
‘
c wyższe pochodne można udowodnić przez indukcje

‘
wzór (7.6). Za-

uważmy, że wzór ten można także formalnie otrzymać ze wzoru całkowego
Cauchego (7.1) poprzez kolejne różniczkowanie obu stron po z0.

Przykład
Obliczmy całke

‘
po dowolnym konturze otaczaja

‘
cym punkt z = 2∮

C

ez
(z−2)3 dz = 2πi

2 (ez)′′
∣∣
z=2 = iπe2 (7.9)

7.3 Szereg Taylora

Funkcja analityczna ma wszystkie pochodne i w konsekwencji może być roz-
winie

‘
ta w szereg Taylora wokół dowolnego punktu z0 należa

‘
cego do obszaru

analityczności funkcji:

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)
n! (z−z0)n (7.10)

Tej cechy nie maja
‘
funkcje rzeczywiste. Istnienie wszystkich pochodnych

nie gwarantuje rozwijalności w szereg Taylora. Przykładem jest poniższa
funkcja rzeczywista

f(x) =
{

e−1/x2 dla x 6= 0
0 dla x= 0 (7.11)

W punkcie x = 0 funkcja f(x) ma wszystkie pochodne równe zeru, a wie
‘
c

jej szereg Taylora wokół tego punktu jest równy zeru. Tak wie
‘
c dla każdego

x 6= 0 zachodzi

f(x) 6=
∞∑
n=0

f (n)(0)
n! xn ≡ 0 . (7.12)
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Twierdzenie

Jeżeli funkcja f jest analityczna w obszarze D to jest rozwijalna w otoczeniu
każdego punktu z0 ∈D w szereg pote

‘
gowy

f(z) =
∞∑
n=0

an (z−z0)n , (7.13)

zbieżny w kole o środku w punkcie z0 i promieniu nie mniejszym niż odległość
punktu z0 od brzegu obszaru D. Współczynniki an sa

‘
zadane wzorem

an = 1
2πi

∮
C

f(w)
(w−z0)n+1 dw , (7.14)

gdzie C ⊂D jest dowolna
‘
krzywa

‘
zamknie

‘
ta
‘
otaczaja

‘
ca

‘
punkt z0. Ze wzorów

Cauchego (7.6) otrzymujemy

an = f (n)(z0)
n! . (7.15)

Punktem wyjścia dowodu twierdzenia jest wzór całkowy Cauchego

f(z) = 1
2πi

∮
K

f(w)
w−z

dw , (7.16)

w którym całkujemy po brzegu K obszaru analityczności D. Wybierzmy
dowolne z0 ∈D wokół którego szukamy rozwinie

‘
cie Taylora. Wtedy

1
w−z

= 1
w−z0− (z−z0) = 1

w−z0

1
1− z−z0

w−z0

,

gdzie ∣∣∣∣ z−z0
w−z0

∣∣∣∣ < 1 ,

gdyż z jest punktem maksymalnego koła zawartego w D, a punkt w należy
do brzegu tego obszaru. Sta

‘
d wyrażenie z szeregiem geometrycznym

1
w−z

= 1
w−z0

∞∑
n=0

(
z−z0
w−z0

)n
=
∞∑
n=0

(z−z0)n
(w−z0)n+1 (7.17)
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Podstawiaja
‘
c do (7.16) i całkuja

‘
c wyraz po wyrazie ze wzgle

‘
du na jednostajna

‘
zbieżność szeregu geometrycznego, znajdujemy

f(z) = 1
2πi

∮
K

{ ∞∑
n=0

(z−z0)n
(w−z0)n+1

}
f(w)dw

=
∞∑
n=0

 1
2πi

∮
K

f(w)
(w−z0)n+1 dw

︸ ︷︷ ︸
an

(z−z0)n . (7.18)

Wyrażenie w nawiasie jest poszukiwanym współczynnikiem an. Dzie
‘
ki anali-

tyczności funkcji f , możemy zdeformować kontur całkowania K do dowolnej
krzywej zamknie

‘
tej zawartej w D i otaczaja

‘
cej punkt z0.

7.4 Przykłady rozwiniȩć w szereg Taylora

1. Rozwinie
‘
cie w szereg Taylora funkcji

f(z) = 1
1−z (7.19)

wokół z = 0 jest zadane wzorem (4.27) dla szeregu pote
‘
gowego:

1
1−z =

∞∑
n=0

zn , |z|< 1 (7.20)

Koło zbieżności ma środek w punkcie z = 0 i promień R = 1, tzn. sie
‘
ga do

osobliwości funkcji w z = 1.

2. Podobnie rozwińmy ta
‘
sama

‘
funkcje

‘
wokół z =−1

1
1−z = 1

2− (z+ 1) = 1
2

1
1−

(
z+1

2

) = 1
2

∞∑
n=0

(
z+ 1

2

)n

=
∞∑
n=0

1
2n+1 (z+ 1)n . (7.21)

Obszar zbieżności tego szeregu |z+1|< 2 to koło o środku w punkcie z =−1
i promieniu R= 2. Sie

‘
ga ono do osobliwości funkcji w z = 1.
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3. Najbardziej znane rozwinie
‘
cia w szereg Taylora to

ez =
∞∑
n=0

zn

n! = 1 +z+ z2

2! + . . . (7.22)

sinz =
∞∑
k=0

(−1)k z2k+1

(2k+ 1)! = z− z
3

3! + z5

5! − . . . (7.23)

cosz =
∞∑
k=0

(−1)k z2k

(2k)! = 1− z
2

2! + z4

4! − . . . (7.24)

sinhz =
∞∑
k=0

z2k+1

(2k+ 1)! = z+ z3

3! + z5

5! + . . . (7.25)

coshz =
∞∑
k=0

z2k

(2k)! = 1 + z2

2! + z4

4! + . . . (7.26)

ln(1 +z) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 z
n

n
= z− z

2

2 + z3

3 − . . . (7.27)

W ostatnim przypadku |z|< 1, poza nim z ∈ C jest dowolne.

7.5 Konsekwencje rozwiniȩcia Taylora

Załużmy, że f jest analityczna i ograniczona w kole K: |z−z0| ¬ r,

|f(z)| < M . (7.28)

Dla współczynników an szeregu Taylora zachodzi

|an| =

∣∣∣∣∣∣ 1
2πi

∮
K

f(w)
(w−z0)n+1 dw

∣∣∣∣∣∣ ¬ 1
2π

∮
K

|f(w)|
|w−z0|n+1 |dw| .

Podstawiajać w = z0 + reiφ i wykorzystuja
‘
c warunek ograniczoności funkcji

znajdujemy nierówność Cauchego

|an| <
M

rn
(7.29)

Z nierówności tej wynikaja
‘
ważne twierdzenia.
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Twierdzenie Liouville’a

Każda funkcja analityczna na całej płaszczyźnie i ograniczona jest stała.

Dla takiej funkcji promień koła analitycznści r może być dowolnie duży
i sta

‘
d z (7.29) wynika, że an = 0 z wyja

‘
tkiem a0. Tak wie

‘
c

f(z) = a0 . (7.30)

Dlatego funkcje całkowite (analityczne na całej płaszczyźnie), takie
jak:

ez, sinz, cosz, sinhz, coshz ,

nie sa
‘
ograniczone.

Podstawowe twierdzenie algebry

Każdy różny od stałej wielomian stopnia n, w(z) = a0 + a1z+ . . .anz
n, ma

dokładnie n pierwiastków w dziedzinie liczb zespolonych.

Jeżeli wielomian w(z) nie ma zer, to iloraz 1/w(z) jest funkcja
‘
całkowita

‘
i ograniczona

‘
, gdyż 1/|w(z)| → 0 dla |z| → ∞. Sta

‘
d jest funkcja

‘
stała

‘
, co

jest sprzeczne z założeniem. Wielomian w(z) ma zatem przynajmniej jeden
pierwiastek z1.

Dziela
‘
c w(z) przez (z− z1) otrzymujemy wielomian stopnia (n−1), dla

którego powtarzamy nasze rozumowanie. W ten sposób udowodniliśmy, że
w(z) ma dokładnie n pierwiastków z1,z2, . . . ,zn na płaszczyźnie zespolonej i
może być przedstawiony w postaci

w(z) = an(z−z1)(z−z2) . . .(z−zn) , (7.31)
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Wykład 8

Szereg Laurenta

8.1 Punkty osobliwe

Z punktu widzenia dowolnej, ale ustalonej funkcji zespolonej f(z) dowolny
punkt płaszczyzny zespolnej z0 może być:

1. Punktem regularnym, gdy f(z) jest analityczna w tym punkcie.

2. Izolowanym punktem osobliwym, gdy f(z) nie jest analityczna w
tym punkcie. Jednocześnie istnieje otoczenie otoczenie z0, w którym
funkcja jest analityczn.
Przykładem jest punkt z0 = 1 dla funkcji

f(z) = 1
1−z . (8.1)

3. Nieizolowanym punktem osobliwym, gdy f(z) nie jest analitycz-
na w tym punkcie. Jednocześnie w każdym otoczeniu z0 istnieje punkt
różny od niego, w ktorym funkcja nie jest analityczna.
Przykładem jest punkt z0 = 0 dla funkcji

f(z) = logz . (8.2)

Jest on pocza
‘
tkiem cie

‘
cia, po obrocie wokół tego punktu o ka

‘
t pełny

f(z) nie wraca do wyjściowej wartości. Tak wie
‘
c w każdym otoczeniu
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punktu nieizolowanego istnieje punkt, w którym funkcja nie jest ana-
lityczna.
Innym przykładem jest punkt z0 = 0 dla funkcji

f(z) = 1
sin(1/z) . (8.3)

Punkty osobliwe tej funkcji to

sin(1/z) = 0 => 1
z

= nπ => zn = 1
nπ

, n ∈ Z .

W każdym otoczeniu z0 = 0 można znaleźć punkt osobliwy zn 6= 0.

4. Punktem pozornie osobliwym, gdy f(z) nie jest w nich określona,
ale można ja

‘
dookreślić poprzez znalezienie granicy.

Przykładem jest punkt z0 = 0 dla funkcji f(z) = sinz/z. Dookreślamy
ja
‘
w tym punkcie licza

‘
c granice

‘

lim
z→0

sinz
z

= 1 ≡ f(0) . (8.4)

8.2 Rozwiniȩcie w szereg Laurenta

Twierdzenie

Jeśli funkcja f jest analityczna w otoczeniu pierścieniowym punktu z0

r ¬ |z−z0| ¬R (8.5)

to jest rozwijalna w szereg Laurenta w tym obszarze

f(z) =
∞∑
n=0

an(z−z0)n +
∞∑
n=1

bn
(z−z0)n (8.6)

Współczynniki rozwinie
‘
cia sa

‘
zadane wzorami

an = 1
2πi

∮
C

f(w)
(w−z0)n+1 dw (8.7)

bn = 1
2πi

∮
C

f(w)
(w−z0)−n+1 dw , (8.8)
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w których C jest dowolnym konturem zawartym w otoczeniu pierścieniowym
z0, zorientowanym dodatnio.

W dowodzie twierdzenia, rozważmy kontur zamknie
‘
ty w otoczeniu pier-

ścieniowym
C = CR ∪ L1 ∪ (−Cr) ∪ (−L1) . (8.9)

Wybierzmy naste
‘
pnie dowolne z w obszarze pierścieniowym z0 i napiszmy

wzór całkowy Cauchego

f(z) = 1
2πi

∮
C

f(w)
w−z

dw

= 1
2πi

∮
CR

f(w)
w−z

dw − 1
2πi

∮
Cr

f(w)
w−z

dw (8.10)

Dla całki po konturze CR rozwiniemy
1

w−z
= 1

(w−z0)− (z−z0)

= 1
(w−z0)

1
1−

(
z−z0
w−z0

)
= 1

(w−z0)

∞∑
n=0

(
z−z0
w−z0

)n
(8.11)

otrzymuja
‘
c szereg geometryczny, zbieżny dla∣∣∣∣ z−z0

w−z0

∣∣∣∣< 1 . (8.12)

Podstawiaja
‘
c (8.11) do całki i całkuja

‘
c wyraz po wyrazie, znajdujemy

1
2πi

∮
CR

f(w)
w−z

dw =
∞∑
n=0

 1
2πi

∮
CR

f(w)
(w−z0)n+1 dw

︸ ︷︷ ︸
an

(z−z0)n . (8.13)

Wyrażenie w nawiasie to współczynnik an, (8.7). Zauważmy, że ze wzgle
‘
du

na brak analityczności funkcji f w całym kole KR

an 6=
f (n)(z0)
n! , (8.14)
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tak jak w przypadku rozwinie
‘
cia Taylora.

Dla całki po konturze Cr rozwijamy
1

w−z
= −1

z−w
= −1

(z−z0)− (w−z0)

= −1
(z−z0)

−1
1−

(
w−z0
z−z0

)
= −1

(z−z0)

∞∑
n=0

(
w−z0
z−z0

)n
. (8.15)

Otrzymaliśmy wie
‘
c szereg geometryczny zbieżny dla∣∣∣∣w−z0

z−z0

∣∣∣∣< 1 . (8.16)

Podstawiaja
‘
c do całki, otrzymujemy

−1
2πi

∮
Cr

f(w)
w−z

dw =
∞∑
n=0

 1
2πi

∮
Cr

f(w)(w−z0)n dw

 1
(z−z0)n+1

=
∞∑
n=1

 1
2πi

∮
Cr

f(w)
(w−z0)−n+1 dw

︸ ︷︷ ︸
bn

1
(z−z0)n . (8.17)

Wyrażenie w nawiasie to poszukiwany współczynnik bn, (8.8). Ostatecznie,
równanie (8.13) przyjmuje postać rozwinie

‘
cia Laurenta

f(z) =
∞∑
n=0

an (z−z0)n︸ ︷︷ ︸
cze

‘
ść regularna

+
∞∑
n=1

bn
(z−z0)n︸ ︷︷ ︸

cze
‘
ść główna

(8.18)

Otoczenie pierścieniowe z0 to wspólny obszar zbieżności sumy tych dwóch
szeregów, a także obszar analityczności funkcji podcałkowych dla an i bn.
Możemy wie

‘
c zdeformować kontury CR i Cr do wspólnego konturu C za-

wartego w otoczeniu pierścieniowym. Ta uwaga kończy dowód twierdzenia.

Zauważmy, że jeśli funkcja f jest analitycznej w kole |z−z0| ¬R, ła‘cznie
z punktem z0, to funkcja podcałkowa we współczynniku bn jest analityczna
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w tym obszarze i sta
‘
d

bn = 1
2πi

∮
C

f(w)(w−z0)n−1 dw = 0 . (8.19)

Analityczność f(z) pozwala nam również utożsamić

an = f (n)(z0)
n! . (8.20)

Otrzymujemy w ten sposób szereg Taylora. Szereg Laurenta jest wie
‘
c uogól-

nieniem szeregu Taylora na przypadek, gdy f(z) ma punkty osobliwe.

8.3 Przykłady rozwiniȩć

1. Rozwińmy w szereg pote
‘
gowy wokół z = 0 funkcje

‘

f(z) = 1
z(1−z) = 1

z
+ 1

(1−z) (8.21)

Wykorzystuja
‘
c wzór (4.27), otrzymamy w kole |z|< 1:

f(z) = 1
z

+
∞∑
n=0

zn = 1
z

+ 1 +z+z2 + . . . (8.22)

Punkt z = 0 jest izolowanym punktem osobliwym funkcji f(z) i sta
‘
d ujemna

pote
‘
ga z w szeregu.

2. Funkcja
f(z) = 1

(z+ 1)(z+ 2) (8.23)

ma dwa punkty osobliwe w z =−1,−2. Znajdziemy jej rozwinie
‘
cie w szereg

Laurenta w otoczeniu pierścieniowym 1< |z|< 2. Rozkładaja
‘
c

f(z) = 1
z+ 1 −

1
z+ 2 . (8.24)

otrzymujemy dla pierwszego ułamka gdy |z|> 1

1
z+ 1 = 1

z(1 + 1
z )

= 1
z

∞∑
n=0

(
−1
z

)n
=
∞∑
n=0

(−1)n
zn+1 . (8.25)
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Dla drugiego ułamka znajdujemy w obszarze |z|< 2

1
z+ 2 = 1

2(1 + z
2) = 1

2

∞∑
n=0

(
−z2

)n
=
∞∑
n=0

(−1)n
2n+1 z

n . (8.26)

Sta
‘
d w obszarze wspólnym 1< |z|< 2 dostajemy

f(z) =
∞∑
n=0

(−1)n
zn+1 +

∞∑
n=0

((−1)n+1

2n+1 zn . (8.27)

Istnienie cze
‘
ści głównej z pote

‘
gami 1/z nie oznacza, że f(z) jest osobliwa w

z = 0, gdyż punkt ten leży poza obszarem zbieżności szeregu.
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Wykład 9

Całkowanie metoda̧ residuów

9.1 Całkowanie a residua

Załóżmy, że z0 izolowanym punktem osobliwym funkcji f . Otoczenie pier-
ścieniowe z0 redukuje sie

‘
wtedy do otoczenia nakłutego

0< |z−z0| ¬R, (9.1)

w którym f jest analityczna. Możemy wie
‘
c rozwina

‘
ć funkcje

‘
f(z) w szereg

Laurenta (8.6) w całym otoczeniu z0 z wyja
‘
tkiem tego punktu

f(z) =
∞∑
n=0

an(z−z0)n +
∞∑
n=1

bn
(z−z0)n (9.2)

Pierwszy współczynnik przy ujemnej pote
‘
dze (z−z0) nazywamy residuum

funkcji f w punkcie z0

b1(z0) = 1
2πi

∮
C

f(w)dw (9.3)

Całka z funkcji f po konturze C otaczaja
‘
cym punkt osobliwy z0 jest wie

‘
c

zadana przez wartość residuum funkcji f w tym punkcie. Obserwacja ta
stanowi podstawe

‘
metody residuów obliczania całek, która

‘
podsumowuje

naste
‘
puja

‘
ce twierdzenie.
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Twierdzenie

Jeżeli funkcja f jest analityczna w obszarze D i na jego brzegu C, z wyja
‘
tkiem

skończonej liczby izolowanych punktów osobliwych zk ∈D, w którch ma re-
sidua b1(zk) to słuszny jest naste

‘
puja

‘
cy wzór

∮
C

f(z)dz = 2πi
N∑
k=1

b1(zk) (9.4)

W dowodzie wykorzystamy własność 3. z rozdziału 5.4:∮
C

f(z)dz =
∮
C1

f(z)dz +
∮
C2

f(z)dz + . . . +
∮
CN

f(z)dz , (9.5)

gdzie Ci sa‘ konturami otaczaja
‘
cymi punkty osoobliwe zi. Zgodnie z

(9.4) każda całka po prawej stronie jest równa 2πi×residuum funkcji
w odpowiednim punkcie osobliwym i sta

‘
d teza twierdzenia.

Wzór (9.4) jest uogólnieniem wzoru całkowego Cauchego (6.1). Jeśli bo-
wiem f jest analityczna w punkcie z0 to możemy ja

‘
rozwina

‘
ć w szereg Tay-

lora w pewnym otoczeniu tego punktu i sta
‘
d

f(z)
(z−z0) = 1

(z−z0)

{ ∞∑
n=0

f (n)(z0)
n! (z−z0)n

}
= f(z0)

(z−z0) + cze
‘
ść regularna

Residuum rozwijanej funkcji wynosi f(z0) i korzystaja
‘
c ze wzoru (9.4) otrzy-

mujemy wzór całkowy Cauchego∮
C

f(z)
(z−z0)dz = 2πif(z0) . (9.6)

Nie oznacza to, że w ten sposób “wyprowadziliśmy” wzór Cauchego, gdyż
jest on podstawa

‘
twierdzenia o residuach. Pokazaliśmy tylko konsystencje

‘
wzoru (9.4).

Przykład
Obliczmy całke

‘ ∮
C

dz

z(1−z) (9.7)
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po okre
‘
gu |z| = 2. Wewna

‘
trz konturu całkowania znajduja

‘
sie teraz

dwa punkty osobliwe w z = 0,1. Korzystaja
‘
c z rozwinie

‘
cia Laurenta

(8.22) widzimy, że residuum w z = 0 wynosi 1,

b1(0) = 1 . (9.8)

Residuum w z = 1 obliczymy rozwijaja
‘
c funkcje

‘
w szereg Laurenta w

otoczeniu nakłutym jedynki 0< |z−1|< 1:

f(z) = 1
1 + (z−1) + 1

1−z =
∞∑
n=0

(−1)n (z−1)n + −1
z−1

Sta
‘
d residuum b1(1) =−1 i ostateczny wynik to∮

|z|=2

dz

z(1−z) = 2πi(1−1) = 0 . (9.9)

9.2 Obliczanie residuum

Znajdowanie residuum poprzez rozwijanie w szereg Laurenta nie zawsze jest
wygodne. W zależności od rodzaju izolowanego punktu osobliwego możemy
wyprowadzić inne sposoby obliczania residuów.

1. Izolowany punkt osobliwy z0 nazywamy biegunem prostym jeśli ist-
nieje granica

lim
z→z0

(z−z0)f(z) 6= 0 . (9.10)

Oznacza to, że cze
‘
ść główna w rozwinie

‘
ciu Laurenta zawiera tylko

jeden wyraz
f(z) = b1

(z−z0) + cze
‘
ść regularna (9.11)

Wtedy residuum

b1(z0) = lim
z→z0

(z−z0)f(z) (9.12)

Jeżeli funkcja f(z) jest ilorazem dwóch funkcji

f(z) = h(z)
g(z) (9.13)
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to dla bieguna prostego g(z0) = 0 i h(z0) 6= 0. Licza
‘
c residuum, otrzy-

mujemy

b1(z0) = lim
z→z0

(z−z0) h(z)
g(z) = lim

z→z0

h(z)
(g(z)−g(z0))/(z−z0) .

Sta
‘
d ostateczny wzór dla residuum, gdy z0 jest biegunem prostym

b1(z0) = h(z0)
g′(z0) (9.14)

2. Izolowany punkt osobliwy z0 jest biegunem N-krotnym, gdy

lim
z→z0

(z−z0)Nf(z) 6= 0 . (9.15)

Wtedy cześć główna szeregu Laurenta ma skończona
‘
liczbe

‘
wyrazów

równa
‘
N ,

f(z) = bN
(z−z0)N + . . . + b1

(z−z0) + cze
‘
ść regularna , (9.16)

Aby obliczyć residuum b1 pomnożmy f(z) przez (z−z0)N ,

(z−z0)Nf(z) = bN + . . . + b1(z−z0)N−1 + cze
‘
ść regularna ,

a naste
‘
pnie zróżniczkujmy (N −1) razy.{

(z−z0)Nf(z)
}(N−1)

= b1 (N −1)(N −2) . . .1 + cze
‘
ść regularna .

Sta
‘
d ostateczny wzór dla przypadku, gdy z0 jest biegunem N -krotnym

b1(z0) = lim
z→z0

1
(N −1)!

dN−1

dzN−1

{
(z−z0)Nf(z)

}
(9.17)

3. Punkt z0 jest punktem istotnie osobliwym jeśli nie istnieje natu-
ralne N takie, że istnieje granica (9.15). W rozwinie

‘
ciu Laurenta wokół

tego punktu cze
‘
ść główna ma nieskończenie wiele wyrazów:

f(z) = . . . + bN
(z−z0)N + . . . + b1

(z−z0) + cze
‘
ść regularna (9.18)
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Nie ma wtedy prostej metody na znalezienie residuum poza rozwinie
‘
ciem

w szereg Laurenta.
Na przykład

e1/z =
∞∑
n=0

1
n!zn = 1 + 1

z
+ 1

2!z2 + . . . (9.19)

i sta
‘
d residuum w punkcie istotnie osobliwym z = 0 wynosi b1(0) = 1.

Podobnie dla

e1/z2 =
∞∑
n=0

1
n!z2n = 1 + 1

z2 + 1
2!z4 + . . . (9.20)

i sta
‘
d residuum b1(0) = 0

Nieskończona cze
‘
ść główna nie jest zwia

‘
zana jedynie z izolowanym

punktem osobliwym. Na przykład, funkcja

f(z) =
√
z(1−z) (9.21)

ma cie
‘
cie na odcinku [−1,1], które także prowadzi do szereg Laurenta

z nieskończona cze
‘
ść główna

‘
postaci√

z(1−z) =
∞∑
n=0

(2n)!
4n(n!)2

1
z2n+1 . (9.22)

9.3 Przykłady

1. Korzystaja
‘
c z rozwinie

‘
ć (9.19) i (9.20), znajdujemy dla dowolnego konturu

C otaczaja
‘
cego punkt z = 0∮

C

e1/zdz = 2πi
∮
C

e1/z2
dz = 0 .

2. Policzmy residua w punktach osobliwych funkcji:

f(z) = 1
(z+ i)(z−1)2 .

Ma ona biegun prosty w z =−i oraz biegun dwukrotny w z = 1. Residuum
dla bieguna prostego to

b1(−i) = lim
z→(−i)

(z+ i)
(z+ i)(z−1)2 = 1

(1 + i)2 = − i2 .
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Dla bieguna dwukrotnego otrzymujemy

b1(1) = lim
z→1

(
(z−1)2

(z+ i)(z−1)2

)′
= lim

z→1

−1
(z+ i)2 = −1

(1 + i)2 = i

2 .

Całka po konturze zamknie
‘
tym otaczaja

‘
cym punkty osobliwe to∮

C

1
(z+ i)(z−1)2 dz = 2πi

(
− i2 + i

2

)
= 0 .
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Wykład 10

Obliczanie całek

10.1 Całki trygonometryczne

Sa
‘
to całki rzeczywiste postaci

I =
2π∫
0

F (cosφ, sinφ)dφ. (10.1)

Ich obliczenie możemy sprowadzić do policzenia całki zespolonej po okre
‘
gu

jednostkowym: z = exp{iφ}, poprzez podstawienie

cosφ = eiφ+ e−iφ
2 = z+ 1/z

2 (10.2)

sinφ = eiφ− e−iφ
2i = z−1/z

2i (10.3)

oraz
dz = ieiφdφ => dφ = dz

iz
. (10.4)

Wtedy

I =
∮
|z|=1

F

(
z+ 1/z

2 ,
z−1/z

2i

)
dz

iz
(10.5)

Całke
‘
ta

‘
możemy obliczyć licza

‘
c residua funkcji podcałkowej wewna

‘
trz kon-

turu całkowania.
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Przykłady

1. Udowodnimy, że

I =
2π∫
0

sin2φdφ = π (10.6)

Wykonuja
‘
c podstawienia otrzymujemy

I =
∮
|z|=1

(
z2−1
2 iz

)2
dz

iz
= − 1

4 i

∮
|z|=1

(
z− 2

z
+ 1
z3

)
dz

= − 1
4 i(2πi)(−2) = π , (10.7)

gdyż residuum funkcji podcałkowej w punkcie z = 0 wynosi −2.

2. Podobnie, udowodnimy wzór

I =
2π∫
0

dφ

a+ bcosφ = 2π√
a2− b2

, a > |b|> 0 (10.8)

Wykonuja
‘
c podstawienia otrzymujemy

I =
∮
|z|=1

1
a+ b(z2 + 1)/2z

dz

iz
= 2
ib

∮
|z|=1

dz

z2 + (2a/b)z+ 1 .

Mianownik zeruje sie
‘
w dwóch punktach

z1 = (−a+
√
a2− b2)/b, z2 = (−a−

√
a2− b2)/b

spełniaja
‘
cych równanie

z1z2 = 1 .

Sta
‘
d |z1|= 1/|z2|< 1 i tylko punkt z1 leży wewna

‘
trz konturu całkowa-

nia. Licza
‘
c residuum w tym punkcie otrzymamy

I = 2
ib

∮
|z|=1

dz

(z−z1)(z−z2) = 2
ib

2πi
(z1−z2) = 2π√

a2− b2
. (10.9)
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10.2 Całki funkcji wymiernych

Funkcja wymierna to funkcja postaci

f(z) = P (z)
Q(z) , (10.10)

gdzie P (z) i Q(z) sa
‘
wielomianami odpowiednio stopnia nP i nQ.

Udowodnijmy na pocza
‘
tek, że

∞∫
−∞

dx

1 +x2 = π (10.11)

licza
‘
c całke

‘
zespolona

‘
po konturze zamknie

‘
tym

∮
C(R)

dz

1 +z2 =
R∫
−R

dx

1 +x2 +
∫
C+
R

dz

1 +z2 , (10.12)

gdzie C+
R jest półokre

‘
giem w górnej półpłaszczyźnie o promieniu R→∞.

Funkcja podcałkowa
1

1 +z2 = 1
(z− i)(z+ i) (10.13)

ma w górnej półpłaszczyźnie biegun prosty w z = i z residuum równym

b1(i) = lim
z→i

(z− i) 1
(z− i)(z+ i) = 1

2i (10.14)

Sta
‘
d całka (10.12) jest równa 2πi/(2i) = π, niezależnie od wartości R > 1

Pokażemy, że całka po C+
R da

‘
ży do zera gdy R→∞. Parametryzuja

‘
c

z =Reiφ , dz = iReiφdφ, (10.15)

otrzymujemy bowiem∣∣∣∣∣∣
π∫

0

Rieiφ dφ
1 +R2e2iφ

∣∣∣∣∣∣ ¬
π∫

0

Rdφ

|1 +R2e2iφ|
= O

( 1
R

)
→ 0 (10.16)

Tak wie
‘
c ostatecznie ∮

C(∞)

1
1 +z2dz =

∞∫
−∞

dx

1 +x2 = π . (10.17)
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Udowodnimy naste
‘
pnie wzór

∞∫
0

cosx
1 +x2 dx = π

2e (10.18)

licza
‘
c całke

‘
zespolona

‘
po konturze zamknie

‘
tym w górnej cze

‘
ści płaszczyzny

zespolonej ∮
C(R)

eiz
1 +z2 dz =

R∫
−R

eix
1 +x2 dx +

∫
C+
R

eiz
1 +z2 dz . (10.19)

Jedynym punktem osobliwym w górnej półpłaszczyźnie jest biegun prosty
w z = i z residuum

b1(i) = lim
z→i

(z− i) eix
(z− i)(z+ i) = e−1

2i . (10.20)

Sta
‘
całka (10.19) jest równa 2πi/(2ie) = π/e.

Całka po konturze C+
R znika gdy R→∞, gdyż ze wzgle

‘
du na warunek

sinφ > 0 dla φ ∈ [0,π], czynnik eksponencjalny znika∣∣∣eiz∣∣∣= ∣∣∣ei(Rcosφ+isinφ)
∣∣∣ = e−Rsinφ → 0 . (10.21)

Tak wie
‘
c ostatecznie ∮

C(∞)

eiz
1 +z2 dz =

∞∫
−∞

eix
1 +x2 dx = π

e
. (10.22)

Zapisuja
‘
c oddzielnie cze

‘
śc rzeczywista

‘
i urojona

‘
całki, znajdujemy

∞∫
−∞

cosx
1 +x2 dx = π

e
,

∞∫
−∞

sinx
1 +x2 dx = 0 . (10.23)

Ostatnia całka znika ze wzgle
‘
du na nieparzystość funkcji podcałkowej. Pa-

rzystość funkcja podcałkowa w pierwszej całce, prowadzi natomiast do wzoru
∞∫
0

cosx
1 +x2 dx = 1

2

∞∫
−∞

cosx
1 +x2 dx = π

2e . (10.24)
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Jako podsumowanie otrzymujemy naste
‘
puja

‘
cy dla funkcji wymiernych

∞∫
−∞

P (x)
Q(x) eiax dx = 2πi

∑
iupper

b1(zi) (10.25)

gdzie a > 0 jest liczba
‘
rzeczywista

‘
, a sumujemy po residuach funkcji podcał-

kowej w górnej półpłaszczyźnie. Ponadto, wielomiany P (x) i Q(x) spełniaja
‘

naste
‘
puja

‘
ce warunki:

- Q(x) nie ma zer na osi rzeczywistej,

- stopień Q(x) jest przynajmniej o jeden wie
‘
kszy niż stopień P (x), tzn.

nQ  nP + 1,

- dla a= 0 ostatni warunek jest mocniejszy: nQ  nP + 2.

10.3 Całki funkcji wieloznacznych

Udowodnimy, że dla 0< p < 1 zachodzi

∞∫
0

xp−1

1 +x
dx = π

sinπp (10.26)

Funkcja podcałkowa, traktowana jako funkcja zmiennej zespolonej z,

f(z) = zp−1

1 +z
= e(p−1) lnz

1 +z
, (10.27)

ma cie
‘
cie wzdłuż dowolnej pólprostej o pocza

‘
tku w punkcie z = 0 ze wzgle

‘
du

na logarytm. Wybierzmy cie
‘
cie wzdłuż dodatniej pólosi rzeczywistej. Tuż

powyżej cie
‘
cia funkcja ma wartość

f(z) = e(p−1) lnx

1 +x
= xp−1

1 +x
, (10.28)

natomiast tuż poniżej cie
‘
cia

f(z) = e(p−1)(lnx+2iπ)

1 +x
= xp−1

1 +x
e2iπp (10.29)
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Rozważmy naste
‘
pnie całke

‘
zespolona

‘∮
C

e(p−1) lnz

1 +z
dz (10.30)

po konturze zamknie
‘
tym

C = R+ ∪ CR ∪ (−R−) ∪ (−Cr)

w granicy gdy r→ 0 oraz R→∞. Kontur R± to dodatnia półoś rzeczywista
tuż powyżej (+) i tuż poniżej (−) cie

‘
cia. Jedyny punkt osobliwy wewna

‘
trz

konturu całkowania to biegun z =−1 z residuum równym

b1(−1) = (−1)p−1 = e(p−1) ln(−1) = ei(p−1)π = −eiπp .

Tak wie
‘
c całka (10.30) jest równa −2πieiπp.

Całki wzdłuż cie
‘
cia sa

‘
równe∫

R+
−
∫
R−

=
{

1− e2iπp
} ∞∫

0

xp−1

1 +x
dx.

Całka wzdłuż Cr znika w granicy r→ 0, gdyż dla z = reiφ i p > 0 mamy:

∣∣∣∣ ∫
Cr

∣∣∣∣ ¬
2π∫
0

∣∣∣∣∣ rp−1ei(p−1)φ

1 + reiφ rieiφ
∣∣∣∣∣dφ = rp

2π∫
0

dφ

|1 + reiφ| = O(rp)→ 0.

Podobnie, dla okre
‘
gu CR w granicy R→∞ otrzymujemy dla p < 1:

∣∣∣∣ ∫
CR

∣∣∣∣ ¬ Rp
2π∫
0

dφ

|1 +Reiφ| = O(Rp−1)→ 0.

Zbieraja
‘
c wzory znajdujemy w granicy r→ 0 i R→∞

∮
C

e(p−1) lnz

1 +z
dz =

{
1− e2iπp

} ∞∫
0

xp−1

1 +x
= −2πieiπp .

Tym samym udowodniliśmy
∞∫
0

xp−1

1 +x
dx = 2πieiπp

e2iπp−1 = π
2i

eiπp− e−iπp = π

sinπp . (10.31)
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Przykład

1. Korzystaja
‘
c ze wzoru (10.26) obliczymy całke

‘

∞∫
0

1√
x(1 +x) dx = π

sin(π/2) = π .
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Wykład 11

Metoda punktu siodłowego

Chcemy policzyć całke
‘

I(t) =
∫
C
g(z)e tF (z) dz , t→∞ , (11.1)

gdzie F (z) jest funkcja
‘
analityczna

‘
w obszarze, w którym rozważamy całke

‘
.

Funkcja g(z) jest na tyle wolnozmienna, że funkcja podcałkowa jest zdomi-
nowana przez eksponente

‘
.

Załóżmy, że F (z) ma punkt z0 = x0 + iy0, w którym pochodna znika
dF

dz
(z0) = 0 . (11.2)

Punkt taki nazywamy "punktem siodłowym" z powodu, który zostanie wyja-
śniony w dalszej części tego wykładu. Znikanie pochodnej zespolonej ozna-
cza, że znikają również pochodne cząstkowe części rzeczywistej i urojonej
funkcji F w tym punkcie

ux(x0,y0) = uy(x0,y0) = vx(x0,y0) = vy(x0,y0) (11.3)

Rozwińmy cze
‘
ść rzeczywista

‘
u w otoczeniu punktu siodłowego

u(x,y) ≈ u(x0,y0) + 1
2
(
∆x,∆y

)(uxx(z0) uxy(z0)
uyx(z0) uyy(z0)

)(
∆x
∆y

)
(11.4)

gdzie ∆x= x−x0 i ∆y= y−y0. Zdefiniujemy naste
‘
pnie kierunki własne ma-

cierzy drugich pochodnych. Jest to macierz symetryczna, gdyż z analityczno-
ści F wynika uxy = uyx. Otrzymane wartości własne be

‘
da

‘
wie

‘
c rzeczywiste,

a wektory własne wzajemnie ortogonalne.
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Obliczmy najpierw wartości własne,

det
(
uxx−λ uxy
uxy uyy−λ

)
= λ2−λ(uxx+uyy) +uxxuyy−u2

xy = 0 (11.5)

Z równan Cauchego-Riemanna wynika, że u jest funkcją harmoniczną

uxx+uyy = 0 (11.6)

co prowadzi do następujących wartości własnych

λ± = ±
√
u2
xy +u2

xx ≡±λ (11.7)

gdzie drugie pochodne sa
‘
obliczone w punkcie z0. Wektory własne (∆x±,∆y±)

spełniają równanie (
uxx uxy
uxy −uxx

)(
∆x±
∆y±

)
=±λ

(
∆x±
∆y±

)
(11.8)

Badając zmianę funkcji u(x,y) wzdłuż kierunków własnych otrzymujemy

u(x,y) ≈ u(x0,y0) ± 1
2λ
(
(∆x±)2 + (∆y±)2

)
(11.9)

Widzimy, że wektory własne definiują kierunki największego wzrostu części
rzeczywistej u, gdy

u(x,y) ≈ u(z0) +

√
u2
xy(z0) +u2

xx(z0)
2 (11.10)

oraz kierunek największego spadku, gdy

u(x,y) ≈ u(z0)−

√
u2
xy(z0) +u2

xx(z0)
2 (11.11)

gdzie unormowaliśmy długość wektorów własnych do jedynki. Otrzymujemy
więc zachowanie funkcji typu "siodło", co tłumaczy nazwę punktu z0.

Rozwijając część urojoną v wokół z0 otrzymujemy

v(x,y) ≈ v(x0,y0) + 1
2
(
∆x,∆y

)(vxx vxy
vyx vyy

)(
∆x
∆y

)
(11.12)
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Pokażemy, że wyraz z drugimi pochodnymi znika dla kierunków własnych
części rzeczywistej u. W tym celu zauważmy, że z równań Cauchego-Riemanna
oraz warunku własnego (11.8), otrzymujemy(

vxx vxy
vyx vyy

)(
∆x±
∆y±

)
=
(
−uxy uxx
uxx uxy

)(
∆x±
∆y±

)
=±λ

(
−∆y±
∆x±

)
(11.13)

skąd wynika

v(x,y) ≈ v(x0,y0)± λ2
(
∆x,∆y

)(−∆y
∆x

)
= v(x0,y0) (11.14)

Tak wie
‘
c dla odchyleń wzdłuż kierunków własnych,

z−z0 = r e iα± (11.15)

funkcja F (z) ma stała
‘
część urojoną w rozwinięciu z dokładnością do

członu kwadratowego

F (z)≈ u(z0) + iv(z0)± 1
2 r

2
√
u2
xy(z0) +u2

xx(z0) (11.16)

Aby zapisać prawa
‘
strone

‘
przy pomocy pochodnej F skorzystajmy z rozwi-

nie
‘
cia Taylora

F (z) ≈ F (z0) + 1
2 (z−z0)2F ′′(z0) = F (z0) + 1

2
(
r2 e2iα±)F ′′(z0) (11.17)

Porównuja
‘
c z (11.16), otrzymujemy

±
√
u2
xy(z0) +u2

xx(z0) = e2iα± F ′′(z0) . (11.18)

Obliczaja
‘
c moduł obu stron dostajemy ostateczna

‘
relacje

‘
dla wartości F

wzdłuż kierunków własnych

F (z) ≈ F (z0) ± 1
2 r

2|F ′′(z0)| . (11.19)

Warunek analityczności F pozwala zdeformować kontur całkowania tak,
by pokrywał sie

‘
z kierunkiem najwie

‘
kszego spadku odpowiadający znakowi

minus we wzorze (11.19). Podstawiaja
‘
c (11.19) do (11.1), otrzymujemy

I(t)≈
∫
C
g(z) exp

{
t(F (z0)− 1

2 r
2|F ′′(z0)|)

}
dz

= g(z0)e tF (z0) e iα−
∫
C

exp
{
−1

2 r
2t|F ′′(z0)|

}
dr (11.20)
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Jeżeli t→∞, nie popełnimy dużego błe
‘
du rozszerzaja

‘
c granice całkowania

I(t) ≈ g(z0) e tF (z0) e iα−
∫ ∞
−∞

exp
{
−1

2 r
2t |F ′′(z0)|

}
dr . (11.21)

Wykorzystuja
‘
c dobrze znany wzór∫ ∞

−∞
exp{−1

2 ax
2}dx =

√
2π/a, (11.22)

ostatecznie otrzymujemy dla t→∞

I(t) ≈ g(z0)
√

2π
t |F ′′(z0)| e tF (z0) e iα− (11.23)

W sytuacji gdy funkcja F ma wie
‘
cej punktów siodłowych, deformujemy

kontur całkowania C tak, by przez nie przechodził. Prowadzi to do sumo-
wania wkładów od każdego z nich w (11.23).
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Wykład 12

Funkcje specjalne

12.1 Funkcja gamma Eulera

Jest to funkcja argumentu zespololonego zdefiniowano poprzez całke
‘
wzdłuż

osi rzeczywistej

Γ(z) =
∞∫
0

tz−1 e−t dt (12.1)

Funkcja e−t zapewnia zbieżność całki w nieskończoności. Granica t→ 0 wy-
maga zbadania wielkości

|tz−1| = |e(z−1) ln t| = |tx−1 eiy ln t| = tx−1 .

Sta
‘
d

|Γ(z)| ¬
∞∫
0

|tz−1 e−t|dt ¬
∞∫
0

tx−1e−t dt .

Widzimy, że dla x > 0 całka jest zbieżna dla t→ 0. Dla x = 0 całka jest
rozbieżna logarytmicznie w zerze. Sta

‘
d warunek Rez > 0 by definicja (12.1)

miała sens.
Tak zdefniowana gamma jest analityczna w prawej półpłaszczyźnie. Moż-

na ja
‘
jednka rozszerzyć analitycznie na cała

‘
płaszczyzne

‘
korzystaja

‘
c ze wzo-

ru otrzymanego poprzez całkowanie przez cze
‘
ści

Γ(z) = 1
z

∞∫
0

e−t d(tz) = tz

z
e−t
∣∣∣∣∞
0

+ 1
z

∞∫
0

tz e−t dt = Γ(z+ 1)
z

. (12.2)
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Wzór ten definiuje przedłużenie analitycznie do obszaru −1 < Rez ¬ 0. W
punkcie z = 0 otrzymujemy biegun prosty z residuum

lim
z→0

zΓ(z) = Γ(1) =
∫ ∞

0
e−t dt = 1 . (12.3)

Poste
‘
puja

‘
c podobnie z Γ(z+1) otrzymamy wzór dla obszaru Re z >−2:

Γ(z) = Γ(z+ 2)
z(z+ 1) . (12.4)

W ten sposób dla dowolnego naturalnego n, znajdujemy

Γ(z) = Γ(z+n)
z(z+ 1) . . .(z+n−1) , Re z >−n. (12.5)

Widzimy, że Γ(z) może być przedłużona analitycznie na cała
‘
płaszczyżne

‘
zespolona

‘
z wyja

‘
tkiem punktów z = 0,−1,−2 . . . , w których ma bieguny

proste. Obliczaja
‘
c residuum w punkcie z =−n, znajdujemy

lim
z→−n

(z+n)Γ(z) = lim
z→−n

(z+n)Γ(z+n+ 1)
(z)(z+ 1) . . .(z+n−1)(z+n)

= Γ(−n+n+ 1)
(−n)(−n+ 1) . . .(−n+n−1)

= (−1)n
n! . (12.6)

W obszarze Rez > 0 wzór (12.2) można zapisać w postaci

Γ(z+ 1) = zΓ(z) (12.7)

Obliczaja
‘
c przy jego pomocy kolejne wartości w punktach całkowitych do-

datnich znajdujemy

Γ(1) = 1
Γ(2) = 1 ·Γ(1) = 1
Γ(3) = 2 ·Γ(2) = 2 ·1 . (12.8)

Sta
‘
d dla dowolnego n ∈ N

Γ(n) = (n−1)! (12.9)

lub po zapisaniu przy użyciu reprezentacji całkowej

n! =
∞∫
0

tn e−t dt . (12.10)

75



Przykład
Policzmy zamieniaja

‘
c zmienne: x= e−u,∫ 1

0

[
ln
(1
x

)]z−1
dx =

∫ ∞
0

uz−1 e−u du = Γ(z) . (12.11)

Otrzymaliśmy nowa
‘
reprezentacje

‘
całkowa

‘
gammy.

12.2 Gamma dla połówkowych z

Wartości gammy dla połówkowych wartości z = m/2, gdzie m jest liczba
‘

całkowita
‘
, można znaleźć przy pomocy wzoru

I =
∞∫
−∞

dxe−x2 =
√
π . (12.12)

Udowodnimy go rozważaja
‘
c iloczyn całek

I2 =


∞∫
−∞

dxe−x2



∞∫
−∞

dy e−y2

=
∞∫
−∞

dx

∞∫
−∞

dy e−(x2+y2) . (12.13)

Zmieniaja
‘
c zmienne na biegunowe

x = r cosφ
y = r sinφ (12.14)

otrzymujemy

I2 =
2π∫
0

dφ

∞∫
0

drr e−r2 = π

∞∫
0

dr2 e−r2 = π . (12.15)

Sta
‘
d wynika wzór (12.12).

Tak wie
‘
c dla z = 1/2 otrzymamy

Γ
(1

2

)
=
∫ ∞

0
t−1/2 e−t dt = 2

∫ ∞
0

e−(
√
t)2
d(
√
t) =

√
π . (12.16)
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Korzystaja
‘
c ze wzoru (12.7), znajdujemy

Γ
(3

2

)
= 1

2 Γ
(1

2

)
= 1

2
√
π

Γ
(5

2

)
= 3

2 Γ
(3

2

)
= 1 ·3

2 ·2
√
π (12.17)

W ogólności dla n 0 można udowodnić przez indukcje
‘

Γ
(
n+ 1 + 1

2

)
= 1 ·3 ·5 · . . . · (2n+ 1)

2n+1
√
π = (2n+ 1)!

22n+1n!
√
π (12.18)

Dla ujemnych połówek wykorzystujemy wzór (12.2), na przykład

Γ
(
−1

2

)
=

Γ
(
−1

2 + 1
)

−1/2 = −2
1
√
π

Γ
(
−3

2

)
=

Γ(−3
2 + 1)
−3/2 = −2

3 Γ
(
−1

2

)
= (−1)2 1 ·2

1 ·3
√
π

W ogólności dla n 0 zachodzi

Γ
(
−1

2 −n
)

= (−2)n+1

1 ·3 ·5 · . . . · (2n+ 1)
√
π = (−1)n+1 22n+1n!

(2n+ 1)!
√
π (12.19)

12.3 Niekompletna funkcja gamma

Definiuje sie
‘
także niekompletna

‘
funkcje

‘
gamma

Γ(z,x) =
∫ ∞
x

tz−1e−tdt , (12.20)

a także
γ(z,x) =

∫ x

0
tz−1e−tdt , (12.21)

gdzie x 0 jest zawsze rzeczywiste, natomiast Rez > 0. W oczywisty sposób
zachodzi

γ(z,x) + Γ(z,x) = Γ(z) , Γ(z,0) = Γ(z) . (12.22)
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Przy pomocy tych funkcji definiuje sie inne:

erfc(x) = 1√
π

Γ
(1

2 ,x
2
)

= 2√
π

∫ ∞
x

e−t2dt (12.23)

erf(x) = 1√
π
γ

(1
2 ,x

2
)

= 2√
π

∫ x

0
e−t2dt (12.24)

Tak wie
‘
c

erfc(x) + erf(x) = 2√
π

∫ ∞
0

e−t2dt = 1 . (12.25)

Ponadto
Γ(1,x) = e−x , γ(1,x) = 1− e−x . (12.26)

12.4 Funkcja beta Eulera

Jest to funkcja zdefiniowana poprzez całke
‘

B(p,q) =
1∫

0

xp−1(1−x)q−1dx, p, q > 0 (12.27)

Zmieniaja
‘
c zmienne x↔ (1−x) łatwo sie przekonać, że beta jest funkcja

‘
symetryczna

‘
B(p,q) = B(q,p) . (12.28)

Zmieńmy zmienna
‘
całkowania na

x = sin2 θ , dx = 2 sinθ cosθ , (12.29)

z zakresem θ ∈ [0,π/2). Wtedy (1−x) = cos2 θ i sta
‘
d

B(p,q) = 2
π/2∫
0

(sinθ)2p−1(cosθ)2q−1dθ (12.30)

Inna
‘
reprezentacje

‘
bety otrzymujemy zmieniaja

‘
c zmienne na

x = y

1 +y
, (1−x) = 1

1 +y
, dx = dy

(1 +y)2 (12.31)
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z zakresem całkowania y ∈ [0,∞). Wtedy

B(p,q) =
∞∫
0

yp−1

(1 +y)p+q dy (12.32)

Funkcje beta i gamma Eulera ła
‘
czy wzór, który może posłużyć do prze-

dłużenia analitycznego funkcji beta

B(p,q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p+ q) (12.33)

Dowód równości (12.33) rozpoczniemy zmieniaja
‘
c zmienne t= y2

Γ(p) =
∫ ∞

0
tp−1 e−t dt = 2

∫ ∞
0

y2p−1 e−y2
dy . (12.34)

Mnoża
‘
c dwie funkcje gamma przez siebie, otrzymujemy wzór (12.33)

Γ(p)Γ(q) =

2
∞∫
0

x2p−1 e−x2
dx


2

∞∫
0

y2q−1 e−y2
dy


= 4

∞∫
0

∞∫
0

x2q−1y2p−1 e−(x2+y2) dxdy

= 4
∞∫
0

π/2∫
0

(r cosθ)2q−1(r sinθ)2p−1 e−r2
rdrdθ

=


∞∫
0

(r2)(p+q)−1 e−r2
dr2


2

π/2∫
0

(sinθ)2p−1(cosθ)2q−1dθ


= Γ(p+ q)B(p,q) .

Ła
‘
cza

‘
c wzory (12.32) i (12.33) znajdujemy dla p,q > 0

∞∫
0

yp−1

(1 +y)p+q dy = Γ(p)Γ(q)
Γ(p+ q) (12.35)
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Przykład
Policzmy poniższa

‘
całke

‘
zamieniaja

‘
c zmienne: x= sinθ,

I =
∫ 1

0

x4
√

1−x2
dx =

∫ π/2

0
sin4 θdθ

Porównuja
‘
c z (12.30) znajdujemy 2p−1 = 4 oraz 2q−1 = 0 i sta

‘
d

I = B

(5
2 ,

1
2

)
=

Γ(5
2)Γ(1

2)
Γ(3) = (

√
π)2

2!
1 ·3
22 = 3π

8 .

12.5 Własności analityczne funkcji gamma

Kłada
‘
c p+ q = 1 we wzorze (12.35) i wykorzystuja

‘
c (10.26) dostajemy

Γ(p)Γ(1−p) = π

sinπp (12.36)

Wzór ten można rozszerzyć analitycznie na cała
‘
płaszczyzne

‘
zespolona

‘
. Od-

twarza on prawidłowo strukture
‘
biegunów funkcji gamma. Po prawej stronie

mamy bieguny proste w punktach p= z = 0,±1,±2, . . .. Podobnie, po lewej
otrzymujemy bieguny proste funkcji Γ(z) dla z = 0,−1,−2, . . . oraz Γ(1−z)
dla z = 1,2,3, . . ..

Funkcja sin(πz) jest całkowita, a wie
‘
c 1/sin(πz) nigdzie sie

‘
nie zeruje.

Wynika sta
‘
d, że Γ(z) nie ma zer. Gdyby bowiem istniało zero to funkcja

Γ(1−z) musiałoby być w nim nieskończona. Jedynymi możliwymi punktami
sa

‘
(1−z) = 0,−1,−2, . . . co odpowiada z = 1,2,3, . . . w których to punktach

Γ(z) jest różna od zera, co jest sprzeczne z przyje
‘
ta

‘
hipoteza

‘
. Jako wniosek

otrzymujemy, że 1/Γ(z) jest funkcja
‘
całkowita

‘
.
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12.6 Funkcja gamma podwojonego argumentu

Znajdziemy jeszcze wzór dla funkcji gamma podwojonego argumentu. Wykorzystuja
‘
c

reprezentacje
‘
(12.30) funkcji beta, policzmy

B(n,n) = 2
∫ π/2

0
(sinθ)2n−1(cosθ)2n−1dθ

= 1
22n−1

∫ π/2

0
(2sinθ cosθ)2n−1d(2θ)

= 1
22n−1

∫ π

0
(sinφ)2n−1dφ

= 2
22n−1

∫ π/2

0
(sinφ)2n−1dφ

= 1
22n−1 B(n, 1

2) . (12.37)

Sta
‘
d po uwzgle

‘
dnieniu (12.33) mamy

Γ(n)Γ(n)
Γ(2n) = 1

22n−1
Γ(n)Γ(1

2)
Γ(n+ 1

2)
(12.38)

Wyliczaja
‘
c Γ(2n), otrzymujemy

Γ(2n) = 22n−1
√
π

Γ(n)Γ(n+ 1
2) (12.39)

Wzór ten możemy rozszerzyć analitycznie na cała
‘
płaszczyzne

‘
zespolona

‘
.

12.7 Funkcja zeta Riemanna

Funkcja zeta Riemana jest zdefiniowana dla zespolonych wartości z

ζ(z) =
∞∑
n=1

1
nz

(12.40)

Wyste
‘
puja

‘
cy tu szereg jest bezwgle

‘
dnie zbieżny dla Rez > 1, gdyż szereg

modułów ∞∑
n=1

1
|nx+iy|

=
∞∑
n=1

1
nx

(12.41)
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jest zbieżny dla x > 1. Sta
‘
d wynika, że ζ(z) jest analityczna w obszarze

zbieżności.

Znajdziemy reprezentacje
‘
całkowa

‘
zety, wykorzystuja

‘
c definicje

‘
funkcji

gamma dla Rez > 0, w której zamienimy zmienna
‘
: u= nt,

Γ(z) =
∞∫
0

uz−1 e−u du = nz
∞∫
0

tz−1 e−nt dt . (12.42)

Wyliczaja
‘
c 1/nz dla Rez > 1 i podstawiaja

‘
c do (12.40), otrzymujemy

ζ(z) = 1
Γ(z)

∞∑
n=1


∞∫
0

tz−1 e−nt dt

 = 1
Γ(z)

∞∫
0

tz−1
{ ∞∑
n=1

e−nt
}
dt .

Sumuja
‘
c szereg pod całka

‘

∞∑
n=1

e−nt = 1
1− e−t −1 = 1

et−1 , (12.43)

otrzymujemy poszukiwana
‘
reprezentacje

‘
całkowa

‘
fukcji zeta dla Rez > 1

ζ(z) = 1
Γ(z)

∞∫
0

tz−1

et−1 dt (12.44)

Funkcje
‘
te
‘
można rozszerzyć na cała

‘
płaszczyzne

‘
zespolona

‘
z wyja

‘
tkiem

punktu z = 1, w którym ζ ma biegun prosty z residuum równym 1.

Przykład
Ge

‘
stość energii emitowanej przez ciało doskonale czarne na jednostke

‘
cze

‘
stości ν i jednostke

‘
obje

‘
tości V jest dana wzorem

φ(ν) = 8πh
c3

ν3

ehν/kT −1
,

tak wie
‘
c całkowita energia na jednostke

‘
obje

‘
tości to

E

V
= 8πh

c3

∞∫
0

ν3dν

ehν/kT −1
.
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Wprowadzaja
‘
c zmienna

‘
t= hν/kT dostajemy

E

V
= 8π(kT )4

(hc)3

∞∫
0

t3dt

et−1 = 8π(kT )4

(hc)3 ζ(4)Γ(4) .

Jak pokażemy w naste
‘
pnym rozdziale ζ(4) = π4/90 i sta

‘
d

E

V
= π2

15

(
kT

~c

)3
kT

12.8 Liczby Bernouliego

Liczby Bernouliego Bn sa
‘
zdefiniowane poprzez rozwinie

‘
cie w szereg Taylora

funkcji f(z) = z/(ez−1) wokół z = 0

z

ez−1 =
∞∑
m=0

Bm
zm

m! (12.45)

Szereg ten jest zbieżny w obszarze |z| < 2π, tzn. do najbliższej osobliwo-
ści funkcji f(z) w z = ±2πi. Wykorzystuja

‘
c wzór (6.12), otrzymujemy dla

dowolnego konturu C0 w obszarze zbieżności, otaczaja
‘
cego z = 0:

Bm = m!
2πi

∮
C0

w

(ew−1)
dw

wm+1 , (12.46)

lub wkorzystaja
‘
c ze wzoru (6.13)

Bm = dm

dzm

{ 1
(ez−1)zm

}∣∣∣∣
z=0

. (12.47)

Najprościej jednak jest wyliczyć Bm mnoża
‘
c dwa szeregi(

z+ z

1! + z2

2! + z3

3! + . . .

)(
B0 +B1

z

1! +B2
z2

2! +B3
z3

3! + . . .

)
= z (12.48)

Porównanie współczynników przy kolejnych pote
‘
gach z po obu stronach daje

B0 = 1
1
2B0 +B1 = 0 => B1 =−1

2
1
3!B0 + 1

2!B1 + 1
2!B2 = 0 => B2 = 1

6
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m 0 1 2 3 4 5
B2m 1 1/6 −1/30 1/42 −1/30 5/66

Tablica 12.1: Kolejne liczby Bernouliego.

Z wyja
‘
tkiem B1 =−1

2 , wszystkie liczby Bernouliego z nieparzystym wskaź-
nikiem wynosza

‘
zero.

B2m−1 = 0 (12.49)

Natomiast kolejne wartości dla parzystych wskaźników maja
‘
naprzemienny

znak.

12.9 Zwia̧zek liczb Bernouliego z funkcja̧ zeta

Liczby Bernouliego sa
‘
zwia

‘
zane z dzeta

‘
Riemanna. Udowodnimy to wyko-

rzystuja
‘
c wzór (12.46) dla m  2, w którym kontur całkowania C0 został

zdeformowany tak by otoczyć bieguny proste funkcji

f(z) = z

(ez−1) (12.50)

w punktach z = 2πni dla n=±1,±2, . . .. Nowy kontur całkowania to

C = C0 ∪ [0,∞) ∪ (−C∞) ∪ (−[0,∞)) .

Całka po trzech ostatnich konturach znika i wtedy

I =
∮
C0

w

(ew−1)
dw

wm+1 = −2πi
∞∑

n=−∞
res

{ 1
(ez−1)zm

}∣∣∣∣
z=2πni

, (12.51)

gdzie wykluczamy n= 0 z sumy. Znak minus po prawej stronie wynika z fak-
tu, że kontur C nie jest zorientowany dodatnio wzgle

‘
dem swojego wne

‘
trza.

Licza
‘
c residua otrzymujemy

Bm = m!
2πi I = −m!

∞∑
n=−∞

1
(2πni)m = − m!

(2πi)m
∞∑

n=−∞

1
nm

(12.52)
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Dla m  2 szereg jest zbieżny dla parzystych wartości m = 2k. Dla niepa-
rzystych m wyrazy z przeciwnym znakiem w szeregu kasuja

‘
sie

‘
daja

‘
c zero.

Tak wie
‘
c dla k  1 otrzymujemy

B2k = (−1)k+1 2(2k)!
(2π)2k ζ(2k) (12.53)

Zauważaja
‘
c, że (−1)k+1B2k > 0, otrzymujemy

ζ(2k) =
∞∑
n=1

1
n2k = (2π)2k

2(2k)! |B2k| . (12.54)

Sta
‘
d kilka kolejnych wartości funkcji dzeta dla liczb parzystych

ζ(2) = π2

6 , ζ(4) = π4

90 , ζ(6) = π6

945 . (12.55)

12.10 Rozwiniȩcia w szereg a liczby Bernouliego

Wiele rozwinie
‘
ć funkcji w szereg zawiera liczby Bernouliego.

1. Jednym z nich jest rozwinie
‘
cie funckcji ctgz wokół z = 0. Rozważmy

z ctgz = iz
eiz + e−iz
eiz− e−iz = iz

e2iz + 1
e2iz−1 = iz + 2iz

e2iz−1 (12.56)

Podstawiaja
‘
c (12.45) dla z→ 2iz, otrzymamy szereg pote

‘
gowy wokół z = 0

w kole |z|< π (do najbliższej osobliwości ctgz),

z ctgz = iz +
∞∑
m=0

Bm
(2iz)m
m!

= iz + 1 − iz +
∞∑
k=1

B2k
(2iz)2k

(2k)!

=
∞∑
k=0

(−1)k B2k
(2k)! (2z)2k . (12.57)

Sta
‘
d poszukiwane rozwinie

‘
cie

ctgz =
∞∑
k=0

(−1)k 4k
(2k)! B2k z

2k−1 (12.58)
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prowadza
‘
ce do kilku pierwszych wyrazów

ctgz = 1
z
− z

3 −
z3

45 −
2z5

945 + · · · . (12.59)

2. Podobnie, rozważaja
‘
c funkcje

‘
cosecz = 1/sinz znajdujemy naste

‘
puja

‘
ce

rozwinie
‘
cie w obszarze 0< |z|< π

cosecz = 2i
eiz− e−iz = eiz

z

2iz
e2iz−1

= 1
z

{ ∞∑
n=0

(iz)n
n!

}{ ∞∑
m=0

Bm
(2iz)m
m!

}

= 1
z

(
1 + iz− z

2

2 −
iz3

6 + z4

24 + . . .

)(
1− iz− z

2

3 −
z4

45 + . . .

)

i sta
‘
d kilka pierwszych wyrazów po pomnożeniu szeregów

cosecz = 1
z

+ z

6 + 7z3

360 + · · · (12.60)
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Wykład 13

Sumy szeregów i zera funkcji

13.1 Sumowanie szeregów

Metoda obliczania całek przy pomocy residuów jest także przydatna przy
sumowaniu szeregów.

Rozważmy na pocza
‘
tek funkcje

‘

π ctgπz = π
cosπz
sinπz (13.1)

Jej osobliwościami sa
‘
izolowane punkty osobliwe w zn = n = 0,±1,±2, . . .,

be
‘
da

‘
ce biegunami prostymi. Policzmy residua w tych punktach

b1(zn) = lim
z→n

π(z−n) cosπz
sinπz = cosπn

cosπn = 1 . (13.2)

Podobnie, rozważmy funkcje
‘

πcosecπz = π

sinπz (13.3)

posiadaja
‘
ca

‘
bieguny proste w tych samych punktach zn = n= 0,±1,±2, . . ..

Tym razem residua wynosza
‘

b1(zn) = lim
z→n

π(z−n)
sinπz = 1

cosπn = (−1)n . (13.4)

Obie funkcje sa
‘
przykładem funkcji meromorficznej – posiadaja

‘
cej jedynie

izolowane punkty osobliwe w postacie biegunów.
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Po tym przygotowaniu rozważmy całke po okre
‘
gu CR o środku w z = 0

IR =
∮
CR

π ctg(πz)f(z)dz , (13.5)

gdzie f(z) jest funkcja
‘
meromorficzna

‘
z biegunami {zi} różnymi od biegunów

{zn} funkcji π ctgπz.
Zgodnie z twierdzeniem o residuach, IR jest zadana przez sume

‘
po wszyst-

kich residuach zawartych we wne
‘
trzu okre

‘
gu CR. Policzmy residua w punk-

tach zn korzystaja
‘
c ze wzoru (13.2):

b1(zn) = lim
z→n
{f(z)π ctgπz} = f(n) (13.6)

Pozostaja
‘
jeszcze do obliczenia residua w biegunach zi funkcji f(z) leżace

wewna
‘
trz konturu całkowania:

b1(zi) = res {f(z)π ctgπz}|z=zi (13.7)

Ostateczny wzór zależy od rze
‘
du bieguna. Uwzgle

‘
dniaja

‘
c wszystkie bieguny

wewna
‘
trz konturu CR, otrzymujemy

1
2πi IR =

∑
n

f(n) +
∑
i

res {π ctg(πz)f(z)}|z=zi . (13.8)

Funkcja ctgπz jest ograniczona w nieskończoności, gdyż w granicy R→∞
dla z =R(cosφ+ isinφ) otrzymujemy niezależnie od ka

‘
ta φ

|ctgπz| = |e
πR sinφ+ e−πR sinφ|
|eπR sinφ− e−πR sinφ|

→ 1 , (13.9)

Jeżeli funkcja f(z) zachowuje sie
‘
dla dużych R tak, że

|f(z)| ∼ 1
R1+δ , δ > 0 (13.10)

to w granicy R→∞ całka IR = 0.
W rezultacie otrzymujemy wzór

∞∑
n=−∞

f(n) = −
∑
i

res {π ctg(πz)f(z)}
∣∣∣∣∣
z=zi

(13.11)

gdzie sumujemy po wszystkich biegunach {zi} funkcji f(z). Podobnie, roz-
ważania przeprowadzone dla funkcji πcosecπz prowadza

‘
do wzoru

∞∑
n=−∞

(−1)nf(n) = −
∑
i

res {πcosec(πz)f(z)}
∣∣∣∣∣
z=zi

(13.12)
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13.1.1 Przykłady

1. Znajdźmy sume
‘
szeregu

∞∑
n=0

1
n2 +a2 . (13.13)

Funkcja
f(z) = 1

z2 +a2 (13.14)

ma dwa bieguny proste w z± =± ia. Licza
‘
c residua w tych punktach, znaj-

dujemy

b1(z+) = lim
z→ia

(z− ia)πctgπz
(z− ia)(z+ ia) = πctg iπa

2 ia = − π

2a ctghπa

b1(z−) = lim
z→−ia

(z+ ia)πctgπz
(z+ ia)(z− ia) = πctg iπa

2 ia = − π

2a ctghπa.

Sta
‘
d suma po n we wzorze (13.11) wynosi

n=∞∑
n=−∞

=
−1∑

n=−∞
+ 1
a2 +

∞∑
n=1

= 2
∞∑
n=1

+ 1
a2 = −{b1(z+) + b1(z−)}

i ostatecznie znajdujemy

∞∑
n=0

1
n2 +a2 = π

2a ctghπa + 1
2a2 (13.15)

2. Policzmy sume
‘
szeregu

∞∑
n=1

1
n2 . (13.16)

Odpowiadaja
‘
ca mu funkcja f(z) = 1/z2 nie spełnia założeń prowadza

‘
cych do

wzoru (13.11), gdyż biegun dwukrotny f(z) w z = 0 pokrywa sie
‘
z jednym z

biegunów cotangensa, staja
‘
c sie

‘
biegunem trójkrotnym funkcji podcałkowej.

Możemy jednak łatwo zmodyfikować wzór (13.11) przesuwaja
‘
c ten punkt z

sumy ∑n do sumy ∑i i licza‘c residuum funkcji π ctgπz/z2,

b1(0) = res
{
π ctgπz
z2

}∣∣∣∣
z=0

= −π
2

3 . (13.17)
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Sta
‘
d suma po n ze wzoru (13.11) (bez wyrazu z n= 0) to

∞∑
n=−∞

=
1∑

n=−∞
+
∞∑
n=1

= 2
∞∑
n=1

= −b1(0) (13.18)

i ostatecznie znajdujemy
∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 . (13.19)

Wynik ten można też otrzymać z (13.19) w granicy a→ 0 po uprzednim
odje

‘
ciu 1/a2.

3. Obliczmy sume
‘
szeregu

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2 = 1− 1
2 + 1

9 − . . . . (13.20)

korzystaja
‘
c ze wzoru (13.12). Tak jak poprzednio usuwamy z sumy po n

biegun dwukrotny funkcji f(z) = 1/z2 w z = 0 i liczymy residuum w tym
puncie

b1(0) = res
{
πcosecπz

z2

}∣∣∣∣
z=0

= π2

6 . (13.21)

Teraz suma po n we wzorze (13.12) to

∞∑
n=−∞

(−1)n =
1∑

n=−∞
(−1)n+

∞∑
n=1

(−1)n = 2
∞∑
n=1

(−1)n = −b1(0)

i sta
‘
d wynik po uwzgle

‘
dnieniu brakuja

‘
cego czynnika (−1)

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2 = π2

12 . (13.22)

4. Przy liczeniu residuów w przykładach 2. i 3. bardzo pożyteczne okazuja
‘

sie
‘
rozwinie

‘
cia (12.58) oraz (12.60) zawieraja

‘
ce liczby Bernouliego:

ctgπz = 1
πz
− πz

3 −
π3z3

45 − 2π5z5

945 + · · · (13.23)

cosecπz = 1
πz

+ πz

6 + 7π3z3

360 + · · · (13.24)
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Sta
‘
d też wynikaja

‘
poniższe sumy szeregów odzwierciedlaja

‘
ce zwia

‘
zek (12.53)

liczb Bernouliego (wyste
‘
puja

‘
cych w rozwinie

‘
ciu) z wartościami dzety Rie-

mana (jako sum szeregów):
∞∑
n=1

1
n4 = −1

2 res
{
π ctgπz
z4

}∣∣∣∣
z=0

= π4

90 . (13.25)

∞∑
n=1

1
n6 = −1

2 res
{
π ctgπz
z6

}∣∣∣∣
z=0

= π6

945 . (13.26)

Ponadto, korzystaja
‘
c z (13.24) znajdujemy

∞∑
n=1

(−1)n+1

n4 = 1
2 res

{
πcosecπz

z4

}∣∣∣∣
z=0

= 7π4

720 . (13.27)

13.2 Poszukiwanie zer funkcji

Punkt z0 nazywamy k−krotnym zerem funkcji analitycznej f jeżeli rozwinie
‘
cie

Taylora wokół tego punktu ma postać

f(z) = ak (z−z0)k + ak+1 (z−z0)k+1 + . . . = ak (z−z0)k {1 + O(z−z0)}

gdzie ak 6= 0. Dla pochodnej otrzymujemy

f ′(z) = kak (z−z0)k−1 {1 + O(z−z0)} .

Wtedy

f ′(z)
f(z) = k

(z−z0)
(1 + O(z−z0))
(1 + O(z−z0)) = k

(z−z0) + cze
‘
ść regularna .

Tak wie
‘
c, f ′/f ma biegun prosty w k−krotnym zerze funkcji f z residuum

równym k .

Załóżmy, że w innym punktcie z1 funkcja f ma biegun m−krotny,

f(z) = bm
(z−z1)m + . . . + b1

(z−z1) + cze
‘
ść regularna

= bm
(z−z1)m {1 + O(z−z1))} . (13.28)
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Wtedy pochodna to

f ′(z) = −m bm
(z−z1)m+1 {1 + O(z−z1))} .

Dziela
‘
c obie funkcje

‘
otrzymamy

f ′(z)
f(z) = −m

(z−z1)
(1 + O(z−z1))
(1 + O(z−z1)) = = −m

(z−z1) + cze
‘
ść regularna .

Tak wie
‘
c, f ′/f ma biegun prosty wm−krotnym biegunie funkcji f z residuum

równym −m.

Sta
‘
d wynika naste

‘
puja

‘
ce

Twierdzenie

Niech f(z) be
‘
dzie funkcja

‘
analityczna

‘
na krzywej zamknie

‘
tej C oraz w ob-

szarze D ograniczonym ta
‘
krzywa

‘
, z wyja

‘
tkiem być może skończonej liczby

biegunów w tym obszarze. Jeżeli f(z) 6= 0 na krzywej C to

1
2πi

∮
C

f ′(z)
f(z) dz = Z − P (13.29)

gdzie Z to liczba zer funkcji f(z) (wraz z ich krotnościa
‘
), a P to liczba

biegunów tej funkcji (wraz z ich rze
‘
dem) w obszarze D.

Każde zero lub biegun funkcji f wnosza
‘
bowiem do rozważanej całki

residuum równe odpowiednio ich krotności lub rze
‘
dowi.

13.2.1 Zasada argumentu

Zauważmy, że
f ′(z)
f(z) = d lnf(z)

dz
, (13.30)

tak wie
‘
c ∮

C

f ′(z)
f(z) dz =

∮
C

d lnf(z) = ∆C lnf(z) , (13.31)
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gdzie ∆C lnf(z) jest przyrostem wartości lnf(z) przy pełnym obiegu argu-
mentu z po krzywej C w kierunku dodatnim. Ponieważ

lnf(z) = ln |f(z)| + iargf(z) (13.32)

to przy obiegu C może sie
‘
zmienić jedynie argument funkcji, natomiast jej

moduł powraca do wyjściowej wartości.

Otrzymujemy w ten sposób zasade
‘
argumentu

Z − P = 1
2π ∆C arg f(z) (13.33)

Wielkość Z − P jest liczba
‘
całkowita

‘
, a wie

‘
c argument f(z) zmienia sie

‘
o całkowita

‘
wielokrotność ka

‘
ta pełnego 2π. Badaja

‘
c ile razy krzywa Cw,

be
‘
da

‘
ca obrazem krzywej zamknie

‘
tej C poprzez odwzorowanie meromorficzne

w = f(z), okra
‘
ża zero w płaszczyźnie w możemy znaleźć liczbe

‘

N = Z − P , (13.34)

nazywana
‘
indeksem krzywej Cw wzgle

‘
dem punktu w = 0.

13.2.2 Twierdzenie Rouché’a

Brzmi ono.

Jeżeli dwie funkcje f(z) i g(z) sa
‘
analityczne wewna

‘
trz i na konturze C

oraz spełniaja
‘
nierówność

|g(z)| < |f(z)| (13.35)

na konturze C to f(z) +g(z) ma wewna
‘
trz C ta

‘
sama

‘
liczbe

‘
zer co f(z).

Rozważmy bowiem argument funkcji f +g dla punktów z na krzywej C

arg (f +g) = arg (f [1 +g/f ])

= arg f + arg (1 +g/f) .

Wartości funkcji w= 1+g(z)/f(z) spełniaja
‘
na podstawie założenia zwia

‘
zek

|w−1| =
∣∣∣∣ g(z)
f(z)

∣∣∣∣ < 1 (13.36)
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co oznacza, że funkcja ta nie okra
‘
ża zera w płaszczyźnie w przy obiegu z po

konturze C. Tym samym zmiana argumentu ∆C dla tej funkcji wynosi zero.
Sta

‘
d teza twierdzenia

1
2πarg (f(z) +g(z)) = 1

2πarg f(z) = Z . (13.37)

Przy pomocy twierdzenia Rouchégo możemy raz jeszcze udowodnić, że
wielomian w(z) = a0 +a1z+ . . .+anz

n ma dokładnie n zer na płaszczyźnie
zespolonej, rozważaja

‘
c

f(z) = anz
n , g(z) = a0 +a1z+ . . .+an−1z

n−1 .

Na okre
‘
gu o środku w z = 0 i promieniu R 1 zachodzi

|g(z)| ¬ |a0|+ |a1|R+ . . .+ |an−1|Rn−1 ¬
(
n−1∑
k=0
|ak|

)
Rn−1 ¬ |an|Rn = |f(z)|

pod warunkiem, że

R 
(
n−1∑
k=0
|ak|

)
/|an|  1 . (13.38)

Jeśli ostatnia nierówność nie jest spełniona wtedy R= 1. Tym samym, wew-
na

‘
trz tego okre

‘
gu w(z) = f(z) +g(z) ma tyle samo zer co f(z) czyli n.

Przykład
Wielomian w(z) = 1 + z + z2 + z3 ma trzy zera wewna

‘
trz okre

‘
gu o

środku w z = 0 i promieniu R= (1 + 1 + 1)/1 = 3.
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Wykład 14

Funkcje całkowite i
meromorficzne

Przpomnijmy, że funkcje analityczna
‘
na całej płaszczyźnie zespolonej nazy-

wamy całkowita
‘
. Funkcje

‘
analityczna

‘
posiadaja

‘
ca

‘
jedynie izolowane punkty

osobliwe w postaci biegunów nazywamy meromorficzna
‘
.

Dowolny wielomian W (z) jest funkcja
‘
całkowita

‘
, natomiast 1/W (z) jest

funkcja
‘
meromorficzna

‘
z biegunami w zerach wielomianu.

14.1 Rozkład na sumȩ nieskończona̧

Każda
‘
funkcje

‘
wymierna

‘
P (z)/Q(z), gdzie P i Q sa

‘
wielomianami, można

rozłożyć na sume
‘
ułamków prostych ak/(z− zi)k, gdzie zi sa‘ zerami wielo-

mianu Q(z), a tym samym biegunami funkcji wymiernej. Powstaje pytanie
czy można w ten sam sposób rozłożyć funkcje

‘
meromorficzna

‘
, która może

mieć nieskończenie wiele biegunów. Odpowiedź jest pozytywna.

Przykładem funkcji meromorficznej z nieskończona
‘
liczba biegunów jest

f(z) = ctgπz z biegunami w z = 0,±1,±2, . . .. W ogólności uszeregujmy te
bieguny według rosna

‘
cych wartości ich modułów

|z1| ¬ |z2| ¬ . . .¬ |zn| , |zn| →∞ . (14.1)

W każdym obszarze ograniczonym może być tylko skończona liczba biegu-
nów, gdyż ich punkt skupienia nie jest ani punktem regularnym, ani biegu-
nem.
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Otoczmy pierwsze N biegunów f(z) okre
‘
giem CN o promieniu R i wy-

bierzmy dowolne z 6= zn wewna
‘
trz okre

‘
gu. Wtedy

1
2πi

∮
CN

f(w)
w−z

dw = f(z) +
N∑
n=1

res
{
f(w)
w−z

}∣∣∣∣
w=zn

. (14.2)

Pierwszy składnik sumy po prawej stronie to residuum funkcji podcałkowej
w biegunie prostym w = z. Całka po lewej stronie da

‘
ży do zera dla R→∞,

gdy f(w)∼ ω−δ dla |ω| →∞. Wtedy otrzymujemy

f(z) = −
∞∑
n=1

res
{
f(w)
w−z

}∣∣∣∣
w=zn

. (14.3)

Jeżeli f ma tylko bieguny proste z residuami b1(zn) to zachodzi

res
{
f(w)
w−z

}∣∣∣∣
w=zn

= lim
w→zn

{
(w−zn) f(w)

w−z

}
= b1(zn)
zn−z

. (14.4)

i wtedy

f(z) =
∞∑
n=1

b1(zn)
z−zn

(14.5)

Jeśli założenie o znikaniu całki nie jest prawdziwe to poprawiamy jej
zbieżność rozważaja

‘
c drugi punkt z0 6= zn, zapisuja‘c

1
2πi

∮
CN

f(w)
w−z0

dw = f(z0) +
N∑
n=1

res
{
f(w)
w−z0

}∣∣∣∣
w=zn

. (14.6)

Po odje
‘
ciu (14.2) i (14.6) stronami, otrzymujemy

f(z) = f(z0) +
N∑
n=1

[
res

{
f(w)
w−z0

}∣∣∣∣
w=zn

− res
{
f(w)
w−z

}∣∣∣∣
w=zn

]

+ z−z0
2πi

∮
CN

f(w)
(w−z)(w−z0) dw (14.7)

Jeśli f(ω) = ω1−δ dla |ω| →∞ to całka powyżej daży do zera i ostatecznie

f(z) = f(z0) +
∞∑
n=1

[
res

{
f(w)
w−z0

}∣∣∣∣
w=zn

− res
{
f(w)
w−z

}∣∣∣∣
w=zn

]
(14.8)
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Jeżeli f ma tylko bieguny proste z residuami b1(zn) otrzymujemy sta
‘
d naste

‘
puja

‘
cy

rozkład

f(z) = f(z0) +
∞∑
n=1

b1(zn)
[ 1
zn−z0

+ 1
z−zn

]
(14.9)

Jeżeli funkcja f(z) ma biegun dwukrotny w z = zn to residuum wynosi

res
{
f(w)
w−z

}∣∣∣∣
w=zn

= lim
w→zn

d

dw

{
(w−zn)2 f(w)

w−z

}

= b1(zn)
zn−z

− b2(zn)
(zn−z)2 , (14.10)

gdzie bi(zn) to współczynniki cze
‘
ści głównej szeregu Laurenta funkcji f .

Otrzymujemy wtedy

f(z) = f(z0) +
∞∑
n=1

b1(zn)
[ 1
zn−z0

+ 1
z−zn

]

+
∞∑
n=1

b2(zn)
[ −1

(zn−z0)2 + 1
(z−zn)2

]
. (14.11)

14.1.1 Przykłady

1. Rozłóżmy w szereg funkcje
‘

f(z) = π

sinπz , (14.12)

która ma bieguny proste w punktach zn = n∈Z z residuami b1(zn) = (−1)n.
Kłada

‘
c z0 = 0 musimy wyeliminować biegun w tym punkcie, rozważaja

‘
c

funkcje
‘
zf(z), dla której f(0) = 1. Ze wzoru (14.9) wynika

πz

sinπz = 1 +
∞∑
n=1

(−1)n
[ 1
n

+ 1
z−n

]
+
∞∑
n=1

(−1)n
[
− 1
n

+ 1
z+n

]

= 1 +
∞∑
n=1

(−1)n
[ 1
z−n

+ 1
z+n

]
= 1 + 2z

∞∑
n=1

(−1)n
z2−n2

Dziela
‘
c przez z otrzymamy szukany rozkład

π

sinπz = 1
z

+ 2
∞∑
n=1

(−1)n
z2−n2 (14.13)
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2. Rozważmy funkcje
‘

f(z) = π ctgπz− 1
z

(14.14)

z biegunami prostymi w zn = ±n, n ∈ N i residuami b1(zn) = 1. Ponad-
to f(0) = 0. Funkcja f(z) jest ograniczona dla |z| → ∞, stosujemy wie

‘
c

rozwinie
‘
cie (14.9).

π ctgπz− 1
z

=
∞∑
n=1

[ 1
n

+ 1
z−n

]
+
∞∑
n=1

[
− 1
n

+ 1
z+n

]

=
∞∑
n=1

[ 1
z−n

+ 1
z+n

]
=
∞∑
n=1

2z
z2−n2

Sta
‘
d wzór

π ctgπz = 1
z

+
∞∑
n=1

2z
z2−n2 (14.15)

14.2 Rozkład na iloczyn nieskończony

Załóżmy, że funkcja meromorficzna f(z) jest postaci

f(z) = g′(z)
g(z) , (14.16)

gdzie funkcja całkowita g(z) ma w punktach z = zn, n= 1,2, . . . zera jedno-
krotne, w których g′(zn) 6= 0. Punkty te sa

‘
jednocześnie biegunami prostymi

funkcji f(z) z residuami równymi 1. Wzór (14.9) przyjmuje wtedy postać

g′(z)
g(z) = g′(z0)

g(z0) +
∞∑
n=1

[ 1
z−zn

+ 1
zn−z0

]
. (14.17)

Całkuja
‘
c obie strony po z w granicach od z0 do z, otrzymujemy

ln g(z)
g(z0) = g′(z0)

g(z0) (z−z0) +
∞∑
n=1

{
ln z−zn
z0−zn

+ z−z0
zn−z0

}
. (14.18)

Kłada
‘
c z0 = 0 otrzymujemy iloczyn Weierstrassa dla funkcji całkowitej

g(z) = g(0) exp
{
g′(0)
g(0) z

} ∞∏
n=1

(
1− z

zn

)
ez/zn (14.19)

Wzór ten jest uogólnieniem na funkcje całkowite rozkładu wielomianu
na iloczyn czynników (z−zi), gdzie zi to pierwiastki wielomianu.
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14.2.1 Przykłady

1. Rozważmy funkcje
‘
całkowita

‘

g(z) = sinπz
πz

(14.20)

posiadaja
‘
ca

‘
zera w zn = ±1,±2, . . .. Wykorzystuja

‘
c warunki g(0) = 1 oraz

g′(0) = 0, znajdujemy

sinπz
πz

=
∞∏
n=1

(
1− z

n

)
ez/n

∞∏
n=1

(
1 + z

n

)
e−z/n , (14.21)

co prowadzi do wzoru

sinπz
πz

=
∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
(14.22)

2. Funkcja całkowita
g(z) = 1

Γ(1 +z) (14.23)

ma zera jednokrotne dla zn = −1,−2, . . .. Podstawiaja
‘
c w (14.19) wartość

g(0) = 1 oraz
g′(0)
g(0) = −Γ′(1)

Γ(1) = γ = 0.57721566 . . . , (14.24)

gdzie γ jest stała
‘
Eulera-Mascheroniego, znajdujemy

1
Γ(1 +z) = eγz

∞∏
n=1

(
1 + z

n

)
e−z/n (14.25)

Sta
‘
d można natychmiast otrzymać

1
Γ(z) = z

Γ(1 +z) = z eγz
∞∏
n=1

(
1 + z

n

)
e−z/n . (14.26)

Podstawiaja
‘
c z→−z we wzorze (14.25) otrzymamy

1
Γ(1−z) = e−γz

∞∏
n=1

(
1− z

n

)
ez/n . (14.27)

Mnoża
‘
c dwa ostatnie wzory przez siebie znajdujemy znany już wzór

1
Γ(z)Γ(1−z) = z

∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
= sinπz

π
. (14.28)
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14.3 Funkcja digamma

Digamma ψ(z) to pochodna logarytmu funkcji gamma

ψ(z) = d

dz
lnΓ(z) = Γ′(z)

Γ(z) (14.29)

Logarytmuja
‘
c wzór (14.26) znajdujemy

lnΓ(z) = − lnz−γz−
∞∑
n=1

{
ln
(

1 + z

n

)
− z

n

}
. (14.30)

Sta
‘
d po policzeniu pochodnej dostaniemy

ψ(z) = −γ− 1
z
−
∞∑
n=1

{ 1
z+n

− 1
n

}
. (14.31)

Digamma ma bieguny proste w z = 0,−1,−2, . . . z residuum równym −1.

Dla z = 1 mamy w zgodzie ze wzorem (14.24)

ψ(1) = −γ−1−
∞∑
n=1

{ 1
1 +n

− 1
n

}
=−γ−1 + 1 = −γ . (14.32)

Kolejne wartości dla n ∈ N znajdziemy zauważaja
‘
c, że

ψ(1 +z) = d

dz
lnΓ(1 +z) = d

dz
lnzΓ(z)

= d

dz
lnz+ d

dz
lnΓ(z) = 1

z
+ψ(z) . (14.33)

Ze wzoru tego wynika

ψ(1 +z) = −γ−
∞∑
n=1

{ 1
z+n

− 1
n

}
. (14.34)

Podstawiaja
‘
c z→−z otrzymujemy

ψ(1−z) = −γ+
∞∑
n=1

{ 1
z−n

+ 1
n

}
. (14.35)
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Odejmuja
‘
c stronami mamy

ψ(1−z) − ψ(1 +z) =
∞∑
n=1

{ 1
z−n

+ 1
n

}
+
∞∑
n=1

{ 1
z+n

− 1
n

}
. (14.36)

Porównuja
‘
c z rozwinie

‘
ciem (14.15) dostajemy

ψ(1−z) − ψ(1 +z) = π ctgπz− 1
z

(14.37)

lub wykorzystuja
‘
c wzór (14.33)

ψ(1−z) − ψ(z) = π ctgπz (14.38)

14.4 Stała Eulera–Mascheroniego

Podstawiaja
‘
c z = 1 w (14.30) i pamietaja

‘
c, że Γ(1) = 1 znajdujemy wzór dla

stałej Eulera-Mascheroniego

γ =
∞∑
n=1

{ 1
n
− ln

(
1 + 1

n

)}
. (14.39)

Rozważmy N−ta
‘
sume

‘
cze

‘
ściowa

‘
cia

‘
gu po prawej stronie (14.39)

SN =
N∑
n=1

{ 1
n
− ln

(
1 + 1

n

)}

=
N∑
n=1

1
n
− ln

(
N∏
n=1

n+ 1
n

)
=

N∑
n=1

1
n
− ln(N + 1) (14.40)

Granica tego cia
‘
gu jest równa stałej Eulera, wie

‘
c

γ = lim
N→∞

{
N∑
n=1

1
n
− ln(N + 1)

}
= lim
N→∞

{
N∑
n=1

1
n
− lnN

}
. (14.41)

Stała γ jest wie
‘
c granica

‘
cia

‘
gu różnic N−tej liczby harmonicznej i lnN .

Istnieje również zwia
‘
zek mie

‘
dzy stała

‘
Eulera-Mascheroniego a funkcja

‘
dzeta Riemanna. Pamie

‘
taja

‘
c o rozwinie

‘
ciu funkcji logarytmu dla |z|< 1

ln(1 +z) =
∞∑
k=1

(−1)k+1

k
zk (14.42)
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znajdujemy

γ =
∞∑
n=1

{ 1
n
− ln

(
1 + 1

n

)}
=
∞∑
n=1

{
1
n
−
∞∑
k=1

(−1)k+1

k

1
nk

}

= −
∞∑
n=1

{ ∞∑
k=2

(−1)k+1

k

1
nk

}
=
∞∑
k=2

(−1)k
k

∞∑
n=1

1
nk

i sta
‘
d ostateczny wynik

γ =
∞∑
k=2

(−1)k
k

ζ(k) (14.43)
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