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Rozdziat 1

Operatory gestosci

1.1 Definicja

Stany w mechanice kwantowe]j opisywane sa liniowymi operatorami gestosci p dziata-
jacymi w przestrzeni Hilberta H,

p: H—H (1.1)

i zdefiniowanymi poprzez trzy warunki:

e hermitowskosé: pf = p
o unormowanie sladu: Trp =1

o dodatnia okreslonos$é: p >0 <=> VYo € H, {W|p[) =0

Wybierajac ortonormalna i zupeina baze stanéw w przestrzeni Hilberta, {¢;},_; 5

(@ilg) = i, > longil =1 (1.2)
i
otrzymujemy macierz gestosci odpowiadajaca operatorowi gestosci p,
pij = (dilple;) (1.3)
Operator gestosci mozna zapisa¢ przy pomocy elementéw macierzy gestosci
p= Z pij |Pi) (D51 (1.4)
1,



o czym latwo sie przekonaé obliczajac elementy (1.3),
(Gulply) = D pij (bw |5l by = D pij b 6350 = puyr (1.5)
2 i,

Warunki definiujace operator gestosci przyjmuja teraz nastepujaca postac:

* Pij = Py
3

o Vipi=0

Z pierwszego warunku wynika, ze elementy diagonalne macierzy gestoéci sg rzeczywi-
ste: pi;i € R, co uzasadnia zapis dwéch pozostalych warunkéw.

1.2 Wartosci Srednie obserwabli

Niech A bedzie dowolnym operatorem hermitowskim reprezentujacym wielko$é¢ fizycz-
ng (obserwable). Wartosé érednia tej obserwabli dla uktady kwantowego w stanie p
jest dana wzorem

(), = Tr(Ap) = Tr(pA) (L6)

p

Wzér ten uzasadniamy tym, ze dla stanu czystego otrzymujemy relacje znana z
mechaniki kwantowej

(A4), = Tr (Al)(W]) = WAl (1.7)

Ostatnig réwnosé mozna otrzymaé obliczajac Slad liczony w dowolnej ortogonalnej i
zupelnej bazie stanéw {¢;} w przestrzeni Hilberta H

(A), =D (il Alw)(Wlds) = D Wloa)(gil Alv) = (| Aly) (1.8)

K3 (2

gdzie w ostatniej rownosci wykorzystaliSmy warunek zupetnosci stanéw bazowych.



1.3 Stany czyste i mieszane

Stan czysty to stan spelniajacy warunek

pP=p (1.9)
Operator gestosci jest wtedy operatorem rzutowym, ktéry mozna przedstawié¢ jako
p =)W (1.10)

gdzie ¢ € H.

Aby znalez¢ taki stan zdiagonalizujmy operator p. W bazie stanéw wlasnych {¢;}
macierz gestosci ma postaé¢ diagonalna

P1 0 0
0 ... 0

pa=pdy=| 7 )
0 0 ... pn

gdzie N to wymiar przestrzeni Hilberta. Warunek czystosci stanu prowadzi do wniosku

p; =pi (1.12)

dopi=3p=1 (1.13)

stad wniosek, ze istnieje tylko jedna rézna od zera liczba liczba p; = 1 w tej sumie
dla pewnego stanu i. Oznacza to, ze

dla kazdego ¢. Poniewaz

0o 0 ... 0
p=loisil=| " ° n 0 (1.14)
czyli ¢ = ¢; w relacji (1.10).
Zauwazmy, ze dla stanu czystego
detp=0. (1.15)

Dla wymiaru przestrzeni Hilberta N = 2 to rownowazny sposéb definiowania stanu
czystego, gdyz wtedy istnieje baza ortonormalna |ej), |e2), w ktérej

(6 o) (110

i stad p? = p.



1.4 Przyklad 1

Rozwazmy macierz gestosci w bazie stanéw

le1) = (é) , le) = (2) (1.17)

p= (%1 £2> = p1ler){e1| + pa2 [e2){ez| (1.18)

W postaci

gdzie p1 + p2 = 1. Jest to macierz gestosci stanu mieszanego bedacego suma wazona
dwo6ch macierzy gestosci dla standéw czystych, |e1) i |es).

Nie jest to jedyna interpretacja tej macierzy gestosci. Mozemy ja réwniez zapisaé
w postaci

1
P=3 (p1 + p2 + p3) (1.19)

gdzie p123 to macierze gestosci stanéw czystych. W przypadku dwuwymiarowym
oznacza to, ze
det p17273 =0 (1.20)

Aby skonstruowaé takie macierze gestosci, zapiszmy

=i o) (o) (o)) a2
gdzie liczby zespolone a1 23 musza spelnia¢ warunki
|a1|? = Jaz|* = |as|* = pip2 (1.22)
by spelniony byl warunek (1.20) oraz
a1 +az+a3 =0 (1.23)

by otrzymaé zgodno$¢ z postacia (1.18). Pierwszy warunek oznacza, ze poszukiwane
liczby zespolone leza na okregu o promieniu ,/pips W plaszczyznie zespolonej, nato-
miast drugi prowadzi do wniosku, ze sg one trzema trzecimi pierwiastkami z jedynki

\Sﬁ, tzn.
— _ 2mi/3 _ 4mi/3
a1 = \/P1p2, a2 = \/P1p2¢€ ) a3 = /p1p2¢€ ) (1‘24)

gdyz . 4
14 o27i/3 4 o47mi/3 _ (1.25)

W oczywisty sposéb mozna uogdlnié¢ ten przyklad na dowolne n, stosujac /1.



1.5 Pomiar elementéw macierzowych p

Z twierdzenia spektralnego dla dowolnej obserwabli o dyskretnym spektrum zachodzi

A= "ap|ag) (x|, ar €R (1.26)
k
Liczac wartoéé¢ érednia w stanie p otrzymujemy

(A4),=Tr (Z ak;!ak;><ak|ﬂ> = ar Tr (Jaw)(ar| p) =D arlar|plar) (1.27)
P P

k

Elementy diagonalne operatora gestosci p w bazie stanéw wlasnych obserwabli A sa
prawdopodobienstwami pomiaru wartosci wlasnej ay,

plax) = (ak|plar) = prr (1.28)

gdyz otrzymujemy wtedy prawidtowy wzor dla wartosci sredniej pomiaru obserwabli

(A), = arplar) (1.29)
k

Mierzac wiec czestoéci wystepowania w pomiarze wartosci wlasnych ap obserwabli A
wyznaczymy prawdopodobienistwa ich wystepowania, a tym samym elementy diago-
nalne macierzy gestosci pri. Zauwazmy, ze wzér (1.28) mozna zapisaé¢ w formie

pla) = Tr(lax) ax| p) (1.30)

Wyznaczenie elementéw pozadiagonalnych, pr = (ag|pla;) dla k # [, wymaga
pomiaru innego zespotu obserwabli B, niekomutujacych z A,

[A,B] #0 (1.31)

Nie istnieje wiec wspdlny uktad wektoréw bazowych. Oznaczmy baze wektoréw wla-
snych B przez |b,,) a wartosci wlasne przez b,,. Mierzac czesto$ci wystepowania war-
tosci wlasnych B otrzymujemy prawdopodobienstwa

P(bm) = T ([bin) bralo) = (Bl plbe) (132)
Podstawiajac
p=> prila) (] (1.33)
k,l



znajdujemy

p(bm) = pra (bmlak) (ar|bm) (1.34)
kol

Wynik ten mozemy zapisa¢ w postaci

P(bm) = > prk [(aklbm) > + D prt (bmlar) (@|bm) (1.35)
P oy

Poniewaz pyj to wyznaczone juz prawdopodobienstwa, ostatecznie otrzymujemy

p(bm) = > plar) {arlbm)[* + > prr (bmlar) (arlbm) (1.36)
P ey

Powtarzamy pomiary dla takiej liczby niekomutujacych miedzy soba obserwabli, ktéra
pozwoli wyznaczy¢ elementy pozadiagonalne pg; na podstawie powyzszych réwnan.

1.6 Przyktad 2

Wyznaczmy elementy macierzowe operatora gestosci spinu 1/2 poprzez pomiar odpo-
wiednich obserwabli. W tym celu rozwazmy operator rzutu spinu na osie z,y, z dane
przez macierze Pauliego

w=(V0) (0 9) em(6N) wam

Operatory te nie komutuja ze soba, gdyz
(02, 0y] = 2i0,, oy, 0] = 2i0o,, (02, 04] = 2ioy (1.38)

Kazdy z tych operatoréw posiada swéj uktad dwéch wektoréw wlasnych do wartosci
wlasnych +1, oznaczajacych wartosé rzutu spinu na odpowiednia 0$

1 1 1 (1

|z +) = <(1)> ; |z —) = <(1)> (1.40)

Macierz gestosci operator gestosci w bazie standéw rzutu spinu na os z to

e ((z+ lplz+) (= + p!z—>> _ <P++ P+—> (1.41)

oz +) e —lolz—)) = \pos -

oraz

10



gdzie
p+++p—=1, pr+ 20, Pt = P (1.42)

Aby wyznaczy¢ elementy diagonalne mierzmy rzuty spinu na o$ z, okreslajac praw-
dopodobienistwa ich pomiaru,

p(z+) =z +lplz +) = p++
p(z—) =z —plz =) = p— (1.43)

Elementy pozadiagonalne wyznaczymy mierzac rzuty spinéw na inne osie. Czgs¢ rze-
czywista p_4 wyznaczymy mierzac jeden z rzutéw na o$ x,

pz+) = &+ |plz +) = 5+ Rep_
pla—) ={z —|plx =) =3 —Rep_4 (1.44)

Czes¢ urojona p_ wyznaczymy mierzac jeden z rzutoéw spinu ona oS y,

ply+) =y +lply+) =3 +Imp_y
ply=) = —Ilply—) =5 —Tmp_ (1.45)
gdzie czedc rzeczywista i urojona to
Rep_t =5 (p—4 +p-1+), Imp_i = g5 (p—4 — p—+) (1.46)

7 procedury tej wynika, ze przy pomocy tylko pomiaru rzutu na os$ z nie jesteSmy
w stanie rozréznié¢ stanu czystego

p= <p1 p12> , Ip12|* = p1p2, p1+p2=1, (1.47)
P21 P2

od stanu mieszanego

p= (%1 ;l) . (1.48)

W obu przypadkach dostaniemy ten sam wynik: p(z+) = p1 i p(z—) = po.

1.7 Koherencja

Istnieja ograniczenia na elementy niediagonalne macierzy gestosci wynikajace z nie-
rownosci Schwartza. Forma hermitowska

p(d: ) = (@lple) (1.49)

11



jest dodatnio okreslona, gdyz

p(d, ¢) = (Blpld) =0 Vo € H (1.50)

Rozwazamy wiec wielkosé

pld = X, & — N) = p(¢, §) — Ap(d, 1) — Ap(¥, §) + Ap(1h,) > 0 (1.51)

Podstawiajac
p(¥, )
otrzymujemy nieréwnoé¢ Schwartza
p(0,¥)1” < p(6,0) - p(,9) (1.53)
Tym samym dla elementéw macierzowych operatora gestosci w bazie ¢;
pij = (ilplej) (1.54)
otrzymujemy
|pi|? < pii pjj (1.55)

Nier6wno$¢ (1.55) charakteryzuje stopient koherencji kwantowej.

1.8 Przyktad 3

Niech wiazka czastek bedzie utworzona poprzez fizyczne zmieszanie w proporcji N1 /No

czastek o spinie % spolaryzowanych wzdluz dodatnich wartosci osi z i takich samych
czastek spolaryzowanych wzdhiz dodatnich wartosci osi z. Stan kwantowy wiagzki jest

opisany przez operator gestosci

p=Plz+)z+ |+ Pl +)x+| (1.56)
gdzie stany |z +) oraz |z +) to odpowiednio stany wlasne operatoréw 1o i 1
wartosci wlasnych —i—%, natomiast

o, do

Nl NZ

p=—1_ Pp=—"%_
TN N > N+ N,

(1.57)

tak, ze
Pr+P=1 (158)

12



Znajdziemy macierz gestosci operatora p w bazie stanéw |z ), wykorzystujac relacje
wynikajaca z postaci stanéw wlasnych (1.39) i (1.40)

e Hl-)

|z +) 7

(1.59)
Podstawiajac ja do (1.58) otrzymujemy
p=(Pi+iB)lz+)e+ ]+ 3P (lz=Ye—+]z4)E— |+ |2 =) +]) (1.60)

co prowadzi do nastepujacej macierzy gestosci w bazie stanéw |z £ )

(p)ij = (Pl;rj;m gg) (1.61)

Jest to macierz hermitowska, spelniajaca warunek unormowania sladu do jedynki.
Nie jest to stan czysty, gdyz w ogdélnosci

LBy (Py+ 1Py) # 1Py (1.62)

Jedynie dla P, = 0 lub P, = 0 otrzymujemy wtedy stan czysty o maksymalnej
koherencji ze 100% polaryzacja wzdluz osi z lub x.

Macierz gestosci (1.63) mozna zdiagonalizowaé rozwiagzujac réwnianie
(P4 3P —NEP -\ - 1P} =0 (1.63)
ktore prowadzi do nastepujacych wartoéci wlasnych

p=M=3i1+V1-2PP)
1(1—V1-2PP,) (1.64)

Pierwiastek jest zawsze rzeczywisty oraz spelniony jest warunek unormowania do
jedynki

P2 = Ay =

p1+p2=1 (1.65)

Otrzymujemy w ten sposoéb nowa macierz gestosci operatora gestosci p,

(p)ij = (pl O) (1.66)

0 po
w nowej ortonormalnej bazie stanow

In+)=cos¢|z+)—sing|z —)
In—) =sin¢g|z+) +cosg|z —) (1.67)

13



gdzie dla P, # 0 mamy

(1.68)

te & P+ +V1—-2P P
g =
P

2

Operator (1.58) mozna wiec zapisa¢ jako niekoherentna mieszanki tych stanéw

p=piln+)n+|+p2fn—)n—| (1.69)

14



Rozdziatl 2

Ewolucja kwantowa

2.1 Rownanie Liouville’a

Operator ewolucji w mechanice kwantowej to operator unitarny

U(t) — efth/h

spekliajacy réwnania

UNUT) =UT0)U(t) =1

Rézniczkujac po czasie dostajemy

L dU(t)
h——==HU(t
S ®)
lub sprzegajac hermitowsko obie strony
dUT(t
—ih Udt( ) _ UT(t)H

Stad dla dowolnego stanu kwantowego v otrzymujemy

1b(t)) = U(t) [¢(0)
gdyz spetnione jest réwnania Schroedingera dla stanéw

Ldly(t) . dU(t)
ih 5 =ih g |1 (0))

= HU(#)[$(0))
= H|y(1))

15



Z definicji (1.10) operatora gestosci dla stanu czystego otrzymujemy

V(6 @) = U (1) [ (0)((0)| U (1) (2.7)

Stad po uogdlnieniu postulat ewolucji dowolnego operatora gestosci

p(t) =U()p(0) U'(t) (2.8)

Obliczajac pochodna po czasie dostajemy

T
hd’;(t) i (d(fli ) p(0) Ut (1) + U (1) p(0) dUdt(t)) (2.9)
— HUMpO)U (1) — U000 (1) H
— Holt) - pl)H (210)

Stad réwnanie Liouville’a dla operatoréw gestosci

mdfg) — [H, p(#)] (2.11)

Wazne sa nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 1
Ewolucja unitarna (2.8) przeprowadza operator gestosci w operator gestosci.

Dowdd. Hermitowsko$¢ p(t) jest spelniona:

PO = (U0 U (1) = U0 U (1) = o) (2.12)
Podobnie, p(t) jest unormowane do jedynki
Trp(t) = Tr (U(£)p(0) U' (1)) = Tr (UT(#)U(£)p(0)) = Trp(0) = 1 (2.13)
Warunek dodatniej okreélonosci jest takze speliony, gdyz Vi € ‘H

Wlp(t)[v) = WIU(1)p(0) U (t)]4)

= (U ®)¢lp(0 )IUT() ¥)
= (lp(0)[¥) = (2.14)

16



gdzie wykorzystaliémy unitarnosé¢ operatora ewolucji.

Twierdzenie 2
Ewolucja unitarna (2.8) przeprowadza stan czysty w stan czysty.

Dowdd. Policzmy

(1) p(O) UT (1) U (1) p(0) U ()

(t) [p(0)? UT(1)

(1) p(0) U () (2.15)
= p(t)

U
U
gdzie wykorzystaliémy warunek stanu czystego [p(0)]? = p(0).

2.2 Obraz Heisenberga

Warto$¢ érednia obserwabli A w stanie p(t) to

(A) ) = Tr (p(t)A)

= Tr (U@)p(0) UT(1)A)
=Tr (p(0) Ut () AU (1)) (2.16)

Definiujac operator

Ap(t) =UT(t)AU(t) (2.17)

otrzymujemy nastepujacy wzér na warto$¢ srednig w obrazie Heisenberga
(A) oy = Tr (p(0)Ar (1)) = (Au (1)) o) (2.18)
W obrazie tym stany p(0) nie ewoluuja w czasie, natomiast ewoluuja operatory Ag(t).

17



2.3 Rozwigzanie réwnania Liouville’a

Rozwiazemy réwnanie (2.11) w przypadku hamiltonianu niezaleznego od czasu. Z
twierdzenia spektralnego

H =Y Ep|m)(m| (2.19)
m
gdzie stany |m) tworza baze ortonormalng i zupelna

<m’n> = 5mna Z ‘m><m’ =1 (2.20)

Zapiszmy réwnanie (2.11) w tej bazie

dpr;

L — (| (Hp — pH) ) (2.21)
Podstawiajac (2.19) otrzymujemy

d

zh% = ZEm<<k]m>pml — pkm<m]l)) (2.22)

Korzystajac z warunku ortonormalnosci bazy dostajemy

d
Zh% = (Ey — Ey) pu (2.23)
Stad rozwiazanie
pr(t) = ¢4y (0) (2.24)
gdzie
E,—FE
Wit = % (2.25)

to czestosci przejs¢ pomiedzy stanami stacjonarnymi hamiltonianiu. Dla k& = [ otrzy-
mujemy

Prk(t) = pri(0) (2.26)

czyli brak ewolucji elementéw diagonalnych macierzy gestosci. Ewoluuja tylko ele-
menty pozadiagonalne z k # [ o ile B # Ej.

18



2.4 Réwnanie Liouville’a dla spinu 1/2

Skonstruujmy macierz gestosci spinu 1/2. Najogélniejsza postaé macierzy hermitow-
skiej w bazie stanéw |z £) to

_1 . 1 ng+n3 nig—ing
p=73(no+n J)_2<n1+in2 no—n3> (2.27)

gdzie ng € R4, n to trojwymiarowy wektor rzeczywisty, natomiast o to uktad trzech
macierzy Pauliego,

n = (ny,ng,n3), o= (01,09,03) (2.28)

Warunek unormowania sladu to

Trp = ng (2.29)

natomiast warunek dodatniej okreslonosci macierzy oznacza, ze wartosci wlasne tej
macierzy,
AL =ng £ |n|, (2.30)

sg nieujemne. Stad warunek
In| < no (2.31)

Przy normalizacji $ladu macierzy gestoéci do jedynki, ng = 1. Stan czysty, p> = p,
jest wtedy okreslony przez warunek

In| =1 (2.32)
Wartosé ng = 1 przyjmiemy jednak na koncu naszych rozwazarn.

Najogdélniejsza posta¢ hermitowskiego hamiltonianu H = hh o wymiarze 2 x 2 to

ho+ hs hy — Zhg) (2.33)

1
h:2<h0+h'0):5<h1+ihg ho — hs

gdzie hg jest rzeczywiste, a h = (hy, he, hg) tréojwymiarowy wektor rzeczywisty. Para-

metry te majg wymiar czestosci: s~

Roéwnanie Liouville’a (2.11) z hamiltonianem H przyjmuje wiec postaé

d d
¢%+i£'a=%[ho+h.a,no+n-a]=%[h-07n'U] (2.34)

Liczac komutator otrzymujemy

[h o, n- O’} = nihj[ai,aj] =2 eijkhmjok =21 (h X Il) c 0 (235)

19



i stad

d d
%+d—?-a:(hxn)-a (2.36)
Ostatecznie otrzymujemy réwnania ewolucji w postaci:
dno
— =0, 2.37
7 (2.37)
CO Ozhacza, ze ng = const oraz
dn
— =h x 2.38
o n (2.38)

Oba réwnania mozna zapisa¢ w postaci macierzowej,

g 0 0 0 0 ng
i T A 29
ns 0 —hy M 0 ns
Przykladowo, dla hamiltonianu z wektorem
h=(0,0,h) (2.40)
otrzymujemy réwnania
% = —hny
% = hny
% =0 (2.41)
Stad rozwiazania precesji wektora n wokot osi z
ny = Acos(ht + ¢), nyg = Asin(ht + ¢), n3 = B (2.42)

gdzie stale A, B, ¢ sa wyznaczone z warunkéw poczatkowych. Z warunku |n| < 1
wynika
A2+ B*<1 (2.43)
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Rozdziat 3

Funkcja Wignera dla spinu 1/2

3.1 Konstrukcja

Zdefiniujemy funkcje rzutéw spindéw na o§ x oraz z, ktéra posiada cechy lacznego
rozkladu prawdopodobienstwa pomimo tego, ze operatory rzutu spinu na te osie, o, i
0, nie komutuja ze soba. Poszukiwane rzeczywiste funkcje Wignera oznaczmy przez

S+ - f—+ y— (3.1)

gdzie pierwszy symbol od lewej oznacza rzut spinu na os z, a drugi na o$ z. Chcemy
by te funkcje sumowaly sie do jedynki

frv + f—F+ 4+ f—=1 (3.2)

a takze posiadaly cechy tacznego rozkladu prawdopodobienstwa, tzn. sumujac po
drugim wskazniku otrzymujemy rozklad brzegowy prawdopodobienistwa

for + f4- =p(z+)
fet+ f-— =p(z—) (3.3)

natomiast sumujac po pierwszym wskazniku otrzymujemy

fo+ + f—+ = p(a+)
fo—+ f—— =p(z-) (3.4)

Dodatkowo chcemy by zachodzito

frv +f—— =ply+)
fr—+ f-+=p(y-) (3.5)
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Podsumowujac, kazda para w sumie daje dodatnio okreslone prawdopodobienistwo.
Powstaje pytanie czy sa one dodatnio okreslone by méc pelnié role tacznego rozktadu
prawdopodobienstwa rzutéw spinu na dwie wzajemnie prostopadie osie.

Aby skonstruowaé¢ funkcje Wignera skorzystamy z operatora gestosci p spinu 1/2.
W bazie stanéw wlasnych rzutu spinu na o$ z, |z &), otrzymujemy macierz gestosci

_[tlolz+) E+lplz =)\ _ (p++ o 36
p=1\, _ TR (3.6)
z—lplz+) (z—=lplz =) p—t P
gdzie elementy diagonalny sa nieujemne oraz
P+t p—— =1 (3.7)
Zdefiniujmy funkcje
2+ lplz+) + &+ lplz +)

frv = N + Fyy
oo b))
R
ool plzo) 58

Wyrazenia te sa rzeczywiste pod warunkiem ze funkcje Fy 1 sg rzeczywiste. Sumujac
po drugim wskazniku oraz wykorzystujac relacje
_Jz)Ele—)

|z +) NG

(3.9)
otrzymujemy

oo+ oo =G+ lplz+) + (Fop + Fro) = plat) + (Fhq + Fio)
fortf=CG—lplz =)+ (Fy + F ) =plz—) + (F + F) (3.10)

Stad otrzymujemy wynik (3.3) gdy wyrazenia w nawiasie sg réwne zeru,
Fii+F,_ =F +F _=0 (3.11)
Podobnie, sumujac po pierwszym wskazniku znajdujemy,
Joo [ =@+ lplz+) + (Foy + Fy) = pla+) + (Foq + F_y)
foot fe == lplo =)+ (Foe + FoL) =pla—) + (Fr_+ F_)  (312)
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Stad, dostajemy wynik (3.4) gdy wyrazenia w nawiasie sa réwne zeru,

Fiy+F  =F,_ +F _=0 (3.13)
Warunek unormowania do jedynki (3.2) jest spelniony, gdy

Fiy+F, _ +F  +F _=0 (3.14)
Biorac pod uwage warunki (3.11), (3.13) i (3.14) mozemy zapisaé¢

Fry=F _=-F, =—-F (3.15)

Wielkosci te wyznaczymy na podstawie relacji (3.5). Liczac wystepujace tam kom-
binacje dostajemy

fro+ o= sp{ G+ oz +) + @+ lolz +)
+ (e —lplz =) + @ —lplz =)} + (Fyyp + F_)
frot fy = 555 { G+ plz =)+ @ = |plz +) (3.16)

+ (e = lplz+) + @+ |plz =)} + (Fro+ Fy)

Sprowadzajac elementy macierzowe po prawej stronie do wspélnej bazy |z £+ ) przy
pomocy wzoru (3.9), znajdujemy

frotfo=5+Fir +F o =ply+) + Fyy + F_
frotfav =5+ F+F y=ply—)+ Fy+F (3.17)

Poréwnujac z relacjami (3.5), mamy

Fiy+F_={y+lply+)—3
Fio+F oy ={y—lply—) -3 (3.18)

Policzmy elementy macierzowe w powyzszych wzorach wykorzystujac wzér

|z 4) £ilz —)
Y= 7 3.19
v £) N (3.19)
Dostaniemy
(yL|plyt)=3+tImp_, (3.20)
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i stad

Fii+F = Imp_4
F+7 + F,+ = —Im P—+ (321)

Bbiorac pod uwage relacje (3.15), otrzymujemy

Fip=F _= jlmp_,
F+_ = F_+ = —%Imp_+ (322)

Ostatecznie, dostajemy nastepujace funkcje Wignera

fr+=3(pr+ +Rep_y +Imp_y)
fr-=35(pt+ —Rep_y —TImp_y)
foy=13(p——+Rep_ —Imp_4)
fm=3(p—— —Rep_y +Imp_y) (3.23)

Z konstrukcji wynika, ze relacje (3.2)-(3.5) sa spelnione, a funkcje Wignera sa rzeczy-
wiste. Ponadto sumujg sie do jedynki

frv + f—F+ 4+ f—=1 (3.24)

Nie spelniajg one jednak warunku dodatniej okreslonosci i nie moga by¢ trak-
towane jako laczny rozklad prawdopodobienstwa. Aby to wykazaé rozpocznijmy od
nieré6wnosci Schwartza (1.55),

42 = Repy—)? + (Im p1)? < piyp— (3.25)
7 postaci ‘
py_ = Re" $ € [0,2m) (3.26)
mamy
R < \/p+vp—, (3.27)
Dla stanu czystego, gdy nieréwnos¢ Schwartza jest wysycona, przyjmijmy
R=\/p++p——, ¢=0 (3.28)
Wtedy, element f,_ funkcji Wignera to
fr— =5 (p++ = VPr1p—) = 5P+ (VP — VP—) (3:29)

Stad, dla py4+ < p—_ otrzymujemy fi_ < 0.
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3.2 Roéwnanie ewolucji

Elementy macierzy gestosci (2.27) dla spinu 1/2 sa dane wzorami

ng +n3
P+ = 5

ng — N3 n2

_= , Rep_4= %, Imp_4 =— (3.30)

2 2

gdzie na koncu potozymy ng = 1, tak by
Trp=nog=1.

Relacje (3.23) przyjmuja teraz postaé

fry = i(no—i-nl + ng + n3)
f+_ = i(no—nl —n2+n3)
f-+ = i(no—i-nl —ng — n3)
foo =1 (ng—ni+ns—n3)
co moze by¢ zapisane w formie macierzowej
fr+ 1 1 1 1
fr—1 _ 11 -1 -1 1
foel %1 1 -1 -1
fe 1 -1 1 -1
podczas gdy relacja odwrotna to
no 1 1 1 1 f++
ni| |1 -1 1 -1 fee
ng| |1 -1 -1 1 fox
ns 1 1 -1 -1 fo_

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

Roézniczkujac po czasie réwnanie (3.33) dostajemy po wykorzystaniu réwnania (2.39),

Fit 1 1 1 0 0
d|f-| ~1 -1 1 0 0
at | foo| 1 1 -1 -1 0 hs

fo_ -1 1 -1 0 —hy

OO OO ==
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hg—hy  hy—hs  hy—Iy
—hg —hy  hs+ hy hi1 — ho
ho —hs —hg—hi hi+ho
hg+hy  hg—hy —hy—N

(3.35)



Zauwazmy, ze suma wyrazen w kazdej kolumnie wynosi zero, co oznacza, ze zachodzi

d
%(f+++f+—+f—++f——):0 (3.36)
Stad wynika zachowanie wielko$ci

i+ Fret fop+ s =g (3.37)

Wybierajac ng = 1 otrzymujemy prawidlowa normalizacje macierzy gestosci p.

Po podstawieniu relacji odwrotnej (3.34) musimy pomnozy¢ macierze

0 hg—he hi—hg ho—MI 1 1 1 1
0 —hg—hy hy+h hi1 — hs 1 -1 1 -1
0 hg—hs —hg —h1  hi+ he 1 -1 -1 1
0 hs+hs hy3—hy —hy—Mh 1 1 -1 -1
0 2(hy — hq) 2(hs — h2) 2(hy — h3)
_ 2<h1 — hQ) 0 —2(h1 + h3) 2(h2 + h3) (3 38)
2(h2 — hs) 2(h1 + h3) 0 —2(h1 + hg) ’
2(hs — hl) —2(hg + h3) 2(h1 + h2) 0
Stad ostatecznie otrzymujemy
fes 0 —(h1 —h2) —(ha—h3) —(hs—h1)\ [f+
d | fe=] _ 1| (1 —ho) 0 —(h1+h3)  (ha+hs) | | f+- (3.39)
dt | f—+ | 2| (ha=hs)  (h1+ hs) 0 —(h1+h2) [ | f—+ '
J— (hg —h1) —(ha+h3)  (h1+ ho) 0 J——

Podobnie jak poprzednio suma wyrazen w kazdej kolumnie wynosi zero, by zachowane
bylo wyrazenie (3.37).

3.3 Procesy Markowa

Roéwnanie (3.39) poréwnamy z réwnaniem master dla proceséw Markowa z n stanami,
ktore sa obsadzone z prawdopodobienstwem p;,,

dpn

dt

gdzie Wp,, to prawdopodobienistwo przejscia miedzy stanami m — n na jednostke
czasu. Rownanie master jest réwnaniem bilansu przej$é¢ z dowolnego stanu m do stanu
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n, powickszajacych obsadzenie tego stanu, oraz przej$é¢ ze stanu n do dowolnego stanu
m, obnizajacych obsadzenie stanu n. Sumujac obie strony réwnania po n otrzymamy

d
o <an(t)> =0 (3.41)
n
co oznacza zachowanie catkowite prawdopodobienstwa w czasie

> pa(t) =1 (3.42)

Prawsg strone réwnania master mozna zapisa¢ w formie macierzowej wprowadzajac
macierz

Wtedy .
Pn
- nm P’m 44
7 mE Wym P (3.44)

Zauwazmy, ze elementy diagonalne tej macierzy wynosza

Win = Win — ZWm’n = - Z Winn (345)

m/#n
natomiast wyrazy niediagonalne to
Whtm = Whnzm (3.46)

Stad suma elementéw macierzy W,,,, w kazdej kolumnie wynosi wiec zero, by zacho-
wane byto catkowite prawdopodobienistwo. Na przyktad, dla czterech stanéw otrzy-

mujemy
—Wa1 — W31 — Wy Wia Wiz Wia
W — Wa1 —Wig — W3zg — Wyo Was Way
o W31 W3a —Wiz — Waz — Wys W3y
W Wi Wys —Wig — Waoy — W3y

gdzie wszystkie elementy W, sa nieujemne.

Widzimy, ze réwnanie (3.39) ma postaé¢ réwnania master (3.44) z czterema stana-
mi, w ktérym elementy diagonalne W,,,, = 0. Nie jest to jednak réwnanie master, gdyz
zaréwno funkcje Wignera jak i wspétczynniki macierzy przejécia w tym rownaniu nie
sa dodatnio okreslone.
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Rozdziat 4

Entropia w mechanice kwantowej

4.1 Entropia stanu kwantowego

Zdefiniujmy entropie von Neumanna S stanu kwantowego opisywanego operatorem
gestosci p

’S = —Tr(plnp) ‘ (4.1)

przy zaltozeniu, ze Trp = 1.

Z twierdzenia spektralnego wynika, ze istnieje baza ortonormalna {¢;}, w ktérej
operator gestodci jest diagonalny

p= sz‘|¢i> (9] (4.2)

gdzie p; > 0 oraz

S opi=1 (4.3)
%
Liczac entropie w tej bazie otrzymujemy wzor

S:—Zpilnpi>0 (4.4)

Dla ukladéw kwantowych w przestrzeni Hilberta z przeliczalna bazg entropia von
Neumana stanu p jest nieujemna.
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Wazne jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3
Entropia von Neumanna stanu czystego wynosi zero.

Dowdd. Operator gestosci dla stanu czystego,

p = [V} (4.5)

ma tylko jedna niezerowa warto$é¢ wlasna réwna 1. Wybierajac bowiem |1)) jako pierw-
szy wektor bazowy widzimy, ze (4.5) jest rozkladem spektralnym operatora p. Z jed-
noznaczno$ci tego rozktadu wynika: p; = 11 p;~1 = 0. Stad entropia von Neumanna
jest réwna zero na podstawie wzoru (4.4).

4.2 Komentarz

Pojecie entropii von Neumanna wymaga komentarza, majac w tle rozwazan entropie
Boltzmanna zdefiniowana dla uktadéw klasycznych. Niezerowa entropia Boltzmanna,
zwana takze entropia gruboziarnistg, pojawia sie w wyniku niepelnej informacji
o uktadzie klasycznym, jaka jest dokladna znajomosé potozen i pedéw wszystkich
czastek ukladu. Jezeli znamy je jedynie z pewna doktadnoscia to pojawia si¢ ich
rozktad prawdopodobienstwa w uktadach, ktéry pozwala zdefiniowaé niemalejaca w
czasie wielkos¢ bedaca entropia Boltzmanna.

W przypadku mechaniki kwantowej, stany czyste okreslaja maksimum informacji,
ktoéra jest dostepna w eksperymencie. Pomimo, probabilistycznego charakteru wyni-
kéw pomiaréw w mechanice kwantowej jest to stwierdzenie o charakterze fundamen-
talnym, ktére nie wynika z ograniczen pomiarowych. Stad réwna zeru entropia von
Neumann stanu czystego.

Stan mieszany zawiera jednak niepelna informacje o uktadach kwantowych. W
Przyktadzie 1 rozwazylismy dwie wiazki kwantowych czastek, ktére zostaly zmieszane
w okreélonej proporcji. Proces klasycznie rozumianego mieszania jest tutaj elemen-
tem prowadzajacym do utraty petnej informacji o wypadkowym uktadzie kwantowym
jakim sa dwie zmieszane wiazki. Nie sposéb, bez naruszenia drugiej zasady termodyna-
miki, rozseparowaé je na dwa poczatkowe uktady kwantowe. Stad niezerowa entropia
von Neumanna.
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Istnieje drugi, bardziej fundamentalny, mechanizm prowadzacy do niezerowej en-
tropii von Neumanna, bedacej przejawem utraty petnej informacji o uktadzie kwanto-
wym. Rozwazmy stan czysty ukladu kwantowego, ktéry w bazie zupelnego ukltadu
obserwabli przyjmuje postaé¢ macierzy gestosci

P11 P12 --- Pln
o= | (46)
Pnl Pn2 .- Pnn

z niediagonalnymi elementami spetniajacymi zwiazek maksymalnej interferencji, okre-
Slony przez réwnosé w relacji (1.55). Entropia von Neumanna stanu czystego p wynosi
Zero:

S(p) =0 (4.7)

Jezeli umiescimy taki uktad w makroskopowym otoczeniu, z ktérym on oddziatuje,
nastepuje dekoherencja polegajaca na utracie efektu kwantowych interferencji i zni-
kaniu pozadiagonalnych elementéw macierzy gestosci stanu czystego. W wyniku tego
otrzymujemy stan mieszany pp ukladu z diagonalng macierza gestosci,

p1 0 ... 0
0 ... 0

D = p22 (4.8)
0 0 ... Pun

Prowadzi to do niezerowej entropii von Neumanna

S(pp) == prkIn pri > S(p) =0 (4.9)
P

Stan p nie musi by¢ stanem czystym. Prawdziwe jest bowiem twierdzenie, ze

S(pp) = S(p) (4.10)

ktérego szczegdlnym przypadkiem jest rozwazana wyzej sytuacja. Dowdd twierdzenia
(4.10) przedstawimy w rozdziale 4.7.

4.3 Przyktad 4

W Przykladzie 3 rozwazyliémy stan mieszany dwoch wiazek czastek o spinie 1/2
spolaryzowanych dodatnio wzdluz osi z oraz x i zmieszanych w proporcji Py /P,

p=Plz+)z+|+Polr+)x+]| (4.11)
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gdzie
P+P=1 (412)

W bazie stanéw wlasnych |z+) macierz gestosci operatora gestosci p przyjmuje postaé

pij = <P1;2;322/2 2?;) (4.13)

Po zdiagonalizowaniu otrzymujemy

pij = <p+ 0 > (4.14)

0 p_

gdzie
pe =3 (1 V1-2PP) (4.15)

Stad entropia von Neumanna stanu p

S=-pirInpy —p_Inp_ (4.16)
Dla P, =11i P, = 0 otrzymujemy stan czysty, dla ktérego

p+ =1, p— =20 (4.17)

a entropia S = 0. Podobnie dla P, = 0 i P, = 1. Natomiast maksymalna wartos¢
entropii otrzymujemy, gdy P; = P, = 1/2 co daje

<1 4 \}5) (4.18)

b+ =p- =

N | =

4.4 Replica trick

Entropie S mozna réwniez policzy¢ stosujac tzw. "replica trick” polegajacy na wyko-
rzystaniu definicji logarytmu operatora jako

n—1 _ 1
Inp = lim <,0> (4.19)

n—1 n—1
gdyz mamy

(n—1)?

P = eI = g (= 1)l

In?p+... (4.20)
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Wtedy entropia von Neumanna to

pn—l -1
S=-Tr(plnp) =-Tr lp}gﬂ1 (71_1)] (4.21)
skad otrzymujemy
" — Trp" — T
S:—hmﬂ(p p):—mnrpm (4.22)
n—1 n—1 n—»1 n—1

co prowadzi do wzoru na replica trick

S = —lim ETrp" (4.23)

n—1 0n

Powyzszy wynik mozna réwniez zapisa¢ w formie

D .
S = —7£1_>m1 %ln(Trp ) (4.24)
gdyz
0 1 0 0
— In(Trp") = ( =—=—Trp" )| = —Trp" 4.2
on n(Trp") (Trp(?n '0) on P (425)

Czasami wygodnie jest uzywaé nieunormowany operator gestosci p. Normujac go
do jedynki, wprowadzamy operator gestosci

P
- 4.26
P= T, (4.26)

Wykorzystujac (4.19), otrzymujemy

S=-Tr(plnp) = —Tr {p In (Pﬂ
[ (e )]

=~ [ ((r;f;)_l)] (4.27)

B . 0 Trp™
S=-- 7’111—>H11 on <[Tr,o]”> (428)

Tak wiec

lub co tatwo sprawdzié¢ bezposrednim rachunkiem

B . 0 Trp™
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4.5 Entropia Tsalisa i Rényiego

Nie wykonujac granicy n — 1 w réwnaniu (4.22), otrzymujemy entropie Tsalisa

_ Trp" -1
- 1-n

St(n) (4.30)

Mozemy ja policzy¢ jako funkcje n € N. Przedluzajac analitycznie otrzymany wy-
nik do zespolonych wartosci n i wykonujac granice n — 1 dostajemy entropie von
Neumanna,

$ = lim Sr(n) (4.31)

Rzeczywiscie
n—1 1—n n—1 1—n

T no__ n—1 _ 1
lim1 St(n) = lim Trp" = p) =Tr lp lim p] = —Trplnp==5 (4.32)
n—

gdzie wykorzystali$émy definicje (4.19) logarytmu operatora.

Zdefiniujmy takze entrope Rényiego

~ In[Trp"]
 1-n

Sr(n) (4.33)

Podobnie jak poprzednio, policzmy ja dla n € N i przedtuzmy analitycznie na ptasz-
czyzne zespolonego n. W granicy n — 1 otrzymamy entropie von Neumanna,

$ = lim Sg(n) (4.34)

Rzeczywiscie, w bazie wlasnej operatora p mamy

_ In (3% pg) _ _ln (Zk enlnpk> (4.35)

1—n n—1

Sr(n)

W granicy n — 1 licznik i mianownik dazg do zera. Stosujemy wiec regule de
I’Hospitala do obliczenia tej granicy,

) . Z e”hlpk hlpk
Jim Sn(n) = lim SECTT = - Y opp =5 (430)
k
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4.6 Ewolucja unitarna a entropia

Przypomnijmy, ze operator gestoéci ewoluuje w czasie zgodnie ze wzorem
p(t) =U(1) p(0) U'(1) (4.37)
gdzie U (t) jest rodzina operatoréw unitarnych
Utyul(t) =UT (U (t) =1 (4.38)
Mozemy wiec zdefiniowaé entropie w kazdej chwili czasu

S(t) = —Tt [p(t) In p(t)] (4.39)

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4
Ewolucja unitarna (4.37) operatora gestosci zachowuje entropie,

[
= Tr[U()p(0)UT (U ()p(0)UT (1) ... U(1)p(0)UT ()]
= (U ()" (U (1))
= Te[UT (U (1)p"(0)] = Tr[p"(0)] (4.40)
i stad
$(0) = iy OO _ gy IO _ g )

Zauwazmy, ze z naszego dowodu wynika, ze operatory gestosci p1 i p2 powigzane
transformacja unitarng U,
pP1 = U,O2 U]L N (4.42)

maja te sama entropie von Neumanna,
S(p1) = S(p2) .- (4.43)
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4.7 Dowdd twierdzenia: S(pp) > S(p)

Niech
P11 P12 --- Pln
p= P21 P22 ... P2n
Pnl Pn2 --- Pnn

bedzie dowolng macierza gestosci, natomiast

pi1 0 ... 0

0 ... 0
pp = P22

0 0 ... pPun

(4.44)

(4.45)

bedzie macierzg gestosci powstala po wyzerowaniu elementéw pozadiagonalnych ma-
cierzy p. Pokazemy, Zze entropia von Neumanna pp jest wicksza lub réwna entropii

von Neumanna p,

S(pp) = S(p).

Macierz p mozna zdiagonalizowaé¢ przy pomocy transformacji unitarnej U,

pui O 0
Ulpl = p = 0 pa2 0
0 0 Prn

7 Twierdzenia 4 mamy

S(p) = S(p) = =Y frk In pri
%

Z réwnania (4.47) i unitarnoéci U wynika relacja odwrotna
p=UpU",
skad otrzymujemy

P = 3 Ukt pim (U )mie = 3 Unt pu Uy = 3 |Unal? pu
! l

I,m

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

gdzie wykorzystalismy warunek (UT);; = U} oraz postaé¢ diagonalna j. Policzmy

S(pp) == pekInper ==Y (Z |Ukl|2l3u> In (Z |Ukl’2ﬁll> :
K K\ I
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Nieréwnos$¢ S(pp) = S(p) oznacza, ze musi by¢ spelniony warunek

- (Z \Ukz|2[7u> In (Z Uga|® ﬁzz) > = PrkIn prk (4.52)
K\ P

l

Pokazemy, ze powyzsza nieréwnos¢ jest spelniona na mocy nieréwnosci Jennsena
dla funkcji wypuktych y = f(x):

flarxy + agwe + ... + anxy) = a1 f(x1) +aof(x2) + ... + anf(zn), (4.53)
gdzie
a1 +as+...+a,=1. (4.54)
Wybierajac bowiem funkcje wypukla f(z) = —x Inx oraz zauwazajac, ze z warun-
ku unitarnosci UUT = 1 wynika relacja dla kazdego k:
M Ul* =1, (4.55)
l

mozemy zastosowaé nieréwnosci Jennsena do lewej strony (4.52),

- (Z \%z\%u) In (Z |Ukz|2ﬁu> >-> (Z |Ua|? pur In ﬁu) (4.56)
K\ 1

k l

Sumujac po k po prawej stronie, wykorzystamy analogiczny do (4.55) warunek uni-
tarnosci,

S Unf>=1, (4.57)
!

otrzymujac
-y (Z Upt]? ﬁu) In (Z Upat]? ﬁll) > = pulnpy. (4.58)
k O\ 1 I ]

Dostajemy wiec nieréwnosé (4.52) po zmianie niemego wskaznika po prawej stronie
nieréwnosci: [ — k.
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Rozdziat 5

Splatanie kwantowe

5.1 Stan splagtany

Mamy do czynienia z dwoma uktadami kwantowymi X i Y, ktérych stany sa opisy-
wane przy pomocy dwbch przestrzeni Hilberta Hx i Hy o wymiarach, odpowiednio
Nx i Ny. Zalézmy, ze calodé jest opisywana przy pomocy przestrzeni Hilberta

Hiot = Hx @ Hy (5.1)

o wymiarze Nx Ny. Wybierzmy dowolna baze ortonormalna {z;} w przestrzeni Hx
i analogiczna baze {y;} w przestrzeni Hy. Bazy te definiuja baze w przestrzeni Hiot
dana poprzez iloczyny tensorowe |z; ®y;), ktore spelniajace warunek ortonormalnosci

(wi @ yj)|vw @ yyr) = (@il (y;lyy) = 0udjyr (5.2)
Dowolny stan |z) € Hiot to kombinacja liniowa wektoréw bazowych
Nx Ny
|Z> = Z Zcijm; & yj) , Cij € C (5.3)
i=1j=1
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Warunek unormowania stanu |z) do jedynki prowadzi do nastepujacego warunku dla
wspolczynnikéw rozwinigcia c;;

Nx

<Z|Z> = Z Z Cz] xz ® Yy |$z ®]J>

i,i/=1 _],_]/ 1

Nx
S Z i oz )

2 —1J:J =
Nx

= Z Z Cijcf/j/ (5”/(5]]/
i,9'=17,5'=1
Nx Ny

=> > lel?=1 (5.4)

i=1j=1

WprowadZmy nastepujaca definicje.

Definicja
Stan |2) nazywamy produktowym jezeli istnieja wektory |x) € Hx i |y) € Hy takie, ze
zachodzi

2) = [z @ y)

Kazdy stan |2), ktéry nie jest stanem produktowym nazywamy stanem splgtanym.

5.2 Operatory gestosci poduktadéw X i Y

W tym celu rozwazmy operator gestosci stanu czystego

Nx
p=Ial= > Z cij Crjr|Ti ® ;) (e @ yyr| (5.5)
4,i'=1j,5'=1

a nastepnie zdefiniujmy operator gestoéci dla stanu ukladu X wysredniowujac po
stanach uktadéw Y

Nx Ny
px = Tray (p) = > Y (ew ey lwid i) Teay () o)) (56)
i,i'=1j,j'=1
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Wykorzystujac wektory bazy {y; € Hy} do obliczenia $ladu dostajemy

Ny

Traey (w5 wirl) =D Welys) i lye) = Z Ojk0kjr = 01 (5.7)
k=1

co prowadzi do operatora gestosci

Nx
PX = Z (ZCU ) |$z Zq | (5'8)
iil=1 =1

ktorego elementy macierzowe w bazie {x; € Hx} to
Y
loxlir =D cij iy s i,i’ =1,2,...,Nx (5.9)

Latwo przy ich pomocy pokazaé, ze jest px jest operatorem gestosci.

o Warunek hermitowskosci jest spetniony
Ny A
Z (ng ) = cujcl; = lpxlii (5.10)
=1 j=1

« Slad jest unormowany do jedynki

Nx Nx Ny Nx Ny
Z loxlii =D > ;=23 leyl* =1, (5.11)
i=1j=1 i=1j=1

o Warunek dodatniej okreslonosci wynika z relacji
Ny
loxlii =Y leij|* >0 (5.12)
j=1

Podobnie definiujemy operator gestosci py dla stanu uktadu Y $redniujac po sta-
nach ukiadu X,

Ny
,OY - ’I‘I.'HX - Z (ZCZ] zj ) |yj y] | (513)
3,3'=1 =1

ktérego elementy macierzowe w bazie {y; € Hy } to
lpv]; /_Zc”cm , 4.i'=1,2,..., Ny (5.14)

39



Wazne jest twierdzenie.

Twierdzenie 5
Operatory gestosci px i py maja te same niezerowe wartosci wtasne p; > 0.

Dowdd tego twierdzenia jest oparty na rozkladzie Schmidta stanu czystego |z).

5.3 Rozklad Schmidta

Rozwazmy stan czysty

Nx Ny

2 =D cijlei ® ), cij€C (5.15)

i=1j=1

gdzie bez straty ogdlnosci zakladamy, ze Nx < Ny. Zapiszmy operator px w bazie
stanéw wlasnych {#; € Hx}

Nx
px = Tray (|2)(21)) = D pi |%3) (@i pi =0 (5.16)
i=1
Stan czysty (5.15) w nowej bazie to
Nx Ny
2). =Y > dilis @ yj) (5.17)
i=1j=1

gdzie d;; € C to nowe wspoélczynniki rozwiniecia. Definiujac wektory

Ny
Y5 = dijly;) i=1,2,...,Nx (5.18)
j=1
otrzymujemy
Nx
)= |7 ®Y) (5.19)
=1

Liczac px dla dowolnej ortonormalnej bazy zupelnej {yx} € Hy, otrzymamy

Nx Ny
px = > &N Ee] D k] Ya) (Y lyk)
1 k=1

1=

Nx Ny
= > @)@ (Yol (Z !yk><yk) Y2) (5.20)
1 k=1

iil=
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Wykorzystujac warunek zupelnosci bazy {y}

Ny
>yl =1 (5.21)
k=1
dostajemy
Nx
px = Y (Yu|Yi) |%:) (@] (5.22)
ii'=1

Z jednoznacznosci rozkladu spektralnego (5.16) operatora gestosci px, znajdujemy
(Y |Yi) = pi b (5.23)
Otrzymujemy wiec N < Ny niezerowych i ortogonalnych wektoréw {Y;} € Hy, dla
niezerowych wartosci wtasnych p; > 0. Po unormowaniu do jedynki,
- i |Yi
vy - lg) = 12
VPi

gdzie ¢; € R jest dowolna faza, stan czysty (5.17) przyjmuje postaé

(5.24)

N<Nx

|2) = Z el /i | & ® 7;) (5.25)

Mozna potozyé fazy ¢; = 0, chociaz dobrze pamietaé, ze moga byé dowolne. Wtedy

N<Nx

2= 2. VBl @) (5.26)

OtrzymaliSmy w ten sposéb rozklad Schmidta stanu produktowego |z).

Co nam moéwi rozklad Schmidta? Zapisujac stan |z) € Hx ® Hy w dowolnej bazie
produktowej |z; ® y;) € Hx @ Hy otrzymujemy w ogdlnoéci Nx Ny wspolczynnikéw
rozwiniecia c¢;j, charakteryzujacych splatanie kwantowe. Przyktadowo, dla Nx = 2 i
Ny = 3 otrzymujemy nastepujaca macierz wspotczynnikdw

* ok %
Cz‘j:<* « *) (5.27)

gdzie gwiazdki oznaczajg wartosci wspoétezynnikéw c¢;;. Rozktad Schmidta polega na
znalezieniu nowych baz w przestrzeniach Hy i Hy, dla ktérych macierz wspotczyn-
nikéw ¢! rozwiniecia stanu czystego w nowej bazie produktowej przyjmuje postaé

)
c/ _ ‘/pl O O
= ( 0 N2 0) (5.28)
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Pozwala to zredukowaé liczbe niezerowych wspétczynnikéw charakteryzujacych spla-
tanie do N < Nx.

Jezeli tylko jedna w wartosci p; jest rézna od zera i réwna 1 to stan |z) jest stanem
produktowym. W przeciwnym wypadku jest stanem splatanym.

Stopien splatania zalezy od wartoéci p;. Jezeli wszystkie z nich sa takie same,
pi = 1/Nx, to splatanie stanu |z) jest maksymalne. Ten aspekt splatania jest scha-
rakteryzowany przy pomocy entropii splatania.

5.4 Entropia splatania

Policzmy operator gestosci py dla stanu (5.26), ktérego operator gestosci to

N<Nx
p=l2)zl= > pibi |7 @ G (we © Gyl (5.29)
i,1'=1

Liczac slad w bazie {Z} € Hx} otrzymujemy

Nx
py = Tray (12)(2]) = D (@l2) (eln)
k=1
N<Nx
= Y Ve [5:) ] Z @k |Zi) (Fi| )
i,0'=1
N<Nx
Z VPipir 19;) yz| z (Zi| 1) (@k| Tar)
i,0'=1
N<Nx
> o |5:) @i i
iil=1
N<Nx

Z i |9:) (0] (5.30)
i=1

gdzie w drugiej linijce wykorzystalismy warunek zupelnosci bazy {xy € Hx},
Nx
> |z @] =1 (5.31)
k=1
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7 jednoznacznodci rozktadu spektralnego py wynika, ze py ma te same niezerowe
wartoéci wlasne co px dany wzorem (5.16). Entropie von Neumanna operatoréw px
i py sa wiec takie same

N

Sx = —Tr(pxInpx) = — Zpk Inpy = —Tr(py Inpy) = Sy (5.32)
k=1

Stad nastepujaca definicja.

Definicja
Wspdlna wartosé entropii Sy = Sy nazywa sie entropia splatania.

Jest to dobra miara splatania, gdyz nie zalezy od tego czy obliczamy ja z perspek-
tywy uktadu X czy Y. Wymienmy jej podstawowe wlasnosci.

1. Sx = Sy tylko dla stanu czystego, p = |2)(z|. Dla dowolnego operatora gestosci
p na ogdl Sx # Sy.

2. Dla stanu produktowego, |z) = |x ®y), entropia splatania wynosi zero. Liczac
bowiem pyx oraz py otrzymujemy

px = |)(xl, py = |y)(yl (5.33)

Oba operatory gestosci reprezentuja stan czysty, a wiec ich entropia von Neu-
mana, rowna entropii splatania, wynosi zero, Sx = Sy = 0.

3. Stan czysty |z) jest maksymalnie splatany, gdy entropia splatania jest mak-
symalna. Odpowiada to p; = 1/Nx dlai=1,2,..., Nx, co daje

Nx
S=>» —InNx =InNx (5.34)
o Nx

4. Maksymalna entropia splatania jest réwna logarytmowi wymiaru przestrzeni
Hilberta Hx.
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5.5 Przyklad 5

Rozwazmy dwa nieoddzialujace spiny 1/2 i niech | &) oznacza ich stany z rzutami
+1/2 na 0§ z, zdefiniowanymi w dwéch niezaleznych przestrzeniach Hilberta Hq /2, W
ktorych stany te tworza baze zupelna. Rozwazmy stan czysty

BEEFIEe:
V2
Odpowiadajacy mu operator gestosci to

e T o e s o e (R B Y e

|¥)

S Hl/g ® Hl/g (535)

p= ) = 5 (5.36)
co daje nastepujaca macierz gestosci
1/2 +1/2 0 0
py= | 2 00 (5.37)
0 0 00
Jej niezerowe wartosci wlasne to A = 1, gdyz
(3-2= () =2r-1)=0 (5.:38)

co potwierdza, ze p jest stanem czystym z zerowa entropig von Neumanna.

Liczac entropie splatania dla pierwszego spinu obliczmy slad po stanach drugiego
spinu otrzymujac operator gestosci

pr="Tra(p) = 3 (I +)(+1 + | =) (= s (5-39)

gdzie zaznaczyliSmy, ze stany naleza do przestrzeni Hilberta pierwszego spinu. Po-
dobnie liczac operator gestosci dla drugiego spinu, éredniujac po stanach pierwszego
otrzymujemy

p2="Tri(p) =5 (| +)(+ |+ =)=, (5.40)

W obu przypadkach macierze gestosci sg takie same

[p1]ij = [p2lij = (162 1(/)2> (5.41)

a entropia splatania wynosi

S=-3Inj— =In2 (5.42)

[N

In

N[ =

Stan |¢)) jest maksymalnie splatany, gdyz entropia splatania jest maksymalna i réwna
logarytmowi wymiaru przestrzeni Hilberta spinu 1/2.
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5.6 Ewolucja w przestrzeni Hx Q Hy

Zalézmy, ze w chwili ¢ = 0 stan czysty |2(0)) € Hx ® Hy jest dany poprzez rozklad
Schmidta

Nx
= Z \/Di |ZC2 (9 yi) (5.43)
i=1

Ewolucja w przestrzeni Hilberta H = Hx ® Hy jest realizowana poprzez operator
unitarny U(t),
|2(t)) = U(t)[2(0)) (5.44)
Wprowadzmy elementy macierzowe operatora U(t) w bazie |z; ® y;)
Nx Ny
Oz @y =D er @) Urnj () (5.45)

I=1J=1

Stad otrzymujemy

Zm( )i 93 )

Nx Nx Ny
_ZZZ“TI@?JJ 1J) m)()\/ZTZ (546)
i=11=1J=1

Zalézmy, ze stan poczatkowy jest stanem produktowym, tzn. p; = d;1,

12(0)) = |z1 ® y1) (5.47)
Po czasie t > 0 otrzymujemy
Nx Ny
=> > |z @un) Uunan(®) (5.48)
I=1J=1

Operator gestosci dla tego stanu to

p(t) = |2(1)) (z(1)]
Z 21 @ ya)@r @yl Urnan®) Ulp nyan @) (5.49)
I

1,J1
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Liczac operator gestosci px (t) otrzymujemy

px(t) = Tray (p(1) = > > ) wr| Uy () Uy (8) 0

11
Nx Ny

= > lznerl | D Usnan® Ulppan ®) (5.50)
1.0=1 J=1

Stad elementy macierzowe operatora gestosci px (t)

Ny
lox ()] =Y Uunan @) Uiy pan ®) (5.51)
J=1
gdzie I,I' =1,2,..., Nx. Po diagonalizacji tej macierzy otrzymujemy dodatnie war-

tosci wlasne p;(t), unormowane do jedynki,

Nx
S pilt) = 1 (5.52)
i=1
Nie ma powodu by tylko jedna z wartosci wtasnych byta réwna 1, co oznaczaloby, ze
stan |z(t)) po rozkladzie Schmidta jest stanem produktowym.

Udowodnilismy, ze ewolucja unitarna w przestrzeni H = Hx ® Hy moze spla-
tywacé stany. Odwrotna sytuacja nie jest wykluczona - ewolucja unitarna moze réw-
niez rozplatywaé stany.
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Rozdziat 6

Informacja kwantowa

6.1 Klasyczna entropia wzgledna

Rozwazmy dwa znormalizowane do jedynki dyskretne rozktady prawdopodobienstwa:

Pk 1 Gk,
Y= ar=1. (6.1)
k k

Zakladamy, ze przestrzen stanéw (zdarzen) jest identyczna dla obu rozkladéw. Roz-
wazmy qi jako rozklad odniesienia dla innych rozkladow pi. W konkretnej sytuacji
fizycznej g moze by¢ rozkladem réwnowagowym Boltzmanna uktadu fizycznego po-
zostajacego w rownowadze z rezerwuarem o temperaturze T,

1
qk = EQ_E’“/T (6.2)

gdzie E}, to energia stanu k.

Entropia wzgledna rozkladu p, wzgledem rozktadu ¢ to wielkosé

S(pllg) = piIn(pr/qr) - (6.3)
k

Udowodnimy, ze zachodzi
S(pllg) =2 0, (6.4)

gdzie rownos¢ zachodzi jedynie dla pi = qi. Entropia wzgledna jest wiec miara réznicy
pomiedzy rozkladem odniesienia g, a dowolnym rozkladem py,.
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Dowd6d dodatnioéci entropii wzglednej bazuje na twierdzeniu o funkcjach wypu-
ktych w zastosowaniu do funkcji wypuklej f(x) = zlnz,

zlnx > (z - 1), =0, (6.5)
gdzie réwnos¢ zachodzi jedynie dla x = 1. Podstawiajac x = py/qr dostajemy

e In(pr/aqr) = (o — ) (6.6)

Stad wynika teza (6.4) naszego twierdzenia

S(pllg) = Zpk In(pr/qe) =Y (Pk — k) (6.7)
k

gdzie wykorzystaliémy warunek unormowania (6.1).

Rozwazmy tylko takie stany k, dla ktérych prawdopodobienistwo ¢ > 0. Warunek
S(p|lg) = 0 jest spelniony przez prawdopodobienstwa pr = ¢ dla kazdego stanu k.
Gdybysmy przyjeli, ze dla czesci standéw py, = 0, entropia wzgledna pozostataby réwna
zeru, jednak warunek unormowania do jedynki dla rozktadu prawdopodobienstwa py
zostalby naruszony. Stad jedynie dla pr = ¢ entropia wzgledna jest réwna zeru.

6.2 Kwantowa entropia wzgledna

W przypadku standéw kwantowych opisywanych przy pomocy operatoréw gestosci,
entropia wzgledna stanu p wzgledem stanu odniesienia o jest dana przez

S(plle) = Tr[p(Inp —Ino)], (6.8)

gdzie zatozylidmy, ze oba operatory gestosci dzialaja w tej samej przestrzeni Hilberta.
Pokazemy, ze tak jak w przypadku klasycznym entropia wzgledna jest nieujemna,

S(plle) =0, (6.9)

gdzie réwnos¢ zachodzi jedynie dla p = o. Tak wiec entropia wzgledna jest miara
réznicy pomiedzy stanami p i o.

Przypomnijamy, ze w dowolnej bazie operator gestosci ma postaé¢ macierzy

P11 P12 .- Pln
P21 P22 ... P2p -

p=1... .. .. . ... (6.10)
Pnl Pn2 .- Pnn

48



gdzie elementy diagonalne pgr > 0 oraz

> ek =1 (6.11)
k
Po wyzerowaniu elementow pozadiagonalnych otrzymujemy macierz
pn1 0 ... O
0 p2 0
pPD = e (6.12)
0 0 Pnn

ktora reprezentuje operator gestosci pp, gdyz wszystkie warunki definiujace operator
gestodci sa spelnione. Tak zdefiniowany operator gestoéci zalezy od bazy, w ktorej
zapisujemy oryginalny operator gestosci p. W rozdziale 4.7 udowodnilismy, ze wyze-
rowanie elementéw pozadiagonalnych zwieksza entropie stanu:

S(pp) = =Tr(ppInpp) 2 =Tr(pInp) = S(p) (6.13)

Rozwazmy baze, w ktérej operator o jest diagonalny. Wtedy

Tr(plno) = Zpkk Inog, = Tr(pp Ino) (6.14)
k
Tak wiec
S(pllo) = Tr(plnp) — Tr(plno) = Tr(plnp) — Tr(pplno) . (6.15)

Dodajac i odejmujac Tr(pp In pp) po prawej stronie otrzymujemy

S(pllo) = Tr(plnp) — Tr(ppInpp) + Tr(pp Inpp) — Tr(pp Ino)
=Tr(plnp) — Tr(ppInpp) + Tr [pp(In pp — Ino)]
— S(pp) = S(p) + S(ppll0) (6.16)

Z relacji (6.18) wynika
S(pllo) = S(ppllo) (6.17)

W bazie, w ktorej o jest diagonalne, pp jest z definicji takze diagonalne. Stad

S(pplle) =" pre n(prk/owr) (6.18)
k
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Wyrazenie po prawej stronie mozna potraktowac jak klasyczna entropie wzgledna,
ktora jest zawsze dodatnia
S(pplle) =0 (6.19)

Stad teza naszego twierdzenia:

S(plle) =0 (6.20)

Warunek S(p||o) = 0 jest spelniony, gdy S(ppllo) =01 S(pp) = S(p). Z pierwsze-
go warunku wynika réwno$¢ pp = o, natomiast z drugiego pp = p. Stad S(p||lo) =0
jedynie dla p = 0.

Zwr6émy uwage na podstawie wzoru (6.16), ze réznica pomiedzy kwantowa a
klasyczna entropia wzgledna tkwi w niezerowej réznicy

S(pp) — S(p) > 0. (6.21)
Tak wiec, jedynie dla komutujacych ze soba operatoréw gestoséci p i o znajdziemy

wspolng baze wlasng, w ktorej powyzsza roznica wynosi zero i w konsekwencji entropia
kwantowa jest dana wzorem klasycznym (6.18).
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