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Rozdziat 1

Rownania Maxwella

1.1 Rownania Maxwella w materii

Roéwnania Maxwella w materii przyjmuja postaé

V-D = ps (1.1)
V-B=0 (1.2)
0B
VxE=—"—" (1.3)
. oD
VXH—sz"i_E (14)

gdzie (E,H) to wektory natezenia, a (D,B) to wektory indukeji pola elektrycznego i magnetycznego, natomiast
Psw 1 Jsw t0 gestodé 1 prad tadunkow swobodnych. Te ostatnie wielkosci spelniaja réwnanie ciggltosci

aPsw
ot

=—V Jjsw (1.5)

jako warunek konstystencji dla réwnan Maxwella. Liczac bowiem pochodna po czasie prawa Gaussa (1.1) i
korzystajac z prawa Ampera-Maxwella (1.4) dostajemy
psw _ o D

ot —V'E:v'(VXH_sz):_v'sz (16)

gdzie skorzystaliSmy z tozsamosci V - (V x H) = 0. Réwnanie ciaglosci wyraza zasade zachowania tadunku
swobodnego, ktory moze sie przemieszczac.

Rozwazmy dowolng objetosé V', w ktérej znajduje sie tadunek o gestosci p. Catkujac po tej objetosci w
ustalonej chwili czasu ¢, otrzymujemy calkowity tadunek w tej objetoéci w chwili ¢

Q) = /V (e, ) dV (1.7)

Zmiana ladunku w czasie w objetosci Vmoze by¢ zwiazana jedynie z przeptywem tadunku swobodnego, ktory
zmienia lokalng gesto$é¢ tego tadunku, tzn.

@_ 8p(r,t) _/ apsw(rat) __/ . __j{ .
dt - v ot dv = v ot dv = V(v sz)dv_ Asz da (18)
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ROZDZIAE 1. ROWNANIA MAXWELLA 5

gdzie skorzystaliSmy z réwnania ciagloéci dla tadunku swobodnego oraz catkowego twierdzenia Gaussa, by
otrzymac ostatnia catke. Opisuje ona przeptyw pradu tadunkéw swobodnych js,, przez zamknieta powierzch-
ni¢ A otaczajaca objetos¢ V. Tym samym, zmiana tadunku w tej objetosci jest rowna przeptywowi tadunku
swobodnego przez granice rozwazanego obszaru. Jest to tres¢ prawa zachowania ladunku.

Wektory natezenia (E,H) sa zwigzane z wektorami indukcji (D,B) indukcji pdl elektrycznych poprzez
rownania materiatlowe. W osrodku liniowym i jednorodnym zachodzi

D=¢E (1.9)
B =uH (1.10)

gdzie € i p to wspélezynniki przenikalnosci elektrycznej i magnetycznej materii'. Stad réwnania Maxwella w
osrodkach liniowych i jednorodnych mozna zapisaé¢ jedynie przy pomocy pél (E,B)

V.E="2 (1.11)
€
V-B=0 (1.12)
0B
E=—— 1.1
V x B (1.13)
OE
VXB:,UzjswﬁL,Ufa (114)

1.2 Polaryzacja i magnetyzacja materii

Materia moze podlegaé polaryzacji elektrycznej lub magnetyzacji, ktére sa opisywane wektorami z wektorami
polaryzacji P i magnetyzacji M. Ich zwiazek z natezeniami pél elektromagnetycznych to

P =cx.E (1.15)
M = Y H (1.16)

gdzie wspoélczynniki x. to podatnoéé elektryczna, a x.,, to podatno$¢ magnetyczna materii.
Zwiazek P i M z polami indukcji elektrycznej i magnetycznej (D,B) to

D=¢E+P (1.17)
B = po(H+M) (1.18)

Umozliwia on otrzymanie zwigzku pomiedzy wspétczynnikami przenikalnosci materii, € i p, i prézni, €y i po,

e=¢€o(1+xe) (1.19)
= pio(1+Xm) (1.20)

Pola D i H odgrywaja wazna role w elektrostatyce i magnetostatyce, gdyz umozliwiaja zapis prawa Gaussa
(1.1) i Ampera-Maxwella (1.4) przy pomocy tadunkéw swobodnych.

YW prézni e = eg = 8.85-10712C2/(N-m?) i pn = pg = 4w - 107" N/A2.



Rozdziat 2

Fale elektromagnetyczne w materii
nieprzewodzacej

2.1 Rownania falowe

W liniowej i jednorondej materii nieprzewodzacej nie ma swobodnych tadunkéw i pradéw, dlatego ktadziemy
Psw =01 jsu =0 w réwnaniach Maxwella (1.11)—(1.14):

V-E=0 (2.1)
V-B=0
0B
E=-" 2.
V x T (2.3)
OE
B=pe— 2.4
V x pe, (2.4)

Liczac rotacje obu stron prawa Faradaya (2.3) dostajemy po lewej stronie
Vx(VXE)=V(V-E)—AE = -AE (2.5)

gdzie A =V -V. Przy otrzymaniu ostatniej réwnosci skorzystaliSmy z prawa Gaussa (2.1). Po prawej stronie
otrzymujemy

V x (—8B> = —Q(V x B) OB (2.6)

gdzie skorzystaliémy z prawa Ampera-Maxwella (2.4) aby dostaé¢ ostatnia réwnosé. Przyréwnujac obie stony
znajdujemy réwnanie falowe dla pola elektrycznego

2
AE = uea—E (2.7)

Podobnie, liczac rotacje obu stron prawa Ampera-Maxwella znajdujemy rownanie falowe dla pola magne-
tycznego

0°B

AB = pe 92

(2.8)
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W obu przypadkach predkos$é fali wynosi

1
v= (2.9)
VIE
W prézni otrzymujemy predkosé swiatta
1
o= ~3-108 2 (2.10)

V/Ho€o s

Stosunek tych predkoéci n nazywa sie wspélczynnikiem zalamania

n=S_ |1 (2.11)
v Ho€o

Dla wigkszoéci substancji poza obszarem rezonansowym n > 1 co oznacza, ze predko$é¢ $wiatta w takich oérod-
kach v < c. Wiecej na ten temat w Rozdziale 5.5.
Dla substancji niemagnetycznych p = pg i wtedy

€
n%d;z\/g:\/l—i—xe (2.12)

gdzie €, nazywa sie wzgledng przenikalnodcig elektryczng osrodka.

2.2 Fale plaskie

Niech rozwigzania rownan falowych w o$rodku nieprzewodzacym maja postaé fal ptaskich

E(r,t) = Egelkr—?) (2.13)

B(r,t) = Byeikr—«t) (2.14)
gdzie Eg i Bg to stale amplitudy pél. Podstawiajac ta posta¢ do obu réwnan falowych znajdujemy relacje
dyspersyjng,

w=vk| (2.15)

ktora jest warunkiem na to by fale ptaskie byty rozwigzaniami réwnania falowego. Dtugosé fali jest zdefiniowana
jako stosunek

A= — (2.16)

Podstawiajac fale ptaskie do dwéch pierwszych réwnan Maxwella dostajemy

V-E =ik -Ege'Tt) — ¢ (2.17)
V-B =ik B!kt — (2.18)

Stad E L k i B L k co oznacza, ze fala elektromagnetyczna jest falg poprzeczng. Podstawiaja natomiast fale
plaskie do réwnania Faradaya otrzymujemy

0B

V X E = ik x Ege!kT=0t) — j B eilkr—wt) — _ 5
¢

(2.19)
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i stad relacja
kxE=wB (2.20)
ktora méwi, ze B L E . Dla dlugoéci wektoréw pdl zachodzi
1
B =~ [E]| (2.21)
v
gdzie skorzystaliSmy z relacji dyspersyjnej. Stad ostateczna postaé rozwigzan
E(r,t) =Eg eilkr—wi) (2.22)

B(r,t) = 5(k X Ey) ik T—1) (2.23)

przy warunkach |k| =w/v oraz E¢y L k. Dla fali plaskiej propagujacej sie w kierunku osi z, gdy k = kz i pola E
w kierunku osi X otrzymujemy

E(z,t) = EyelF*=wt (2.24)
k . 1 .
B(z,t) = — Byl g = — !ty (2.25)

gdzie Ey to zespolona amplituda pola elektrycznego.

2.3 Polaryzacja fali ptaskiej

Powréémy do réwnania
E(r,t) =Egeikr—«t) (2.26)

w ktorym amplituda Eg jest zespolona i wybierzmy uktad wspéirzednych tak by wektor k byl skierowany
wzdluz osi z. Pole E ma wtedy dwie niezalezne wspélrzedne w plaszczyznie (z,y), prostopadlej do osi z,
Ex(z,t) — EOJ; ei51 e’i(szwt) — EO.Z’ e’i(szwt+§1) (227)
Ey(Z,t) — EOy ei52 ei(kz—wt) — EOy ei(kz—wt+52) (228)
gdzie d1 i d2 to dwie niezalezne fazy, a amplitudy Fo, i Eoy sa juz rzeczywiste. Biorac czes$¢ rzeczywista
sktadowych pola E, otrzymujemy
E.(z,t) = Ep; cos(kz — wt + 1) (2.29)
Ey(z,t) = Epycos(kz —wt+02) (2.30)

Zakltadajac, ze 61 = 6o otrzymujemy polaryzacje liniowsg fali elektromagnetycznej, gdyz stosunek sktado-
wych pola jest staly, niezalezny od czasu i polozenia,

Ey(Z,t) _ EOy _
Ex(z,t) E()x

tg b (2.31)

Kat ¢ okresla stale nachylenie wektora pola E(z,t) do osi x. Dla ¢ =0 (Ep, = 0) mamy polaryzacje liniowa
wzdluz osi X, natomiast dla ¢ = 7/2 (Ep; = 0) polaryzacje liniowa wzdluz osi y.
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Zakladajac réznice faz 01 — 6o = 7/2 oraz réwnoé¢ amplitud, Eo, = Eyy = Ep, otrzymujemy polaryzacje
kolowg prawoskretnag, gdyz

E,(z,t) = Eycos(kz — wt) (2.32)
Ey(z,t) = Epsin(kz —wt) (2.33)
gdzie wybraliémy §; =0 i wtedy dy = —7/2. Tworzac sume kwadratéow sktadowych pola otrzymujemy réwnanie

okregu o promieniu r = Ey, po ktérym porusza sie koniec wektora pola E,
EZ(z,t)+ E}(2,t) = Ej (2.34)

Podobnie, dla réznicy faz do —d; = 7/2 i takich samych amplitud otrzymujemy polaryzacje kolowa lewo-
skretng. Wybierajac 61 =0 i do = 7/2, dostajemy

E.(z,t) = Eycos(kz —wt) (2.35)
Ey(z,t) = —Epsin(kz —wt) (2.36)

Zauwazmy, ze suma fal o przeciwnych polaryzacjach i takich samych amplitudach daje fale o polaryzacji liniowej
wzdluz osi X

E.(z,t) =2Eycos(kz —wt), Ey(z,t)=0 (2.37)

Dla réznicy faz 61 — 02 = /2, ale dowolnych amplitud, otrzymujemy polaryzacje eliptyczng prawoskret-
na, gdyz teraz

E.(z,t) = Epy cos(kz — wt) (2.38)
Ey(z,t) = Eyysin(kz —wt) (2.39)

i stad réwnanie elipsy dla konica wektora pola E

E2(z.t) E2%(z,t
+(51) y(2 ) 4 (2.40)
EO:): EOy

Dla 02 — 01 = 7/2 zmieniamy skretnosé tej polaryzacji na lewoskretna, podobnie jak dla polaryzacji kotowe;j.



Rozdziat 3

Optyka geometryczna

3.1 Warunki na granicy dwéch osrodkéw nieprzewodzacych

Rozwazmy dwa osrodki nieprzewodzace o przenikalnosciach (u1,€1) i (u2,€2). Na granicy tych osrodkéw pola
E.B,D i H nie sa ciagle. Aby znalez¢ warunki wiazace te pola po obu stronach granicy tych oérodkéw zapiszmy
rownania Maxwella w formie calkowej. Korzystajac z prawa Gausa dostajemy dla dwoch pierwszych réwnan

ﬁD%h:Qm (3.1)
ﬁme:O (3.2)

gdzie A jest dowolng powierzchnia zamknietq, a Qg jest calkowitym tadunkiem swobodnym ograniczonym ta
powierzchnia. Korzystajac natomiast z twierdzenia Stokesa dla dwoch pozostatych rownan znajdujemy

d
Ed=-2[B.d .
ﬁ ch a (3.3)

d
%HM:Mﬁ—/Dda (3.4)
r dt Ja

gdzie T jest dowolng krzywa zamknietq, a A jest dowolng powierzchnia, ktérej brzegiem jest krzywa I'. Ig,
jest caltkowitym pradem przecinajacym powierzchnie A, natomiast calki po prawej stronie sg strumieniami
odpowiedniego pola przez te powierzchnie.

Rozwazmy infinitezymalnie cienkg powierzchnie Gaussa zawierajaca granice oérodkéw, patrz Rysunek 3.1.
Z prawa Gaussa dostajemy

D;-Aa—Dy-Aa=o04|Aa| (3.5)

gdzie Aa to element powierzchni réwnoleglej do granicy, skierowany od oérodka 2 do 1, natomiast o, to po-
wierzchniowa gestos¢ tadunkéw swobodnych. Warunek ten oznacza, ze sktadowe pol prostopadte do powierzchni
granicy osrodkéw spelniaja rownanie

Dy — Dy =0y (36)
Podobnie, z drugiego rownania Maxwella otrzymujemy

By — By =0 (3.7)

10
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Rysunek 3.1: Powierzchnia Gaussa na granicy dwéch oérodkow.

Rysunek 3.2: Kontur Ampera na granicy dwéch o$rodkéw.

Otoczmy teraz granice osrodkéw infinitezymalnie cienka petla prostopadlg do niej, patrz Rysunek 3.2. Z
prawa Faradaya otrzymujemy

ElAI—EgAIZ—d/Bda (38)
dt Ja

gdzie Al jest skierowanym elementem diugosci boku petli réwnolegtej do powierzchni granicznej, natomiast
A jest powierzchnig petli. Powierzchnia ta znika w granicy inifinitezymalnie cienkiej petli i stad warunek na
sktadowe pol réwnolegle do powierzchni

Podobnie, korzystajac z prawa Ampera-Maxwella otrzymujemy w granicy infinitezymalnie cienkiej petli
H, -Al-H>-Al= I, (3.10)

gdzie I, jest catkowitym pradem tadunkéw swobodnych przepltywajacych przez petle. Nie znika on w granicy
inifnitezymalnie cienkiej petli, gdyz na powierzchni granicznej moga wystapi¢ prady powierzchniowe K, prze-
plywajace przez taka petle. Jezeli n jest wektorem prostopadlym do powierzchni granicznej, skierowanym od
powierzchni 2 do 1 to wektor n x Al jest skierowany prostopadle do petli i wtedy

Iyw = Kyu - (nx Al) = (K, x 1) - Al (3.11)
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Dostajemy wiec nastepujacy zwiazek dla sktadowych pol réwnoleglych do powierzchni
Hl” — H2|| = sz Xn (312)

W liniowch i jednorodnych osrodkach nieprzewodzacych mozemy skorzysta¢ z réwnan materiatowych, wy-
razajac warunki na granicy dwéch osrodkéw przy pomocy pél E i B

€1E1J_ — €2E2L = Osw (3.13)
By, —By, =0 (3.14)
Ey—Ey =0 (3.15)
1 1
7B1H — fBQH = sz X1n (316)
H1 K2

Wzory te mozna zapisaé¢ przy pomocy jednostkowego wektora normalnego do powierzchni n = n(r)

(61E1 —62E2) ‘Nl = Ogy (3.17)
(Bl—Bg)-n:O (318)
(El—EQ) xn=>0 (319)
1 1
(Bl — B2> Xn= sz X 1n (320)
251 2

Przy braku swobodnych tadunkéw i pradéw powierzchniowych nalezy podstawié¢ po prawej stronie og, =0 i
K, =0.

3.2 Prawa odbicia i zalamania

Niech na granice dwéch osrodkéw, bedaca ptaszezyzna z = 0, pada fala ptaska pod katem 07 wzgledem normalnej
do ptaszczyzny granicznej. Ulega ona odbiciu pod katem 0p oraz wnikaniu do drugiego oérodka pod katem 6p.
Odpowiednie wektory falowe sa pokazane na Rysunku 3.3. Trzy fale, podajaca, odbita i zalamana, sg falami
plaskimi o wektorach falowych k;, kg i k7, odpowiednio.

Wektor falowy k; znajduje sie w plaszczyznie rysunku. Dwa pozostale tez leza w tej plaszczyznie, co
mozna pokazaé¢ wykorzystujac warunki graniczne z o4, =0 i Ky, =0, zapisane dla trzech analizowanych fal w
plaszczyznie z = 0,

(61(E[ —|—ER)—€2ET)'IIZO (321)
(B]—I—BR—BT)-IIZO (3.22)
(E]+ER—ET)XHZO (3.23)
1

((BI+BR)—BT) — (3.24)

M1 2

Wykorzystujac zwiazek dla pél
1 -

B= ;(k x E) (3.25)
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kg
Kkt
Or 0y
6, piaszgyma
padania
W’ O\@

Rysunek 3.3: Padanie uko$ne.

gdzie k= k/k jest wektorem jednostkowym, dostajemy ostateczna forme warunkéw brzegowych

(e1(Ef+ERr)—eEr) n=0 (3.26)
(;(E[fo—i—f{RxER)—;(IETXET)>~n:0 (3.27)
(E;+Er—E7)xn=0 (3.28)
(Hllvl (foEIJrRRxER)—M?vQ (RTxET)) xn=0 (3.29)
Kazdy z tych warunkéw ma dla fal ptaskich nastepujaca postaé
(...)elkrr=wt) L yeilkrr—wt) _(eilkrr—wt) _ (3.30)

gdzie r = (z,y,0) jest dowolnym wektorem w plaszczyZnie granicznej z = 0. Warunki te mozna spelnié jedynie,
gdy

ki -r=krp-r=kr-r oraz z=0 (3.31)
co oznacza, ze dla skltadowych wektoréw falowych zachodzi

kla: = ka = sz (332)
kry = kry = kry (3.33)

Wybierajac osie uktadu wspoétrzednych tak by k7, = 0 otrzymujemy
kry = kry =0 (3.34)
i trzy wektory falowe leza w plaszczyznie (zz) Rysunku 3.3. Stad pierwsze prawo optyki geometrycznej.

e Pierwsze prawo: Wektory falowe fali padajacej, odbitej i przechodzacej leza w jednej plaszczyZnie
(zwanej plaszczyzng padania), wyznaczonej przez wektor normalny do plaszczyzny granicznej i wektor
falowy k;.
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Trzy fale maja ta samag czestosé¢ w. Stad z relacji dyspersyjnej
‘k[”l)l = ’kR”Ul = ’kT‘UQ =w (3.35)
gdzie vy i v9 to predkoéci fal odpowiednio w osrodku 1 i 2 odrodkach. Stad

v
et = flen| = * flr| (3.36)

Warunek réwnosci sktadowych z-owych wektoréw falowych prowadza do nastepujacych wnioskow

kr: = kRrs => |kr|sinf; = |kg|sinfr => 0r=0gr (3.37)
oraz
ke =kre  =>  |ki|sinf; = [ky|sinfr  => Zﬁ@f = Z—j - Z—; (3.38)
gdzie ny i no to wspoétezynniki zatamania osrodkéw. Stad dwa nastepne prawa optyki geometrycznej.
e Drugie prawo: Kat padania rowna sie katowi odbicia: 6; = 0y
e Trzecie prawo: Kat padania i zalamania spelniaja zwiazek (prawo Snella)
n1sinfy = nosinfr (3.39)

Zauwazmy, ze dla padania prostopadtego, 6; = 0, mamy réwniez 0 = 07 = 0. Fala odbita porusza sie
kierunku przeciwnym niz padajaca, natomiast fala przechodzaca nie ulega odchyleniu.



Rozdziat 4

Polaryzacja w optyce geometrycznej

4.1 Polaryzacja przy odbiciu i zalamaniu

Zalézmy, ze fala padajaca jest spolaryzowana w plaszczyznie Rysunku 4.1, co oznacza, ze wektor E! lezy w
plaszczyznie (z,z). Wtedy

(k; xE[)-n=0 (4.1)

Z drugiego warunku brzegowego (3.27) otrzymujemy dla z =0

1 4 N 1 -
((k[XEI+kRXER)—(kTXET)>~n:0 (42)
U1 V2
co daje
1 - 1 -
L (kg xEg)-n=—(kr xEr)-n (4.3)
V1 V2

Warunek ten moze by¢ spelniony przez niezalezne wektory Er i Er jedynie gdy obie strony relacji sa réwne
zeru. Tym samym wektory te leza w plaszczyznie (x,z). Ich orientacja jest konwencja. Wybieramy ja jak na
Rysunku 4.1.

Podobnie dla polaryzacji fali padajacej prostopadtej do ptaszczyny padania (z,z) mamy

E; n=0 (4.4)
Z pierwszego warunku brzegowego (3.26) otrzymujemy dla z =0
(e1(Er+Eg) —€2Er) n=0 (4.5)
co daje
€1(Er-n) =e2(Er-n) (4.6)

Warunek ten moze by¢ spelniony przez niezalezne wektory Er i Er jedynie, gdy obie strony relacji sa réwne
zeru. Tym samym wektory te sa prostopadle do plaszczyzny (x,z). Ich orientacja jest konwencja. Wybieramy
ja tak by byla taka sama jak dla fali padajacej.

15
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Rysunek 4.1: Polaryzacja plaszczyznie padania w przy odbiciu i zalamaniu. Zwrot wektora E® jest konwencja,
dla ktérej wektor BF jest skierowany za plaszczyzne padania natomiast B! i BY w strone patrzacego. Wektor
normalny n do powierzchni z =0 jest skierowany w kierunku osrodka 2.

4.2 Wzory Fresnela dla polaryzacji w ptaszczyznie padania

Dla polaryzacji w plaszczyznie padania, drugi warunek brzegowy jest automatycznie spelniony, natomiast
pozostate prowadza do nastepujacych relacji przy wykorzystaniu warunku 6; = 6 oraz wektorze normalnym n
skierowanym w strone osrodka 2, patrz Rysunek 4.1,

(El(E[ —I-ER) — EQET) -n=20 => 61(—Eé —i—Eé%) sinf; = —EQEgSiHQT (47)
(Er+Er—Er)xn=0 => (EL 4+ EF)costr = EL cosbr (4.8)

1 . . 1 - 1 1
k; xE;+kg xEgR) — kr xE >><n:0 => El —ER) = ET 4.9
(ot X By ki x Bar) = (kr < Br) (B}~ ) = —F{ (49)

Pierwsze rownanie przyjmuje postaé

El-Elt= ZSSE(Z ET (4.10)
natomiast trzecie to
Bl gl ="" g (4.11)
1202
Stad relacja wynikajaca z réwnosci prawych stron
€9 8in O _ v (4.12)

€1 sin91 125X%)

Jest to relacja réwnowazna prawu Snella (3.39), gdyz definicji predkosci fali v = 1/,/én oraz wspdlezynnika
zalamana n = ¢/v, dostajemy

ng sinfp = nq sinfy (4.13)
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Rysunek 4.2: Stosunek amplitud fali odbitej R i przechodzacej T' do amplitudy fali padajacej I dla $wiatta
padajacego z powietrza (n; = 1) na szklo (n2 = 1.5) przy polaryzacji w plaszczyZnie padania.

Drugie réwnanie mozna zapisa¢ w formie

El+ EF = ‘xzf EY (4.14)
Zapiszmy réwnania (4.14) oraz (4.11) w postaci
El+Efl=aEY (4.15)
El —EF=pEY (4.16)
gdzie
_ cosfr 7 _ v (4.17)
cosfr L2V
Stad otrzymujemy réwnania Fresnela w postaci
ER= Z;gEé (4.18)
El = aiﬁEé (4.19)

Zauwazmy, ze fala przechodzaca T jest zawsze zgodna w fazie z falg padajaca, natomiast fala odbita R jest
zgodna w fazie z fala padajaca gdy « > (5, natomiast dla o < 8 ma faze przesunieta o 180°.
Dla osrodkéw niemagnetycznych pg /= po &~ pg i wtedy
U1 n2

f=—=22 (4.20)

V2 n
Stad réwnania Fresnela dla o$rodkéw niemagnetycznych

nycosfr —mngcoslr _;

El = 4.21
ny cosfr + ngcoslr ( )
BT _ 2nq cosOy I

= 4.22
ny cosfr + ngcoslr ( )
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gdzie cosfr mozna wyrazi¢ przez kat padania 6 na podstawie prawa Snella (4.13)

2
. ny .
cosfr =1/1 —sin?0p = 1——; sin?0;
n
2

e Dla padania prostopadlego, 0y = 0 = 0, otrzymujemy

ny —n9 2111

Eft =

= El <o, El =
n1+n2 0 0

= El < E!
n1+ne 0 0

Fala odbita R ma zawsze faze przesunietg o 180° w stosunku do fali padajace;j.

e Natomiast dla padania stycznego do granicy oérodkéw, 0 = 90°, mamy
EE=EL, EF =0

Promien padajacy, réwny promieniu odbitemu R, §lizga si¢ wzdluz powierzchni granicznej.

e Interesujacy jest tez przypadek, gdy fala odbita jest calkowicie sttumiona (o= 3)
Egf =0, E; = —E;
Zachodzi to przy kacie padania 0; = 0p, zwanego kgtem Brewstera, ktéry spetnia rownanie
n1 cosr = ngcosbp

z ktérego wynika warunek

n
tglp = -2
ni

18

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

Kat Brewstera istnieje wiec niezaleznie od relacji pomiedzy wspoélczynnikami zalamania. Dla ny < ng
mamy fp > 45°, natomiast dla n; > ng otrzymujemy 0p < 45°. Latwo pokazaé, ze dla kata padania
rownego katowi Brewstera, kat pomiedzy promieniem odbitym i przechodzacym wynosi 90°. Jezeli bowiem

znajdziemy taki kat padania 67, ze zachodzi ta wlasnosé to
01+ 0r =90°
7 prawa Snella natomiast znajdujemy
nysinf; = nesin(90° — 07) = nacoséy
skad otrzymujemy warunek dla kata Brewstera
N2

tglr = —
n1

(4.29)

(4.30)

(4.31)

Trzy oméwione przypadki szczegdlne sg widoczne na Rysunku 4.2, gdzie pokazane sa stosunki amplitud

Eor/Eo; dla fali odbitej i Egr/FEo; dla fali przechodzacej.
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E e

Rysunek 4.3: Polaryzacja fali odbitej przy kacie Brewstera 05 = «, prostopadia do plaszczyzny padania, przy
niespolaryzowanej fali padajacej.

4.3 Wzory Fresnela dla polaryzacji prostopadtej do plaszczyzny padania

Dla polaryzacji prostopadlej do ptaszczyzny padania wykorzystaliémy pierwszy warunek, natomiast po-
zostale prowadza do réwnan, patrz Rysunek 4.1,

1 - .\ 1 - 1 1
((k;xEH—kaER)—(kaET))-nzo => —(El+Elsing; = —Elsin6r (4.32)
U1 () U1 U2
(E;+Er—Ep)xn=0 => E/+EF=FE! (4.33)
1 - N N 1 1
( (k; x Er+kgr x Eg) — (kaET)> xn=0 => (E} — ElYycosd; = ——FEl cosbr (4.34)
H1v1 1202 H1v1 1202
Stad réwnania
n Oy
El+pR =T pr_ pT 4.
0T £o vysing, 0 0 (4.35)
El +EF=ET (4.36)
Or
Bl - pR =PSB g (BT 4.37
0 0 Li20 COS0; 0 = afEy ( )
gdzie w pierwszym réwnaniu skorzystaliSmy z prawa Snella oraz
_ cosfr 7 _ v pane (4.38)
cosfr M2V pong
Rozwiazujac je otrzymujemy
1—ap
R T
= 4.39
O " 14ap " (4.39)
2
El = EL (4.40)

1+aB8 "
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Dla materialéw niemagnetycznych, 5 =ny/ni, i wtedy

nycosfr —ngcosfr _;

El = 4.41

O ™ nycos +nycosOr ( )
2 0
BT = MCOSUI_ pl (4.42)
ny cosfr +ngcosbr
Dla padania prostopadlego, 0; = 67 = 0, otrzymujemy znane juz wzory
ny—m2 g T 277,1 I

Elf = EL. El = E 4.43

0 ni+na 0 0 ni+ng 0 ( )

Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do polaryzacji w plaszczyznie padania, fala odbita R nigdy sie nie zeruje.
Gdyby tak byto to spetniony bytby zwiazek

1 0 2 22
o= => 2L Mz g Mgn2g, = M3 052, (4.44)
B cosfly  map ns ns g

co jest prawda jedynie w przypadku n; = ne oraz u; = uo, ktéry wykluczamy, gdyz oznacza on rozwazenie tylko
jednego osrodka.

Wynik ten oznacza, ze w przypadku niespolaryzowanej fali padajacej, sktadowa polaryzacji w plaszczyZnie
padania ulega wygaszeniu dla kata padania Brewstera, natomiast sktadowa prostopadla do tej plaszczyzny jest
rozna od zera. Fala odbita jest wiec spolaryzowana w kierunku réwnoleglym do powierzchni granicznej, patrz
Rysunek 4.3.

4.4 Calkowite wewnetrzne odbicie

Z prawa Snella (3.39) otrzymujemy

2

cos’Op =1—sin’0p=1— 1% sin?6; (4.45)
n

2
Dla n; < ng wyrazenie po prawej stronie jest zawsze dodatnie. Mozemy wtedy wyciagnaé pierwiastek, otrzy-
mujac

2
cosfp =4/1— 1% sin?6; (4.46)
ny
Kat padania 0; moze sie wtedy zmienia¢ w przedziale 67 € [0,90°].
Dla ny > ngo, gdy fala elektromagnetyczna pada z osrodka gestszego optycznie, istnieje maksymalny kat
padania 07,4, ktéry zeruje wyrazenie podpierwiastkowe,
n
SN0 mas = — < 1 (4.47)
n
Dla takiego Ormqr kat 67 = 90°, co oznacza, ze promien przechodzacy $lizga sie po powierzchni.
Dla katow 07 > 0. istnieje tylko promient odbity - nastepuje catkowite wewnetrzne odbicie. Kat Brewstera
w tym przypadku jest mniejszy niz 0740, gdyz z warunku
n
tgfp = sinbpmer = 21 (4.48)
n
wynika, ze 0p < 07", Jak wiec nalezalo oczekiwac, przy wygaszeniu fali odbitej dla kata Brewstera wciaz
istnieje fala przechodzaca.
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Rysunek 4.4: Wspdlezynniki odbicia R i przejscia T dla $wiatla padajacego z powietrza (n; = 1) na szklo

(ng = 1.5) przy polaryzacji w plaszczyznie padania.

4.5 Natezenie fal przy odbiciu i zalamaniu

Usérednione po czasie natezenie fali padajacej na jednostke pola powierzchni granicznej wynosi I =S -2z, gdzie

1
S=—(ExB
M( )

(4.49)

jest wektorem Poyntinga fali elektromagnetycznej. Stad natezenie padajacej fali ptaskiej

1
Iy = 561’01(Eé)2(3089[

(4.50)

natomiast natezenia fali odbitej i przechodzacej w przypadku polaryzacji w plaszczyinie padania to

1
IR = 5612)1 (E(I)%)ZCOSQI

1
Ir = 562212(E6F)2 cosOr

(4.51)

(4.52)

Zdefinujmy wspotczynnik odbicia R i przejécia T fal spolaryzowanych réownolegle do ptaszczyzny padania,

_In_(EBF\_ (a=pB)?
R:I,_<E3> _<a+ﬂ>

It evs [ ER\ costr ﬁ< 2 )2
=—=""|—= =«
I[ €11 E@T COS@] Oz—i-,@

Dla fal spolaryzowanych prostopadle do ptaszczyzny padania, otrzymujemy

(i) (i)

Latwo sprawdzié¢, ze w obu przypadkach

R+T=1

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

Wykres wspétczynnikow R i T dla Swiatla spolaryzowanego w plaszczyznie padania, padajacego na szklo z

powietrza, jest przedstawiony na Rysunku 4.4.



Rozdziat 5

Fale elektromagnetyczne w przewodnikach

5.1 Rownania falowe

W przewodnikach nie kontrolujemy niezaleznie przepltywu tadunkéw i dlatego nie mozemy polozyé gestosci
tadunkéw swobodnych pg,, = 0 oraz gestosci pradu js,, = 0 w réwnaniach Maxwella (1.11)—(1.14) dla liniowej

jednorodnej materii:

V.-E= 2w
€
V-B=0
OB
E=——
V x 5
OE
VXxB=pjsw+pe_-

ot

W osrodkach liniowych i jednorodnych obowigzuje prawo Ohma w postaci

jsw =oE

(5.5)

gdzie o to przewodnosé osrodka. Z réwnania ciagltosci dla tadunkéw swobodnych i prawa Gaussa otrzymujemy

0 . o
g;w = _v'.]sw =—0oV-E= _;psw
Stad zachowanie czasowe gestosci tadunkow swobodnych

Psw = PO et/ >

gdzie wprowadziliSmy czas relaksacji

T=—
o
Dla t > 7 mamy ps, — 0 i wtedy rownania Maxwella przyjmuja postaé
V-E=0
V-B=0
0B
VXE=——
ot
OE
V xB=ucE+ pue—

ot

22

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)
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Beda one podstawa analizy propagacji fal elektromagnetycznych w przewodnikach dla czaséw t > .
Liczac rotacje obu stron prawa Faradaya (5.11), otrzymujemy dla lewej strony po wykorzystaniu prawa
Gaussa (5.9):

Vx(VxE)=V(V-E)—AE = —AE (5.13)

oraz dla prawej strony po wykorzystaniu prawa Ampera (5.12):

0 O0’E OE
_ B)= —pe—— — jo— .14
(V¥ B = e —Hoy, (5.14)
Stad réwnanie falowe dla pola elektrycznego
O’E OE
AE = pe— — 1
Heo + po 5 (5.15)

Powtarzajac to rozumowanie dla pola magnetycznego poprzez policzenie rotacji obu stron prawa Ampera
dostajemy identyczne rownanie

’B B
AB :,uea—Jr;waa—t (5.16)

W obu przypadkach réwnanie falowe zostalo uzupelnione o czton z pierwsza pochodng czasows z dodatnim
znakiem. Powoduje to wystepowanie ttumienia propagacji fal elektromagnetycznych w przewodniku.

5.2 Fale plaskie w przewodniku
Rozwazmy rozwiagzanie w formie fal ptaskich ze stalymi zespolonymi amplitudami, propagujace sie wzdtuz osi z

E(z,t) = Egeih=h) (5.17)
B(z,t) = Bgel(F=0) (5.18)

Z praw Gaussa wynika, ze E i B sa prostopadte do osi 2,
0 7 i
P — Y pilkz—wt)) _ _ _
V-E=Ey, 5 (e ) 0 >  FEy,=0 (5.19)

i podobnie dla pola magnetycznego By, = 0. Stad otrzymujemy fale poprzeczng tak jak w przypadku swobodnym.
Oba pola sa takze do siebie prostopadle, gdyz z prawa Faradaya dostajemy

X v 2 OB
VxE=|0, 0y, 0.|=%(-0.Ey))+y(9.E;)= 5 = X(—0B;)+y(—0:By) (5.20)
E, E, 0
gdzie 0, = 9/0, etc.. Stad relacje
0.E,=0B, => ikE,=—iwB, (5.21)

0.E,=-0B, => ikE,=iwB, (5.22)
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Dzielac oba réwnania stronami otrzymujemy
E B
EZ _ _Bf —> E,B,+E,B,=0 (5.23)
cO oznacza, ze
E L B. (5.24)

Zakladajac polaryzacje pola E wzdluz osi X, dostajemy pole B skierowane wzdluz osi y oraz zwigzek dla
amplitud pol

k
By=— Ey (5.25)

w

Stad postaé fal ptaskich w takim przypadku
E(z,t) = ByelFwh % (5.26)
ki

B(z,t) = — Eyelh*=wt g (5.27)

w

5.3 Relacja dyspersyjna w przewodniku

Podstawiajac postulowana forme fal ptaskich (5.26)-(5.27) do réwnan falowych (5.15)-(5.16) dostajemy zwiazek
pomiedzy k a w:

k? = pew? +ipow (5.28)

z ktérego wynika, ze k jest wiec wielkoécig zespolona

k=k+4ir=|k|e™® (5.29)
Podnoszac k do kwadratu, dostajemy réwnania na poszukiwana cze$é¢ rzeczywista i urojona k
k2 — k% = pew?, 2kk = pow (5.30)
skad znajdujemy
- 5 12
I o
k= — |4/1 — 1 5.31
W 2 + (ew) * ( )
_ - 112
1€ o
= — |4/1 — -1 5.32
K=w 5 + (ew) ( )
oraz
57172
k| = VK2 + K2 = w,/11e 1+<0> ] (5.33)
€w
1/2
K 1+(2)* -1
¢ = arctgz = arctg > (5.34)
1+ (%) +1
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Rysunek 5.1: Propagacja fali ptaskiej w przewodniku.

Zauwazmy, ze powyzsze wielkosci sg funkcjami czestodci fali w, tzn.

k=k(w)=k(w)+ir(w) (5.35)
Ostateczna postaé fal ptaskich w przewodniku spolaryzowanych liniowo w kierunku X to
E(z,t) = Eye r@)z gilkw)z—wt) ¢ (5.36)
B(Z t) _ |k(w)| E, e—n(w)z ei(k(w)z—wt+¢) y (537)
’ w

gdzie dla uproszczenia zakladamy, ze amplituda Ey jest rzeczywista.

Oba pola ulegaja eksponencjalnemu tlumieniu z rosngcym z > 0, ktérego sila jest determinowane przez czgsé
urojong K zespolonego wektora falowego k. Wielko$¢ 1/k, nazywana sie glebokoscia wnikania, charakteryzuje
odlegtod¢, na ktora wnikaja fale do przewodnika. Czesé rzeczywista k okresla w zwykly sposéb dlugosé fali,
predko$é fazowsq fali i wspotezynnik zatamania
=_, n=— 5.38

- » (5.38)
gdzie c=1/,/mo€g. Pole magnetyczne opdznia sie wzgledem pola elektrycznego o faze ¢ - przewodnik wprowadza
wigc tlumienie fali elektromagnetycznej i opéznienie fazowe pola magnetycznego, patrz Rysunek 5.1.

Zapiszmy cze$¢ rzeczywistg i urojona k przy pomocy czasu relaksacji gestoéci tadunkéw w przewodniku

T=¢/o:

(5.39)

1 1/2

_ L JHE -

k=w 5 1+(w7)2+1
1/2

_ o feed 1 __

K=w > 1+(w7')2 1

] (5.40)

Dla w7 > 1, tzn. dla bardzo wysokich czestosci w skali 1/7, lub bardzo duzego czasu relaksacji w skali 1/w
(staby przewodnik) dostajemy

k &~ w./Jie, K~ —V;TLE (5.41)
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Fala elektromagnetyczna propaguje sie wiec z predkoscia v ~ ¢ =1/, /e, natomiast gtebokosé wnikania 1/k = 2cr
nie zalezy od czestosci i jest bardzo duza w skali okreslonej przez dtugosé fali, gdyz zachodzi

2% A
2%r> S nl (5.42)
w m

Pamietajmy, ze rozpatrujemy czasy t > 7, gdy mozemy juz zaniedbaé¢ gestos¢ tadunku swobodnego w przewod-
niku.

Dla czystej wody o =4.4.-107% (Q-m)~!, natomiast e = 80¢q i ju ~ po. Czas relaksacji 7 = 1.6-10"*s i dla fal
radiowych UKF, w = 10857, mamy w7 ~ 10% > 1. Gleboko$¢ wnikania 1/x = 2¢7 =~ 10* m jest bardzo duza i fala
UKF propaguje sie w wodzie bez silnego tlumienia na odleglosci rzedu 10 kilometréw. Podobny efekt zachodzi
dla fal o wyzszych czestosciach.

Dla wr < 1, tzn. dla niskich czestosci w skali 1/7, lub krétkiego czasu relaksacji w skali 1/w (doskonaty

przewodnik), otrzymujemy
[1new [jew
k~ | — Ry — 5.43
27’ " 27 (5.43)

Fala w takim przypadku ma predko$é v = cv/2wt < ¢, natomiast glebokosé wnikania jest rzedu diugosci fali,
gdyz 1/k =~ 1/k = \/(2m). Ponadto, przesuniecie fazowe ¢ = 45°.

Przewodnoéé dla typowego metalu wynosi o ~ 107 (2-m) ™! i e = ¢y oraz pu ~ ug. Czas relaksacji 7 =¢/o =
8.85-107¥5s i dla czestosci optycznych, w = 109 s~ mamy speliony warunek: w7 ~ 1073 <« 1. Dlugoé¢ fali dla
tej czestosci A = 2w /k = 8-10~8m, stad gleboko$é wnikania jest bardzo mala, 1/k = \/(27) ~ 10~3m = 100 A.
Metal jest wiec nieprzeiroczysty dla swiatia.

5.4 Odbicie od powierzchni przewodzacej

Warunki graniczne dla tego przypadku to

elEf‘ — egEg‘ = 0w (5.44)
Bif =By =0 (5.45)
El—El=0 (5.46)
(5.47)

1l lgl_K, xn
H1 H2
gdzie 04, gestosé swobodnego tadunku powierzchniowego, a Ky, to gesto$é¢ swobodnego pradu powierzchniowe-
go. Dla przewodnikow spelniajacych prawo Ohma, js,, = 0E, prad powierzchniowy K, =0, gdyz jego istnienie
wymagaloby nieskoniczonego natezenia pole elektrycznego na granicy.
Rozwazmy monochromatyczng fale plaska poruszajaca sie w kierunku osi z i spolaryzowana wzdtuz osi X

E!(z,t) = El ezt (5.48)
Bl(z,t) = vllEé elhiz—wt) o (5.49)
Fala odbita to
Ef(z,t) = Efle!Theetix (5.50)
Bf(z,t) = 1 Elteil=hz—wt) ¢ (5.51)

U1
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natomiast fala przepuszczona w metalu to
E7(2,t) = BT ¢ilk2z—wt) ¢ (5.52)
k (i
BT (z,t) = f EL githaz=wt) ¢ (5.53)

gdzie ko = ko +iko. Wystepuje wiec ttumienie dla tej fali. Poniewaz pola E nie majg sktadowej prostopadtej do
powierzchni wzdtuz osi z, z pierwszego warunku granicznego otrzymujemy og, = 0. Dla sktadowych réwnole-
glych do powierzchni granicznej (x,y), otrzymujemy

Ef +EF -FEl' =0 (5.54)
1 1 k
Ef——Ef}-=2El'=0 (5.55)
H1v1 H1v1 How
Ostatni warunek mozna zapisa¢ w postaci
Bl -pR =M, gl = 3ET (5.56)
oW

gdzie B jest wiclkoscia zespolong ze wzgledu na ks. Stad zwiazki Fresnela dla rozwazanego przypadku

-
By =1 +g Ej (5.57)
2
ET—_2 gl (5.58)
140

Dla doskonalego przewodnika, o = oo, mamy ks — co. Stad 3 — oo i wtedy
EF = —El, El=0 (5.59)

Fala zostaje catkowicie odbita z przesunieciem fazowym 180°. Zwierciadta wytwarza si¢ wiec z bardzo do-
brych przewodnikéw, np. srebra. Glebokosé¢ wnikania jest wtedy niewielka, rzedu 100A jak to pokazalismy w
poprzednim rozdziale, stad warstwa metalu napylana na szklo jest zwykle bardzo cienka.

5.5 Zalezno$¢ wspolczynnika zalamania od czestosci

Do tej pory zaktadaliSmy, ze wspdtczynniki charakteryzujace oérodek, podatnoéci elektryczne i magnetyczne
oraz przewodno$¢, nie zaleza od czestosci fali elektromagnetycznej. Sa jednak osrodki, dla ktérych tak nie
jest. Na przyklad, kwarcyt, z ktérego zbudowany jest pryzmat, wykazuje zjawisko dyspersji czyli ugiecia fali
Swietlnej, zaleznego od czestosci fali. Oznacza to, ze wspdlczynnik zalamania oérodka jest funkcja czestosci

n=n(w) (5.60)
Fale o réznych czestoéciach rozchodza sie w osrodku z réznymi predkosciami. Dla substancji niemagnetycznych

n(w) = /e (@) = /14 xe(w) (5.61)

czyli problem wyjaénienia zaleznosci wspotczynnika zatamania od czestosci sprowadza sie do wyjasnienia tej
zaleznoéci dla podatnosci elektrycznej ye.
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Uzyjemy do tego celu modelu dielektryka, w ktorym nieprzewodzace elektrony, zwiazane w czasteczkach, sa
pobudzane do drgan harmonicznych przez zmienne pole elektryczne monochromatycznej fali elektromagnetycz-
nej o czestosci w. Elektrony wypromieniowuja fale o tej samej czestosci lub absorbuja fale padajaca w okolicy
czestosci rezonansowej wp. Klasyczne rownanie ruchu takiego elektronu (w jednym wymiarze x) to

A2z

dz i
mos —i—m’ya +mwiz = qEye ™! (5.62)

gdzie 7 jest stala ttumienia o wymiarze s~!. Zastosowaliémy zapis zespolony, co oznacza, ze x jest jest wielkogcia
zespolong. Podstawiajac rozwiazanie w postaci do réwnania

x=mzge Wt (5.63)
dostajemy
q/m
=——-——F 5.64
o W —w? —inw " (5:64)

Stad zespolony moment dipolowy elektronu

2
_¢/m
2 .
wi —w? —iw

p=gqr= Ege ™t (5.65)
gdzie ¢ jest tadunkiem elektronu.
WprowadZmy zespolong polaryzacje P oraz zespolona podatnosé elektryczna Y. poprzez réwnanie

P =¢X.E (5.66)

Zakladajac, ze w kazdej czasteczce znajduje si¢ f; elektronéw o czestosci wiasnej w; i statej thtumienia +;, a w
jednostce objetosci znajduje sie¢ N czasteczek, to polaryzacja P wynosi

. Ng? . -
p-NCs L g (5.67)
m Wi =Wt i
gdzie sumujemy po elektronach w czasteczce. Stad zespolona polaryzacja wzgledna
_ € 3 N¢? i
=—=1 =1 5.68
€r o +X€ + meo ;LUJQ—OJ2—Z'YJW ( )

W gazach drugi wyraz w sumie jest zwykle maly i korzystajac z relacji v/1+ €~ 1+ ¢€/2, mozemy zapisaé

2 f
Ve =1+ > ——3 = (5.69)

> 2 i
2meg T Wi W W

N 2 . wz_w2 N 2 -
:1+2q ) 2fj(;2 )22 Z,2qw 2 J;JZJ 2,2 (5.70)
mey (W5 —w?)? +yiw mey (Wi —w?)?+vy;w
W osrodkach dyspersyjnych zespolone rownanie falowe o danej czestosci w
- O’E
AE = €uyg (5.71)

o2
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Rysunek 5.2: Wspélczynnik zalamania i wspotezynnik absorbeji o = 2k w okolicy czestosci rezonansowe].

ma rozwiazanie w postaci fal ptaskich

E(z,t) = Ey cilkz—wt)
gdzie k jest zespolong liczba falowa

k=k+irx= Elpw = €rg
c

Stad zespolony wspotczynnik zatamania

ko ck
ﬁ:@:i:i+iﬁ
w

w w
Uwzgledniajac zespolona postaé¢ k dostajemy
E(Z,t) = Eye * ei(kz—wt)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.75)

Czesé urojona k jest odpowiedzialna za tlumienie fali ze wspélczynnikiem absorbeji k, natomiast czesé
rzeczywista k prowadzi do predkosci fazowej v = w/k i wspolczynnika zatamania n = ¢/v. Stad czesé rzeczywista

zespolonego wspotczynnika zalamania

natomiast cze$é urojona

nr=—=~k
w

Wykorzystujac przyblizony wzoér na /€., otrzymujemy

n=1+ 5

_ Ng*w? 13

Ng? Z fj(wgz_WQ)

2meo (WF —w?)2 +~3w?

2

R =
2\2 4 ~2,,2
2mecep 5 (Wi —w?)? +viw

(5.76)

(5.77)

(5.78)

(5.79)
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Rysunek 5.3: Wspélczynnik zatlamania w szkle.

Zanalizujmy zachowanie jednego z cztonéw w powyzszych sumach w okolicach czestosci rezonansowej w ~ w;.
Wspdlezynnik n — 1 gwaltownie malej do zera, zmieniajac znak po przejsciu czestosdci rezonansowej, co oznacza,
ze n < 1 i predkosé¢ fazowa fali v > ¢ dla w > wj, patrz Rysunek 5.2. Jest to obszar dyspersji anomalnej, w
ktérym wystepuje maksymalne ttumienie fali ze wspétczynnikiem

Ng fjw,

5.80
2mceey ( )

RKmaz = K(Wj) ~

gdzie zaniedbaliSmy inne wyrazy w sumie po j, zakladajac, iz ich wklad w okolicy w ~ w; jest maly.
Daleko od rezonanséw, w < wj, gdy tlumienie v; < wj;, otrzymujemy

Z 2 _w2 (5.81)

2m60

Rozwijajac mianownik w potegach malych wielkodci w/w;, mamy

-1
1 1 2 1 2 1 W
L 2:2<1w2> z2<1+w2>:2+w4 (5.82)
wi —w wj Wy wj W wy W

i stad wspolczynnik zatamania

n:1+

méo

fi /i
Z ; (2%02 ) (5.83)

Wzo6r ten mozna powiazaé ze wzorem Cauchego po wprowadzeniu dtugosci fali elektromagnetycznej w prozni
A =2mc/w

B
n:1+A(1+/\2> (5.84)

Wzor ten dobrze ttumaczy zachowanie wspotczynnika zatamania w gazach.
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