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Rozdziatl 1

Model standardowy

Identyczne czastki kwantowe sa nierozréznialne, dlatego najbardziej podstawo-
wym podzialem czastek elementarnych jest podzial na:

- bozony: czastki podlegajace statystyce Bosego-Einsteina (w danym sta-
nie kwantowym moze znajdowaé sie dowolna liczba bozonéw) o spinie
catkowitym (0,1,2,...),

- fermiony: czastki podlegajace statystyce Fermiego—Diraca (w danym sta-
nie kwantowym moze znajdowaé sie co najwyzej jeden fermion) o spinie
poléwkowym (%,%,%,)

Zwiazek miedzy spinem czastek a statystyka jest fundamentalnym wyni-

kiem kwantowej teorii pola, zgodnym z obserwacjami. Symetria, ktéra pozwala
laczy¢ bozony i fermiony w jeden stan kwantowy (multiplet) nazywa sie su-

persymetria.

1.1 Bozony posredniczace

Obecnie identyfikuje sie cztery fundamentalne oddzialywania przenoszone przez
wymienione ponizej bozony posredniczace:

’ Oddziatywanie Bozony posredniczace \ Spin \ Masa
elektromagnetyczne 1 foton 1 0
stabe 3 bozony WT, W—,Z%| 1 | masowe
silne 8 gluonéw 1 0
grawitacyjne 1 grawiton 2 0

Do chwili obecnej nie skonstruowano konsystentnej kwantowej teorii grawi-
tacji, wiec grawiton jest tylko hipotetycznym bozonem posredniczacym poja-
wiajacym sie w wyniku "naiwnego" skwantowania klasycznej teorii grawitacji —
ogblnej teorii wzglednosci. Od tej chwili skoncentrujemy sie wytacznie na pierw-
szych trzech oddzialywaniach, ignorujac efekty grawitacyjne. Byé¢ moze jest to
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btad, ktéry moze mieé istotne konsekwencje dla konstrukcji teorii zunifikowa-
nych oddzialywan, niemniej jednak uwaza sie, ze przy obecnie badanym zakresie
energii grawitacja nie odgrywa istotnej roli.

Waznga cecha odrézniajaca fotony od reszty bozondéw posredniczacych jest
to, iz nie oddzialywuja one same z soba. Pozostale bozony posredniczace od-
dzialywuja miedzy soba ale tylko w ramach danego oddzialywania (tzn. bozony
stabe nie oddzialywuja bezposrednio z gluonami).

Model standardowy czastek elementarnych taczy trzy pierwsze oddziatywa-
nia w jeden schemat opisu oparty o nieprzemienna (nieabelowa) grupe cecho-
wania

U(1)® SU(2)® SU(3), (1.1)

gdzie grupa U (1) ® SU (2) jest zwiazana z oddzialywaniami elektromagnetyczny-
mi i stabymi, a SU(3) z oddzialywaniami silnymi. Kazda z grup wnosi niezalezna
stala sprzezenia okreslajaca sile poszczegdlnych oddziatywan. Teorie oddziaty-
wan elektrostabych nazywa sie teoria Weinberga—Salama, natomiast chromody-
namika kwantowa (QCD) jest teoria oddzialywan silnych.

W ramach tego schematu bozony posredniczace sa opisywane wektorowymi
polami cechowania skojarzonymi z generatorami poszczegolnych grup. I tak

- pole cechowania fotonu jest skojarzone z generatorem grupy U(1): 1

- pola cechowania trzech bozondéw stabych sa skojarzone z generatorami
grupy SU(2), macierzami Pauliego: o1, 02, 03

- pola cechowania o$miu gluonéw sa zwiazane z generatorami grupy SU(3),
macierzami Gell-Manna: A1, Ao, ..., Ag.

Jak zobaczymy w trakcie wykladu, w rzeczywistosci pola cechowania odpo-
wiadajace generatorom 1 oraz o3 sa ze soba “zmieszane” by otrzymaé bezma-
sowy foton 7 i masowe Z. Dlatego zwykle méwi sie o oddzialywaniu elektro-
stabym, ktorego bozonami poéredniczacymi sa: W=+, Z° oraz ~.

W zwiazku z istnieniem trzech réznych oddzialywan (i odpowiadajacym im
trzem réznym stalym sprzezenial) rozwaza sie idee wielkiej unifikacji. Mia-
nowicie, przy energiach duzo wyzszych niz osiagalne obecnie w eksperymentach
akceleratorowych istnieje tylko jedno oddzialywanie (oprécz grawitacyjnego)
opisywane przez szersza, grupe G (wnoszaca tylko jedna stala sprzezenia) taka,
ze

U1)®SU(2)®SU3) C G. (1.2)

Pola cechowania nowej grupy odpowiadaja bozonom posredniczacym nowe-
go oddzialywania. Zwykle przyjmuje sie, ze energia przy ktérej pojawia sie
unifikujace oddzialywanie jest rzedu 10'® GeV. Przy obecnie badanym zakresie
energii (rzedu 103 GeV) grupa wielkiej unifikacji jest spontanicznie ztamana
do grupy modelu standardowego. Przyktadem grupy unifikujacej jest G = SU(5)
z 24 bozonami posredniczacymi. Prowadzi ona do rozpadu swobodnego protonu.

1 Jak zobaczymy, w rzeczywistosci stale sprzezenia nie sa stalymi gdyz zaleza od charakte-
rystycznej skali energii, przy ktérej badamy interesujace nas oddziatywania.
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1.2 Elementarna materia fermionowa
Elementarna materia fermionowa (o spinie %) dzieli sie na:

- leptony: oddzialywuja tylko elektrostabo; sa bezposrednio obserwowane
w asymptotycznych stanach poczatkowych lub koncowych proceséw roz-
proszeniowych

- kwarki: oddzialywuja elektrostabo i silnie; nie sa bezpos$rednio obserwo-
wane w stanach asymptotycznych, sa uwiezione w hadronach.

Hadrony to bezposrednio obserwowane czastki oddziatywujace silnie i elektro-
stabo, zbudowane z elementarnych kwarkow. I tak, mamy dwa rodzaje hadro-
now:

- mezony to bozony bedace stanami zwiazanymi pary kwark-antykwark
(q9),

- bariony to fermiony bedace stanami zwiazanymi trzech (qqq) lub, by¢
moze, pieciu (qqqqq) kwarkéw.

Kwarki niosa utamkowe wartosci tadunku elektrycznego elektronu, a takze po-
siadaja tadunki kolorowe, zwiazany z grupa cechowania SU(3). Bezposrednio
obserwowane hadrony nie niosa jednak tadunku kolorowego, gdyz uklady kwar-
kéw tworzacych hadrony znajduja sie w stanach singletowych (bialych) ze wzgle-
du na transformacje grupy SU(3). To zjawisko nazywane jest uwiezieniem.
Inna wazna cecha oddzialywan kwarkéw jest asymptotyczna swoboda: na
malych odlegtosciach kwarki zachowuja sie jak czastki swobodne, podczas gdy
przy zwiekszaniu odlegtosci sita oddzialywan miedzy nimi rosnie.

W Modelu Standardowym leptony i kwarki taczone sa w multiplety ze
wzgledu na transformacje SU(2). I tak, mamy do czynienie z trzema multi-
pletami (generacjami):

- dla leptonéw
V,uL VrL (1 3)
KL TL

€R MR TR

()

UR, dR CR, SR tRr, bR

- dla kwarkéw
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gdzie L, R oznacza skretnos$¢, odpowiednio lewa i prawa. Zauwazmy, iz prawo-
skretne leptony nie maja towarzyszy (sa singletami ze wzgledu na transformacje
SU(2)), gdyz nie obserwuje sie prawoskretnych neutrin. Ten fakt wymusza to,
ze prawoskretne kwarki nie tworza multipletéw pozostajac singletami.

Do wymienionych czastek nalezy jeszcze dodac ich antyczastki oraz uwzgle-
dnié¢ fakt, iz kwarki istnieja w trzech réznych stanach kolorowych, rozréznianych
tylko w oddzialywaniach silnych.

1.3 Bozon Higgsa

W modelu standardowym istnieje jeszcze jedna czastka, kluczowa dla obserwo-
wanych mas elektrostabych bozonéw posredniczacych oraz materii fermionowej.
Ta czastka jest bozon Higgsa o spinie 0. Jak dotad nie zaobserwowano jej przy
energiach osiaganych w obecnie dzialajacych akceleratorach. Uwaza sie, ze bu-
dowany obecnie akcelerator LHC w CERN-ie powinien umozliwi¢ jej odkrycie.
W przeciwnym wypadku trzeba bedzie w istotny sposéb zmodyfikowa¢ mecha-
nizm generowania mas w Modelu Standardowym.

Podstawa, opisu materii i jej oddzialywan w modelu standardowym jest
kwantowa teoria pola. Jest to schemat, ktéry taczy zasady szczegdlnej teo-
rii wzglednosci z podstawowymi zasadami mechniki kwantowej. W kwantowej
teorii pola liczba czastek nie jest zachowana, czastki sa tworzone i niszczone.
Pola kwantowe o okreslonych wtasnosciach transformacyjnych wzgledem trans-
formacji Lorentza sa skojarzone z omawianymi czastkami. I tak:

- pole skalarne opisuje bozon Higgsa o spinie 0

- pola bispinorowe Diraca opisuja materi¢ fermionowa o spinie ;

- pola wektorowe opisuja bozony posredniczace o spinie 1.
Celem tego wykladu jest wyjasnienie pojawiajacych sie w tym rozdziale

pojeé, co pozwoli przedstawié¢ rzeczywisto$é¢ fizyczna opisywana przy pomocy
modelu standardowego czastek elementarnych.



Rozdzial 2

Geometria czasoprzestrzeni

W wykladzie zaniedbujemy zjawiska grawitacyjne, w zwiazku z tym pola kwan-
towe modelu standardowego sa okreslone na plaskiej rozmaitosci zdarzen zwa-
nej czasoprzestrzenia Minkowskiego. Punkty (zdarzenia) w tej przestrzeni
mozna sparametryzowaé przy pomocy wspolrzednych zwiazanych z dowolnie
wybranym inercjalnym ukladem odniesienia. Wybér uktadu oznacza, ze
wyrézniony zostal punkt czasoprzestrzeni O, ktéremu przyporzadkowane zo-
staly wspéirzedne zerowe:

O «+— (0,0,0,0).

Jest to zdarzenie “tu i teraz” wzgledem ktérego obserwator inercjalny mierzy
czas i odleglos¢ w trzech wzajemnie prostopadtych kierunkach. Dowolne zda-
rzenie P jest scharakteryzowane przez cztery liczby: czas i trzy wspoélrzedne

przestrzenne
P «— (ct,z,y,2) = (2%, 2!, 22 23) = (zM). (2.1)

Stala c jest niezmiennicza predkoécia Swiatla, taka sama, dla wszystkich obser-
watoréw inercjalnych. Po wyborze zdarzenia O czasoprzestrzeni Minkowskiego
mozna nadaé strukture czterowymiarowa przestrzenia wektorowej. Kazdemu
zdarzeniu P odpowiada czterowektor polozenia OP o wspdlrzednych (2#). Do-
wolne dwa zdarzenia P i P’ sa polaczone czterowektorem Az o wspélrzednych

Azt = g'F — . (2.2)

Dla dowolnych dwoéch czterowektoréw u i w jest okreslony symetryczny ilo-

czyn skalarny:
g(u,w) = g(w,u) = vPuw® —ulw! —v?w? —udw. (2.3)

Przy pomocy iloczynu skalarnego mozna okresli¢c kwadrat odlegtosci miedzy
dwoma dowolnymi zdarzeniami P i P’ rozdzielonych czterowektorem Ax

Az? = g(Az,Az) = (Az?)? — (Azh)? — (Az?)? — (A2?)2. (2.4)

Tak okreslony kwadrat odlegloéci nie jest dodatnio okreslony, w zwiazku z tym
zdarzenia sa rozdzielone:

10
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- czasowo, gdy Az jest wektorem czasowym: Az? > 0
- przestrzennie, gdy Az jest wektorem przestrzennym: Az? < 0

- leza na stozku $wiatla, gdy Az jest wektorem zerowym: Az? = 0.

Stozkiem $wiatla zdarzenia P nazywamy zbiér wszystkich zdarzen potaczo-
nych z P wektorem zerowym (sygnalem Swietlnym). Kazdy punkt P czaso-
przestrzeni Minkowskiego ma swéj wlasny stozek swiatla.

Wszystkie zdarzenia oddzielone czasowo od punktu P leza wewnatrz jego
stozka Swiatta i moga by¢ z nim potaczone sygnalem poruszajacym sie z pred-
koscia mniejsza niz predkosé $wiatta. Taki sygnal zachowuje kolejnos¢ czasowa,
ktorej nie mozna odwrédci¢ poprzez zmiane inercjalnego uktadu odniesienia.

Wszystkie zdarzenia oddzielone przestrzennie od punktu P leza na ze-
wnatrz jego stozka Swiatta i nie moga by¢ powiazane z nim przyczynowo. Gdy-
by istniat sygnatl, ktory je taczy to kolejnoéé czasowa zdarzen moglaby ulec
odwréceniu przy zmianie inercjalnego uktadu odniesienia, co prowadzitoby do
zamiany skutku z przyczyna.

Taki podziat zdarzen jest niezmienniczy ze wzgledu na transformacje zacho-
wujace strukture przestrzeni Minkowskiego — przeksztatcenia Lorentza.

2.1 Przeksztalcenia Lorentza

Przeksztalcenia Lorentza to transforamcje czterowektoréw, v’ = Lu, ktére
e sa liniowe

L(u4+w)=Lu+ Lw, L(au) = a(Lu), a €R, (2.5)

o zachowuja iloczyn skalarny

g(Lu, Lw) = g(u,w). (2.6)

Z ostatniej wlasnoéci wynika, ze zachowany jest takze kwadrat dtugosci cztero-
wektoréw u? = g(u,u).

Wprowadzajac baze kanoniczng {e,}, mozemy znalez¢ wspéirzedne dowol-
nego czterowektora w tej bazie

u=ule,. (2.7)
Z wlasnosci liniowo$ci transformacji Lorentza v’ = Lu, znajdziemy:
u' =u"e, =L(ue,) =u"(Le,). (2.8)
Definiujac macierz przeksztalcenia Lorentza,

Le,=1"e,, (2.9)
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otrzymamy prawo transformacyjne wspélrzednych czterowektora
u't = LF b (2.10)

Ioczyn skalarny (2.3) to symetryczna forma dwuliniowa, zadana przez skla-
dowe tensora metrycznego g, = g(ey,€y), gdyz

g(u,w) =g(u’e,,we,) =ulw gley, e) = g v’ w” . (2.11)

Z symetrii iloczynu skalarnego g, = g,,. W przestrzeni Minkowskiego tensor
metryczny jest diagonalny

1 0 0 O
G = 8 _(1) _(1) 8 (2.12)
0 0 0 -1
Z wlasnosci (2.6) transformacji Lorentza otrzymujemy
G w"” = g, LM, LY, uw’ = gaputw . (2.13)

Stad nastepujacy zwiazek dla elementéw macierzy przeksztalcenia Lorentza
G L'y LY = Gag - (2.14)

Ze wzgledu na symetrie tensora metrycznego warunki (2.14) naktadaja 10 nieza-
leznych réwnan na 16 elementéw macierzy L*,. Stad najogélnijesze przeksztalce-
nie Lorentza ma 6 parametréw. Latwo je znalez¢ w przypadku infinitezymalnej
transformacji Lorentza

LE, =61 + €. (2.15)

Po podstawieniu do (2.14) otrzymujemy z dokladnoscia do wyrazéw liniowych
w malych parametrach

Jop + Gow €5 + 9up €6 = Gap - (2.16)

Definiujac €ag = gaw €’3, znajdujemy bezposrednio 6 infnitezymalnie maltych pa-
rametréw tworzacych antysymetryczna macierz 4 x 4:

€ap = —€Ba (217)

Warunek (2.14) mozna zapisa¢ w formie macierzowej definiujac macierz

transponowana;:
(LM =1, (2.18)

Interpretujac pierwszy wskaznik jako numer wiersza, a drugi jako numer kolu-
mny otrzymujemy
LTgL =yg. (2.19)

Zbiér macierzy przeksztalcen Lorentza spelniajacych powyzszy zwiazek two-
rzy grupe z elementem jednostkowym L =1 i elementem odwrotnym L~! dla
kazdego przeksztalcenia L.
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Cwiczenie 1
Udowodnié, ze zbiér macierzy przeksztalcen Lorentza tworzy grupe.

Obliczmy wyznacznik obu stron réwnania (2.19)
det LT det g det L = detg.
Poniewaz det LT = det L oraz det g = —1, otrzymujemy
detL = 1. (2.20)

Zapiszmy nastepnie réwnanie (2.14) dla skladowej a =5 =0

goo =1= (L00)2 - (L10)2 - (L20)2 - (L30)2
i stad

(L%)? =14 (L) + (L%)* + (L%)* > 1. (2.21)

Tak wiec na podzial wynikajacy z réwnania (2.20) naklada sie podzial wynika-
jacy z powyzszego zwiazku

L% >1 lub L% < —1. (2.22)

Ostatecznie grupa przeksztalcenn Lorentza dzieli sie na cztery sktadowe

Przeksztalcenie Lorentza \ det L \ sgn LY, ‘

wlasciwe ortochroniczne +1 +
odbicie czasowe —1 —
odbicie przestrzenne -1 +
odbicie zupelne +1 —

Wtasciwe ortochroniczne przeksztatcenia Lorentza stanowia sktadowa spdj-
na grupy Lorentza, gdyz kazda transformacja tej klasy moze byé¢ sprowadzo-
na do przeksztalcenia jednostkowego poprzez ciagla zmiane jej parametréw.
Skladowa ta jest izomorficzna z grupa SO(1,3), skladajaca sie z rzeczywistych
macierzy o wymiarze 4 X 4 i wyznaczniku rownym 1, zachowujacych iloczyn
skalarny (2.3) o sygnaturze (+———).

Cwiczenie 2
Udowodnié, ze transformacja

0 = 2Y cosh B + 2! sinh 8

' = 2%sinh 8+ 2! cosh 8

2 2

rT = x

2 = 2P (2.23)
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jest wlasciwym ortochronicznym przeksztalceniem Lorentza oraz, ze w granicy
8 — 0 otrzymujemy przeksztalcenie jednostkowe. Pokazaé, ze jesli uklad iner-
cjalny S’ porusza sie w kierunku dodatnim wzdluz osi 1 z predkoécia v to

_ sinh 3 = 7_0/6 .
1—(v/e)? V1—(v/e)?

Wtasciwe ortochroniczne przeksztalcenie Lorentza opisuja zmiane wspot-
rzednych czasoprzestrzeni zwiazana ze zmiana inercjalnego uktadu odniesienia.
Trzy nastepne przeksztatcenia odpowiadaja odbiciom czasu, t — —t, lub odbi-
ciom w tréjwymiarowej przestrzeni, X — —X.

cosh 3 = (2.24)

Cwiczenie 3
Podaé¢ postaé przeksztalcen Lorentza realizujacych odbicia sktadowych czaso-
wych lub przestrzennych czterowektorow.

Wspolzmienniczo$é rownan fizyki wzgledem przeksztatcen Lorentza wyraza
zasade wzglednosci Galileusza o niemoznodci wyrdznienia jakiegokolwiek iner-
cjalnego uktadu odniesienia. W szczegdlnosci, nie jest mozliwy pomiar absolut-
nej predkosci uktadu inercjalnego.

Przeksztalcenie Lorentza
't = LM ¥ (2.25)

nie zmienia wyrdznionego punktu odniesienia O. Niejednorodne przeksztatcenie
Lorentza,

ot =LV 2" + a”, (2.26)
ktére przesuwa punkt odniesienia o staly wektor a* nazywa sie przeksztalce-
niem Poincarego. Zauwazmy, ze w ten sposéb wspotrzedne kazdego punktu
zostana przesuniete o ten sam wektor, dlatego kwadrat odleglosci (2.4) nie ule-
gnie zmianie. Jest to najogdlniejsza, dziesiecioparametrowa transformacja prze-
strzeni Minkowskiego zachowujaca kwadrat odleglosci (2.4). Do 6 parametréw
jednorodnego przeksztalcenia Lorentza dochodza 4 dodatkowe: a*.

2.2 Tensory i ich niezmienniki

Obiekt o sktadowych u* transformujacych sie przy zmianie inercjalnego uktadu
odniesienia tak jak czterowektor polozenia (2.25) nazywamy wektorem kon-
trawariantnym:

't = LMY (2.27)

Wektor kowariantny to obiekt o sktadowych w,, transformujacy sie przy
zmianie inercjalnego ukladu odniesienia przy pomocy macierzy odwrotnej L~!:

W'y =wa (L7H%,. (2.28)

Sumujac (zwezajac) sktadowe wektora ko- i kontrawariantnego otrzymujemy
niezmiennik transformacji Lorentza, gdyz

I -1\« v o__ o, V __ e’
wpu'” = we (L)Y LH, u” = wa by u” = wau®.
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Wektory u* i w, sa przykladami tensoréw, obiektow wielowskaznikowych
transformujacych sie w sposéb jednorodny. W ogdlnosci, tensorem T typu
(p,q) o p wskaznikach kontrawariantnych i ¢ wskaZnikach kowariantnych nazy-
wamy obiekt, ktérego skltadowe transformuja sie w nastepujacy sposob:

_(Lfl)ﬁz;q Talmap,@ﬁ..ﬂq , (2.29)

Niezmienniki tensorowe otrzymuje sie zwezajac wszystkie gorne i dolne wskaz-
niki, na przyklad dla tensora typu (p,p)

IHL-fhp _ T u —1\A1
T Vg = LF, ... L - (L) by

— K1 fp
T T H1--fp?

lub majac do dyspozycji dwa tensory typu (p,q) i (q,p)
T -R = Tp,l...y,p RV1~~~Vq

Vi...Vq M1 HUp *

Cwiczenie 4
Pokazaé, ze operatory

0 g 0 0 0 0
= — = —, — - = — -
O = Oz (8360’ 8x) g oz, (83:0’ 8x> (2.30)

transformuja sie jak wektory, odpowiednio, ko- i kontrawariantne.

o'y = (L1, 0, ot =1r 0. (2.31)

Tak wiec jedli ¢ jest funkcja skalarna to 0,¢ i 0M¢ sa wektorami ko- i
kontrawariantnymi. Z ¢wiczenia tego wynika tekze, iz operator d’Alamberta,

0% 2

— MV — H_ - -
0= g"8,0, = 9,0 o2 o

(2.32)

jest niezmiennikiem przeksztatcenn Lorentza. Podobnie niezmiennicze jest tez
rownanie d’Alamberta dla funkcji skalarnej:

He=0

Zdefiniujmy tensor g"” odwrotny do tensora metrycznego g, :
g”a Gov = 55 . (233)

W przestrzeni Minkowskiego ma on ta sama postaé¢ (2.12) co tensor g,,. Przy
pomocy obu tensoréw mozna opuszczaé i podnosi¢ wskazniki tensoréw, utozsa-
miajac na przykitad wektory ko- i kontrawariantne

Ty = g, (2.34)

lub
=g, (2.35)
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Jezeli w wybranym ukladzie wpétrzednych z# = (2%, %) to po opuszczeniu wskaz-
nikéw z,, = (2%, —x).

Latwo sprawdzi¢, ze operacja podnoszenia i opuszczania wskaznikéw jest
dobrze okreslona, gdyz, na przyklad, sktadowe z, ze wzoru (2.34) transformuja
sie jak kowariantne skladowe wektora (2.28)

xL _ gw/l,/u _ ngLuaxa _ (Lfl)ﬁugﬁaxa = x4 (Lfl)ﬁ‘u’

gdzie wykorzystaliémy wtasnos¢ macierzy Lorentza

G L7, = ( L‘l)ﬂu 9Bas (2.36)

wynikajaca ze wzoru (2.14). Zgodnie z tym co otrzymaliémy w poprzednim
rozdziale, niezmiennicza dtugosé czterowektora x przyjmuje nastepujaca postaé

2% = g b’ =zt = (2°) — (). (2.37)

Bardzo wazna operacja jest rozktad tensora na sume tensoréw o okreslonych
wlasnosciach ze wzgledu na przestawianie wskaznikéw. Na przyktad, dowolny
tensor T}, mozna rozlozy¢ na sume tensora symetrycznego i tensora antysyme-
trycznego:

1 1
Ty =T + T = 5 L+ L) + 5 (T = L),

gdyz
TS =18, Ties) = — 1) (2.38)
Latwo sprawdzi¢, ze zwezenie tensora symetrycznego z antysymetrycznym daje

Z€ero
T plasim = g, (2.39)

Cwiczenie 5
Udowodnié¢ wlasnos¢ (2.39).

2.2.1 Pseudotensor epsilon

Bardzo waznym obiektem jest catkowicie antysymetryczny pseudotensor 8,
ktérego sktadowa €%123 = 1. Nieparzysta permutacja wskaznikéw zmienia war-
tos¢ tensora na przeciwna (1 lub —1), natomiast permutacja parzysta nie prowa-
dzi do zmiany warto$ci. Wynika stad, ze przy powtarzajacych sie wskaznikach
sktadowe tensora sa réwne 0.

Zobaczmy jak transformuje sie ten obiekt, tzn. zbadajmy wyrazenie
B8 = i LY, L% L7 el (2.40)

Zauwazmy, ze 123 = det(L). Ponadto obiekt E jest calkowicie antysymetry-
czny. Na przyklad, przestawiajac pierwsze dwa wskazniki p/,/ otrzymamy

R S ) T e 0 T A P e e
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UdowodniliSmy tym samym, ze E ~ €, doktadniej
LY, LF, L%, LPy P = det(L) e (2.41)

Tak wiec przy wlasciwych przeksztatceniach Lorentza € jest tensorem numery-
cznie niezmienniczym, natomiast przy odbiciach z det(L) = —1 sktadowe zmie-
niaja znak. Stad e***? jest pseudotensorem.

Podobnie zdefiniowa¢ mozna calkowicie antysymetryczny tensor z dolnymi
wskaznikami

CuvaB = Guu' Guv' Gao! 988’ e p ) (242)
dla ktérego zachodzi €p123 = —1. Pod wplywem transformacji Lorentza
LVM/ L‘uy, Le, LB/B/ €uvaf = det(L) Eu'v'al B - (2.43)

2

Cwiczenie 6
Udowodnié¢ prawo transformacyjne (2.43).

2.3 Generatory przeksztalcen Lorentza

Dowolne wlasciwe ortochroniczne przeksztalcenie Lorentza mozna zapisac

W postaci
L=e¢", (2.44)

gdzie (2 jest macierza, ktorej postaé znajdziemy z warunku definiujacego trans-
formacje Lorentza: LT g L = g. Mnozac z prawej strony przez macierz odwrotna,

L_l = e_Q (245)
otrzymamy .
g = ge 2. (2.46)
Rozwijajac w szereg,
T L ory2 1 o2
L+Q0+ (@) 4 g =g(1-Q+ 50"+, (2.47)

a nastepnie poréwnujac wyrazenia liniowe w {2, otrzymujemy nastepujacy wa-
runek zapewniajacy takze réwnos¢ wyrazen dowolnego wyzszego rzedu

Qg =—g0. (2.48)
Definiujac nastepnie macierz
w=gQ, (2.49)
znajdujemy
wlh =) =alg= g0 =—w. (2.50)

Tak wiec macierz w jest antysymetryczna.
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Zmalezlismy w ten sposéb 6 parametréw transformacji Lorentza (i ¢,

0 B P2 B3
-5 0  ¢3 —¢o

w = 2.51
—B2 —3 0 ¢ (2:51)
—Bs P2 — 0
lub odwracajac relacje (2.48)
0 B B2 B3
B 0 —¢3  ¢2
0= = . 2.52
i I S (252
B3 —d2 ¢ 0
Zapiszmy macierz transformacji (2.44) w postaci
L =exp(—if-K —i¢p-J), (2.53)

ktora definiuje 6 generatoréw przeksztatcen Lorentza K oraz J. Poprzez poréw-
nanie z (2.52) znajdujemy

0 i 00 00 i 0 000 i
i 00 0 000 0 000 0
B=loooo|l =l io000] ™ {000 o0 (2:54)
000 0 0000 i 00 0

oraz
000 O 0 0 0 0 00 00
000 O 0 0 0 i 00 —i 0

=1 000 = |70 o000 |0 00 (2.55)
00 i 0 0 —i 0 0 00 00

Zauwazmy, ze generatory J sa macierzami hermitowskimi, natomiast K sa ma-
cierzami antyhermitowskimi:

Ji=J K =-K. (2.56)

Bezposrednim rachunkiem mozna sprawdzi¢, ze spelnione sa nastepujace reguty
komutacji:

[Ji, Jj] = teijn (2.57)
[Ji, Kj] = i€ Ky (2.58)
(K, Kj] = —iejiJi, (2.59)

gdzie €;j;, jest tensorem calkowicie antysymetrycznym z warunkiem €3 = 1.
Reguly te definiuja algebre Liego grupy Lorentza so(1,3).

Traktujac macierz w jako obiekt z dolnymi wskaznikami

Wy = Gua Q% = —wWup, (2.60)
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mozemy zidentyfikowa¢ wprowadzone parametry transformacji Lorentza jako
Bi = woi Gi = €ijpWik. (2.61)

Umozliwia nam to zapisanie macierzy transformacji Lorenza (2.53) w formie

L= exp{—%wwﬂw} , (2.62)
gdzie operatory JH = —J*. Poprzez poréwnanie z (2.53), znajdujemy
K; = J%, Ji = L€k (2.63)

lub po odwréceniu tych relacji
JY = K; J9 = € Jy.. (2.64)

Pozwala to zapisa¢ J*” jako antsymetrycznag macierz z elementami bedacymi
generatorami K i J

—-K; 0 J3 —J
—Ky —J3 0 J1
K3 J - 0

JH = (2.65)

Cwiczenie 7
Udowodni¢ relacje (2.61) oraz (2.65).

Reguly (2.57) definiuja algebre Liego grupy obrotéw SO(3). Transformacja
Lorentza
L=ci®3 (2.66)

generuje wiec tréjwymiarowe obroty w przestrzeni euklidesowej potozen. Jest to
transformacja unitarna ze wzgledu na hermitowskos¢ generatoréw J. Dodajmy,
ze kierunek wektora ¢ okresla o$ obrotu, a jego dlugos¢ jest rowna katowi
obrotu. Obliczajac operator Casimira dla grupy obrotéw otrzymujemy

0 0 0O
0 2 0O

P =(0P+(R+B2=| 0 o 9 o (2.67)
0 0 0 2

Tak wiec w podprzestrzeni potozeri: J2 = j(j+1) = 2. Stad reprezentacja wek-
torowa (2.44) grupy Lorentza, ktéra tutaj dyskutujemy, opisuje spin j = 1.

Cwiczenie 8
Pokazaé poprzez rozwiniecie w szereg (2.53), ze transformacja z ¢ = (¢,0,0) jest
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obrotem woké? osi 1, tzn. macierz przeksztalcenia Lorentza przyjmuje nastepu-
jaca postac:

10 0 0
01 0 0
— o J1 _

L(¢) = 0 0 cos¢ —sing (2.68)

0 0 sing cos¢

Udowodnié, ze L(¢p1)L(p2) = L(d1 + ¢2).
Przeksztalcenie Lorentza '

L= PK (2.69)

jest czystym pchnieciem (boostem) w kierunku wektora (. Transformacja ta
nie jest unitarna, gdyz generatory K sa antyhermitowskie. Powodem topologi-
cznym jest fakt, iz grupa Lorentza nie jest grupa zwarta, w przeciwienstwie do
grupy czystych obrotéw euklidesowych.

Cwiczenie 9

Pokazaé poprzez rowiniecie w szereg (2.69), ze transformacja z 5 = (/3,0,0) jest
pchnieciem Lorentza wzdluz osi 1 w kierunku dodatnim, tzn. macierz prze-
ksztalcenia Lorentza przyjmuje postaé transformacji z Cwiczenia 2:

coshf sinhg 0 O

i sinhf coshg 0 0
L(B) = e K1 = 0 01 0 (2.70)

0 0 01

Udowodnié, ze L(B1) L(B2) = L(B1 + B2).

2.4 Reprezentacje spinorowe grupy Lorentza

Utwoérzmy z generatoréw K i J wlasciwej ortochronicznej grupy Lorentza na-
stepujace kombinacje:

JE= %(J +iK). (2.71)

Reguly komutacji (2.57)-(2.59) prowadza do nastepujacych relacji przemienno-
$ci dla nowych generatoréw

I = ey
{J;,Jj_} = ieijkjlc_
] =0 (2.72)

Cwiczenie 10
Wyprowadzié¢ relacje komutacji (2.72).
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Identyfikacja ta oznacza, ze mozemy znalezé¢ réznowymiarowe reprezentacje
grupy SO(1,3) poprzez znane nieredukowalne reprezentacje grupy SU(2). Jak
wiemy sa one numerowane wartoscia spinu j = 0, %, 1, %, ... . Przestrzen liniowa
tych reprezentacji jest 25 + 1 wymiarowa z wektorami bazowymi okreslonymi

przez warunek

Reprezentacje grupy Lorentza beda wiec numerowane przez pary (j7,77), a
odpowiadajaca im przestrzen reprezentacji jest (257 +1)(25~ + 1) wymiarowa.
Kolejne reprezentacje, rosnace wzgledem wymiaru macierzy to

(0,0), (3,0), (0,3), (1,0), (0,1), (3,3),--- (2.74)

Jednowymiarowa reprezentacja (0,0) jest reprezentowana przez liczbe 1, a
generatory JZ-jE =0.

Dwie nastepne reprezentacje tworza nieréwnowazne dwuwymiarowe repre-
zentacje spinorowe grupy Lorentza, izomorficzne z grupa SU(2). Generatory
tej grupy, %ai, sa zadane przez trzy macierze Pauliego

a=(18) w=(0%) w-(s 1)) em

ktore spelniaja ogdlna relacje
o;0j = 0;j + 1€k Ok - (2.76)
Wynikaja stad nastepujace relacje

o2 =1 i=1,2,3 (2.77)

1

005 = —0;04 7]75] (278)

Cwiczenie 11
Sprawdzi¢, ze generatory T; = %ai spelniaja reguly komutacji dla grupy SU(2)

[T, Tj] = i€ijn Ty (2.79)

Tak wiec, reprezentacji (%,O) odpowiadaja generatory JZ~+ = %JZ‘ oraz J; = 0.

Odwracajac relacje (2.71) znajdziemy generatory grupy Lorentza:
1 1

Podobnie, dla reprezentacji (0, %) generatory JZ-+ =0 oraz J; = %O’Z‘, natomiast

1 1
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W obu przypadkach dwuwymiarowa przestrzen reprezentacji jest rozpieta
na obiektach ., gdzie m = 1,2. Nazywa sie je spinorami Weyla i wprowadza
specjalne oznaczenie:

_ 1 —G& X*
ba = <¢2>, X<x2> (2.82)

dla odpowiednio reprezentacji (%,O) oraz (0,%). Oznaczenia sktadowych spi-
norow: «a,é& = 1,2 pozwalaja skonstruowaé¢ rachunek spinorowy, w analogii do

rachunku tensorowego.

Podstawiajac znalezione generatory do wzoru (2.53) znajdziemy prawo trans-
formacyjne spinorow Weyla dla przeksztalcen Lorentza:

¢/ = e_%(ﬁ'o—"’%ﬁ'o—qb

Y = e—’—;’gb-a—éﬁ-ay. (2.83)

Jak widzimy, spinory Weyla transformuja sie tak samo dla obrotéow euklideso-
wych i réznia sie znakiem przy boostach lorentzowskich.

Rozwazajac tylko obroty euklidesowe, znajdziemy macierz transformacji w
postaci

exp (—% -a) = cos (%qﬁ) —in-osin (%qb) , (2.84)

gdzie wektor ¢ = ¢n jest zadany przez kat obrotu i jednostkowy wektor n
okreslajacy o$ obrotu. Wynika stad, ze przy przy obrocie o kat ¢ = 2x spinory
zmieniaja znak !

Cwiczenie 12
Udowodnié wzoér (2.84) poprzez rozwiniecie eksponenty w szereg Taylora i po-
grupowanie wyrazéow wzgledem parzystosci poteg rozwiniecia.

Cwiczenie 13
Udowodnié, ze czterowymiarowa reprezentacja (%, %) odpowiada reprezentacji
wektorowej grupy Lorentza z poprzedniego rozdziatu.
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Rownanie Kleina-Gordona

Bedziemy sie starali skonstruowaé mechanike kwantowa jednej czastki z syme-
tria lorentzowska, innymi stowy pogodzié¢ podstawowe zasady mechaniki kwan-
towej z warunkiem niezmienniczo$ci relatywistycznej. Jak zobaczymy nie jest to
w pelni mozliwe. Musimy zrezygnowaé z interpretacji jednoczastkowej i dopu-
$ci¢ mozliwoéé kreacji i anihilacji czastek, z niezachowana, ich catkowita liczba,.

Podstawowymi elementami mechniki kwantowej sa stany (tworzace prze-
strzen liniowa Hilberta) i dzialajace na nie operatory liniowe. W 1923 roku
de Broglie wysunal genialng idee, by stan swobodnej czastki materialnej opisac
zespolona, fala, ptaska,

P(x,t) x exp{—i(wt—k-x)} =exp{—i(Et—p-x)/h}, (3.1)

z Einsteinowska relacja miedzy energia i pedem czastki, a czestoscia i wektorem
falowym fali:

E = hw p="hk. (3.2)

Dzialajac na “fale materii” ¢ operatorami rézniczkowymi:

0
0
—ih&¢ = pvy (3.4)

otrzymujemy energie i ped jako warto$¢ wtasna tych operatoréw. Stad pomyst
by przyporzadkowaé operator z réwnania (3.3) operatorowi energii, a operator
z rébwnania (3.4) operatorowi pedu.

3.1 Nierelatywistyczne rownanie falowe

Przepiszmy na poczatek klasyczna relacje miedzy energia i pedem swobodnej
czastki materialnej,

E=+_, (3.5)



24 Rozdzial 3 Réwnanie Kleina-Gordona

przy pomocy wprowadzonych operatoréw:

0 1 A —h? 9?

Otrzymujemy w ten sposéb podstawowe réwnanie dynamiczne nierelatywistycz-
nej mechaniki kwantowej, réwnanie Schrodingera. Jego uogélnienie na przy-
padek czastki oddzialywujacej polega na dodaniu do prawej strony réwnania
cztonu z klasycznym potencjatem:

L0 —h? 97

Uzyta procedura (zwana kwantowaniem) jest heureza, ktérej stuszno$é moze byé
potwierdzona tylko poprzez uzytecznos¢ otrzymanego w ten sposéb réwnania
do opisu mechaniki czastek mikroswiata.
Pomnézmy obie strony réwnania (3.7) przez funkcje sprzezona ¢*, a réwna-

nie sprzezone zespolono,

0 —h? 92

—ih—¢" = — —=¢Y" + V(x,t)¢y*, 3.8

= S V)Y (38)
przez funkcje 1. Nastepnie odejmujemy tak otrzymane réwnania od siebie stro-
nami, otrzymujac

LOU O —K? ( W@%ﬁ a%*)

E—F ot v = 2mih ox2  0x2

Latwo sprawdzié, ze powyzsze réwnanie mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob

o . 8T h (.00 oy
77 =~ |z (Va3 (39)
Jest to rownanie ciaglosci
ap dj
20 2 3.10
ot 0x ( )
dla dodatnio okreslonej gestosci p i pradu j:
PR (3.11)
. h (0 oyr
= — —— . 12
J 2ms ( ox 0x 1’[}> (3.12)
Calkujac obustronnie réwnanie (3.10) po kuli o promieniu R, otrzymamy
d dj
— d*x ] =— dPx —= = — d’s-j, 3.13
dt { Kgr p Kg ox Sg J ( )

gdzie skorzystaliSmy w ostatniej réwnoéci z twierdzenia Stokesa. Przechodzac
z R do nieskonczonodci i zakladajac, ze calka z gestosci istnieje (funkcja falo-
wa 1 spada dostatecznie szybko) mozna pokazaé, ze prawa strona powyzszego
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réwnania dazy do zera. Tak wiec udowodniliSmy, iz catka po calej przestrzeni
z dodatnio okreslonej gestosci jest zachowana

/d3x Y™ (x,t)(x,t) = const. (3.14)

Mozemy wiec interpretowaé 1*1 (po unormowaniu) jako gestosé¢ prawdopo-
dobiefistwa znalezienia czastki w przestrzeni, a catke (3.14) jako calkowite
prawdopodobienstwo, zachowane w czasie.

3.2 Relatywistyczne réwnanie falowe

Powtérzmy rozumowanie z poprzedniego rozdziatu dla przypadku relatywistycz-
nej czastki swobodnej. Klasyczny zwiazek miedzy energia a pedem ma w tym
wypadku nastepujaca postac:

E? =p2c? +m2ct. (3.15)

Zastepujac liczby operatorami dostaniemy

1 0% 0?0 m2c?

2ot2 oxz R
Jest to relatywistyczne rownanie falowe Kleina—Gordona. Zbadajmy czy do-
puszcza ono interpretacje probabilistyczna funkcji ¢.

i ostatecznie

¢ =0. (3.16)

Podobnie jak poprzednio, mnozymy réwnanie (3.16) przez ¢*, a jego zespo-
lono sprzezona wersje przez ¢, a nastepnie odejmujemy tak otrzymane réwnania
od siebie stronami otrzymujac

1 ¢*@782¢* 0% 9%
2 o2 o2 -

ox2  0x2

¢,

co mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb

1 e R G a0 R

Réwnanie to ma forme réwnania ciaglosci (3.10) po identyfikacji

o = z( *gf—aai*qb) (3.18)
i = it (050 -0)., (3.19)

gdzie czynnik zespolony % zostal wprowadzony by p i j byly rzeczywiste.
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Podobnie jak w przypadku nierelatywistycznym, catka po tréjwymiarowej
przestrzeni z p jest zachowana. Nie mozna jej niestety interpretowaé proba-
bilistycznie, gdyz gestosé (3.18) nie jest dodatnio okre$lona i nie moze byé
interpretowana jako gesto$¢ prawdopodobienstwa znalezienia czastki w prze-
strzeni. Podsumowujac, relatywistyczne réwnanie falowe (3.16) nie prowadzi do
interpretacji probablistycznej ¢ jako kwantowomechanicznej funkcji falowej. Jak
zobaczymy w rozdziale 7, réwnanie Kleina—Gordona odzyskuje swoje znaczenie
w kwantowej teorii pola, gdzie opisuje czastki o spinie 0.



Rozdzial 4

Rownanie Diraca

4.1 Wyprowadzenie Diraca

Przyczyna, dla ktérej nie udato sie skontruowaé¢ dodatnio okretonej gestosci sa,
drugie pochodne w rownaniu Kleina—Gordona. Dirac zaproponowal nastepuja-
ce rownanie pierwszego rzedu w pochodnych po czasie i przestrzeni, ktérego
“kwadrat” prowadzi do réwnania Kleina—Gordona

0
iha—zf = (ca-p+pmc)p, (4.1)
gdzie p = —ihd/0x jest operatorem pedu, natomiast a = (a1, as3,a3) oraz 3 sa

nieznanymi na razie obiektami, ktére moga by¢ nieprzemienne. Réwnanie to
ma postaé réwniania Schroedingera z hamiltonianem

H=ca p+pmc*. (4.2)

Dzialajac operatorem ihd/0t po obu stronach réwnania (4.1), otrzymujemy

0? .
—h? a—g = (ca-p+pBmc)y.

Obliczajac kwadrat operatora po prawej stronie pamietajac, ze wystepujace tam
wielko$ci moga by¢ nieprzemienne, znajdujemy

0? oo tojoy .
—hza—;f = {CZJQHPin + mc® (o B+ Boy) P +ﬁ2m204}1/1,

co prowadzi do réwnania Kleina-Gordona (3.16) dla funkcji ¢ pod warunkiem,
ze i [ spelniaja zwiazki

OéiOéj—l-Oédei:25ij, oa; B+ Ba; =0, Bzzl. (4.3)

Obiektami spelniajacymi reguly (4.3) sa macierze o najmniejszym wymiarze
4 x 4, na ktore dodatkowo naktadamy warunek hermitowskosci

gt — 5, of = a, (4.4)

tak by hamiltonian Diraca generowal unitarna ewolucje czasowa.

27



28 Rozdzial 4 Réwnanie Diraca

W takim wypadku funkcja 1 jest obiektem czterosktadnikowym — bispino-
rem Diraca:

U1

_ | 2
Y= vy | (4.5)

Py

Dwie najbardziej popularne reprezentacje macierzy « i 8 to

- reprezentacja Diraca (D):

k
(1) (2w

gdzie 1 jest dwuwymiarowa macierza jednostkowa, natomiast o* sa trzema
dwuwymiarowymi macierzami Pauliego (2.75),

- reprezentacja chiralna
0 1 o0
5:(1 0) ak:< 0 _0k>. (4.7)

Sprawdzié, ze macierze o i 3 spelniaja relacje (4.3).

Cwiczenie 14

Réwnanie Diraca ((4.1)) prowadzi do réwnania ciaglosci (3.10) z dodatnio
okreélona gestoscia p = 1" i pradem j = cypTar)

S W) = 5 (evta) (4.8)

Tym samym v mozna nada¢ interpretacje probabilistyczna: ) jest gesto-
$cia prawdopodobiefistwa, a [ d>x 1)+ jest zachowanym catkowitym prawdopo-
dobienstwem.

Cwiczenie 15
Wyprowadzi¢ réwnanie (4.8) wychodzac z réwnania (4.1) i korzystajac z her-
mitowskoéci macierzy o i f3.

Réwnanie Diraca ma dla ustalonego pedu p cztery rozwiazania w posta-
ci fali ptaskiej (3.1): dwa z dodatnia wartoScia energii E = ++/p2c2+m?2ct i
dwa z ujemna wartoscia energii E = —/p2c?2+m?ct. W zwiazku z istnieniem
rozwiazan o ujemnej energii pojawia sie problem ich interpretacji, istniejacy
rowniez dla réwnania Kleina—Gordona. Czastki o dodatniej energii oddziatywujac
z promieniowaniem powinny przechodzi¢ do stanéw o ujemnej energii wyzwalajac
ogromng ilos¢ energii. Materia jest jednak stabilna i takich przejs¢ sie nie ob-
serwuje. Dirac zaproponowal rozwiazanie tego problemu poprzez wypelnienie
wszystkich standéw o ujemnej energii elektronami spetniajacymi zakaz Pauliego.



4.2 Réwnania Weyla 29

W takiej sytuacji zaden elektron o dodatniej energii nie moze przej$¢ do stanu
0 ujemnej energii.

Postuluje sie, ze tak okreslony stan o najnizszej energii (préznia Diraca)
nie wplywa na wtasnosci obserwowanego wszech$wiata majac zerowa energie
i tadunek. Na skutek oddzialywania z promieniowaniem (o energii £ > 2mc?)
elektrony z prézni moga byc wzbudzone do stanu o dodatniej energii. Jednocze-
$nie préznia, tracac ladunek —e i ujemna energie, zachowuje sie jak antyczastka
(dziura) o dodatnim tadunku e i dodatniej energii. Tak wiec foton promieniowa~
nia wykreowal pare elektron-pozytron o dodatnich energiach. Podsumowujac,
sprzegniecie rownania Diraca z promieniowaniem wyprowadza poza jednocza-
stkowa mechanike kwantowa poprzez procesy kreacji i anihilacji czastek. Ich
catkowita liczba nie jest zachowana.

Rozwiazanie z préznia Diraca nie stosuje sie do czastek o spinie zero, bo-
zonéw. Nie mozna wiec traktowaé antyczastek jako dziur w prozni bozonowe;j.
Czastki takie jednak istnieja, sa to na przyklad mezony 7. Niezbedny jest wiec
relatywistycznie niezmienniczy opis proceséw kwantowch, w ktérym czastki i
antyczastki sa traktowane symetrycznie, i ktéry w sposéb naturalny dopuszcza
kreacje i anihilacje czastek bez uciekania sie do tak sztucznej konstrukcji jak
préznia Diraca. Opis taki dostarcza kwantowa teoria pola.

4.2 Rownania Weyla

Kladac m = 0 w réwnaniu (4.1) z macierzami « i 8 w reprezentacji chiralnej
otrzymujemy dwa niezalezne réwnania Weyla:

L 00 .
Zha = CO p¢
. OX
X — _oopy 4,
ih= co-pX, (4.9)

gdzie ¢ oraz X sa dwuskladnikowymi spinorami Weyla (2.82), co udowodnimy
w rozdziale 5.1.

Roéwnania Weyla mozna takze otrzymaé zauwazajac, ze m = 0 w rownaniu
Diraca eliminuje z rozwazan . Istotny jest wtedy tylko pierwszy ze zwiazkéw
(4.3) dla trzech macierzy «. Jest on spelniony przez trzy dwuwymiarowe ma-
cierze Pauliego o (2.75), gdyz z relacji (2.76) wynika

0;0; +0j0; = 2(51']'. (4.10)

Zwiazek ten jest rowniez stuszny dla macierzy —o. Stad otrzymujemy dwa nie-
zalezne réwnania (4.9).

W przeciwienstwie do réwnania Diraca, rownania Weyla nie sa one nie-
zmiennicze wzgledem odbié¢ przestrzennych: x — —x i w zwiazku z tym zostaty
zaakceptowane dopiero po odkryciu tamania parzystoéci P przez oddzialywania
stabe, opisujac bezmasowe neutrina o okreslonej skretnosci.
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4.3 Niezmienniczos¢ Lorentza ro6wnania Diraca

Aby znalez¢ jawnie niezmiennicza postaé réwnania Diraca pomnoézmy rownanie
(4.1) z lewej strony przez macierz 3

(?é’ = (—z’hcﬁowg—k me?) . (4.11)

thp %

Wprowadzmy nastepnie macierze gamma Diraca v = (7°,7):

N v = Ba. (4.12)

Dzielac obie strony réwnania (4.11) przez hic oraz wykorzystujac definicje gra-
dientu d,, = (0ct,0x), otrzymujemy nastepujaca, posta¢ réwnania Diraca

mc

(wau - h) V(@) = 0. (4.13)

Przedyskutujmy wlasnosci macierzy gamma. Korzystajac z relacji (4.3) otrzy-
mujemy nast-",-aa-ee- A A-EE-11-LE-06-O0-cé-CC-ni-NN-s§-SS-x7- X Z-z2-ZZepu-
jace reguly antykomutacji

VA A =24 (4.14)

gdzie g" = diag(1l,—1,—1,—1). Macierze § i « sa hermitowskie, a wiec dla
macierzy gamma zachodzi

() =7" (V) =" (4.15)
co prowadzi do ogdlnej relacji
(7T = 40440, (4.16)
Dla dwo6ch najbardziej popularnych reprezentacji (4.6) i (4.7) znajdujemy:

- reprezentacja Diraca (D):

o (1 0 ko 0 o

- reprezentacja chiralna (C):

o (01 v [ 0 —oFf

W 3+ 1 wymiarach wszystkie reprezentacje macierzy gamma sa unitarnie réow-
nowazne. Na przykltad, dla powyzszych reprezentacji istnieje unitarna macierz
U taka, ze zachodzi

vp = UW”CUT. (4.19)
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Cwiczenie 16
Pokazaé, ze unitarna macierz transformacji we wzorze (4.19) to

1 (1 1
U:\/i(1 _1>. (4.20)

Po tym przygotowaniu mozemy powrdci¢ do gtéwnego problemu. Réwnanie
(4.13) jest niezmiennicze wzgledem wlasciwych ortochronicznych przeksztatcen
Lorentza pod warunkiem, ze i transformuje sie w nastepujacy sposob

Y (2f) = S(L)¥(x), (4.21)

gdzie S(L) jest nieosobliwa, czterowymiarowa macierza, niezalezna od punktéw
czasoprzestrzeni.
Aby znalezé postaé tej macierzy pomnézmy (4.13) przez S(L) z lewej strony

oraz wykorzystajmy zwiazek 0, = L%,0,,,

<i Sy*STH LY, 0l — ”;:) Y (2') =0. (4.22)

Otrzymane réwnanie ma posta¢ réwnania Diraca w zmiennych primowanych
pod warunkiem, ze podkreslone wyrazenie jest réwne <,

S(A)A*STHA)YLY, =7~ (4.23)
Innymi stowy, macierze S musza spelnia¢ réwnowazna relacje
STHL)y*S(L) = L%, ~+*. (4.24)

Wzor ten definiuje reprezentacje bispinorowa grupy Lorentza, gdyz dla dowol-
nych przeksztalcen Lorentza Lq, Lo zachodzi

S(L1)S(Ls) = S(L1Ls). (4.25)

Cwiczenie 17
Udowodnié relacje (4.25) i pokazaé, ze zbiér macierzy S(L) tworzy reprezentacje
grupy Lorentza.

W nastepnym rozdziale skonstruujemy macierze S(L), ktére spelniaja zwiazek
(4.24), warunkujacy niezmienniczos$¢ Lorentza réwnania Diraca. Tym samym,
znajdziemy prawo transformacyjne dla bispinoréw Diraca.



Rozdzial 5

Bispinory Diraca

5.1 Bispinorowa transformacja Lorentza

Poszukajmy macierz S(L), ktoa spelnia zwiazek (4.24), w nastepujacej postaci

S(L):exp{—iwwa““} ) (51)
gdzie wy, = —wy, sa 6-oma rzeczywistymi parametrami (2.61) transformacji
Lorentza, natomiast

otV = —g"t (5.2)

jest uktadem 6-u macierzy 4 x 4, ktérych postaé chcemy znalezé.

Rozwazmy w tym celu infinitezymalne przeksztalcenie Lorentza (2.15), dla
ktérego wy, = €., < 1. Odpowiadajaca mu macierz spinorowa to

S=1-—"1te, oM STl =1+Lteua™. (5.3)
Po podstawieniu do warunku (4.24) otrzymujemy
(L+ feuw ™)y (L= few o) = (05, +¢5,)7" (5.4)
Poréwnujac wyrazenia pierwszego rzedu w € po obu stronach, dostajemy
[V, o] =2i(g™"y" — g™ +"). (5.5)

Warunek antysmetrii (5.2) prowadzi do wniosku, ze o = ¢[y*,~7"]. Wspélczyn-
nik proporcjonalnosci ¢ wyznaczymy z warunku (5.5). Policzmy

v v (67

%W", o] = AT (Y =) = (Y =)y
= (V"M =" ”Y::Y_O:) - (f/’y_’: Y= yHy®)

= (Y HFY)Y = 29 A A (YA A AHYY) = 2970

= 4g*HyY — 4 g (5.6)

32
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Stad znajdujemy 4c = 2i i ostatecznie

1

2

ot

[v*,7"]- (5.7)
Korzystujac z relacji (4.16) tatwo udowodni¢ zwiazek

(") =~0gH 0 (5.8)
ktory zapisa¢ mozna dla sktadowych

(O.Oi)T — _00i7 (Uik)T — (fik. (59)

Cwiczenie 18
Udowodni¢ relacje (5.8) i (5.9).

Poréwnujac postaé (5.1) transformacji Lorentza z postacia (2.62) dla trans-
formacji wektorowej widzimy, ze macierze

T = 3ot = g [1""] (5.10)

sa spinorowymi generatorami transformacji Lorentza. Obroty euklidesowe wokol
osi 1,2,3 sa generowane przez operatory

Si = Leypd?* = Legpo® (5.11)

Ze wzgledu na warunek hermitowskosci macierzy o/* (drugi ze zwiazkéw (5.9))
jest to operator hermitowski i spinorowa transformacja obrotéw euklidesowych
jest realizowana przez operator unitarny. Podobnie, pchniecia lorentzowskie
wzdluz tych samych osi sa generowane przez

Ki=J% =100 = 1909 (5.12)

Tym razem nie sa to operatory hermitowskie ze wzgledu na wlasnosé¢ anyther-
mitowskoéci macierzy o”. Spinorowe operatory pchnieé nie sa wiec operatorami
unitarnymi.

Generatory S; oraz K; spelniaja algebre Liego grupy Lorentza
[Si, Sj] = ieijk Sk
[Si, Kj] = ’L'Eiijk
[Ki, Kj] = —i€ijk Sk (5.13)
Macierze S; spetniaja algebre grupy tréojwymiarowych obrotéw. Identyfikujemy

je jako operatory wewnetrznego kretu czastki Diraca — spinu. Liczac wartosé
spinu s z relacji

S = s(1+5) = { {(6®)+ (™) + (0"} = 5. (5.14)

przekonujemy sie, ze spin s = % dla czastki Diraca.
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Cwiczenie 19
Sprawadzié, ze stuszne sa relacje komutacji (5.13). Znalez¢ jawna postaé gene-
ratoréw w reprezentacji Diraca.

Wprowadzajac parametry ¢ oraz ( zgodnie z definicja (2.61), dostaniemy
dla transformacji bispinorowej

S(L) = exp(—i¢p-S—if-K). (5.15)
Podsumujmy, ze z wlasnosci (5.9) wynika
St=s8, K =K. (5.16)

Tak wiec macierz transformacji spinorowej S(L) jest macierza unitarna tylko
dla obrotéw euklidesowych. W ogélnosci otrzymujemy

SH(L)7° =~"571(L), (5.17)
gdyz na podstawie (5.8) zachodzi

i

) v T i v v
SH(L) = (e‘iwau ) = e ()1 — g o5 ™y = 90 STH(L) .

Dla obrotéw euklidesowych mozna przestawié¢ v9 w relacji (5.17) i otrzymaé
warunek unitarnosci dla genertoréw obrotow S.

Cwiczenie 20
Korzystajac ze wzoru (7.40) i relacji komutacji (5.5) pokazaé, ze

S(L) = exp{—4%Bo""} (5.18)
generuje boost wzdtuz osi 1 z predkoscia 8 (poréwnaj Cwiczenie 9):

S™HL)4*S(L) = ~°coshB + ~'sinh 3
S™HL)A'S(L) = ~%sinh B + ~! cosh .

Cwiczenie 21
Podobnie udowodnié, ze transformacja

S(L) = exp{—% ¢o>*} (5.19)
generuje obrét w plaszczyznie (23) o kat ¢:

STHL)¥?S(L) = y?cos¢ — y3sing
STHL)y2S(L) = ~*sing 4+ y3cos¢.
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Cwiczenie 22
Udowodnié, ze transformacja (5.19) zmienia znak przy obrocie o kat ¢ = 2.

Zmiana znaku bispinora jest zwiazana z kwadratowa relacja (4.24) pomiedzy
macierzami reprezentacji spinorowej grupy Lorenzta S(L) a przeksztalceniem
Lorentza L. Stad zmiana znaku S(L) przy obrocie o kat 27 nie wplywa na
macierz L. Spinor powraca do wyj$ciowej wartosci dopiero po obrocie o kat 4.
W ten sposob kazdemy przeksztalceniu Lorentza odpowiadaja dwie macierze
+S(L) i reprezentacja bispinorowa dwukrotnie nakrywa grupe Lorentza.

5.2 Bispinory Diraca a spinory Weyla
Interesujacy jest zwiazek bispinoréw Diraca z dwuskladnikowymi spinorami

Weyla (2.82). Rozwazmy reprezentacje chiralna (4.18) macierzy Diraca. W re-
prezentacji tej generatory spinu S i boostu K sa kwasidiagonalne:

10 0 1 ( o 0
S:2<0 a) K:2<0 _0>. (5.20)

W takim przypadku macierz transformacji bispinorowej (5.15) przyjmuje postac

_%¢.U+%ﬁ.g 0
Smr:<e . e;¢0550)'

Widzimy, ze dwie gérne i dwie dolne sktadowe bispinora Diraca w reprezentacji

chiralnej,
¢@=<i>, (522)

(5.21)

transformuja sie zgodnie z regulami (2.83) dla spinoré6w Weyla. Stad wynika
uzasadnienie dla nazwy bispinor.

Cwiczenie 23
Korzystajac z postaci macierzy (4.19) pokazaé, ze w reprezentacji Diraca za-

chodzi
_ _ L [ o+X
¢D—U¢C—\/§<¢_X>. (5.23)

5.3 Dwuliniowe kombinacje spinorowe
Zdefiniujmy najpierw macierz

5 = ,)/5 — 7;’)/0'71"}/2’73- (524)
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Z relacji (4.14) i (4.16) wynikaja nastepujace zwiazki:

(v5)" =15 (15)2 =1 V5V + Y5 = 0. (5.25)

W reprezentacjach (4.6) oraz (4.7) macierzy Diraca, v° przyjmuje nastepujaca
postac:

- reprezentacja Diraca

%=<$é> (5.26)

V5 = ( (1) _(1) > (5.27)

Macierz 5 spelnia natepujacy zwiazek

S™H(L)~?S(L) = det(L)~°. (5.28)

- reprezentacja chiralna

Aby go udowodnié, zapiszmy 7° w formie

5 7/ v 8
,-y — ' € v 1//7 rj/ ,ya,.y , (5‘2“)

5_1755 = 4' e,uuul/S Y ,YV,YCY,YBS

i 4 (07
= = mw (STI"8) (ST1978) (ST18) (S7147S)

i ,
= gy o Ly LYy L gy 5

1: ! ! ’ !
= —det(L) eprrary 17" 0" = det(L)y?

W dowodzie wpisaliémy SS~! =1 pomiedzy kazda z macierzy gamma, a naste-
pnie wykorzystaliémy wzér (4.24) oraz prawo transformacyjne (2.43).

Cwiczenie 24
Sprawdzi¢ relacje (5.25) oraz wyprowadzi¢ postaé (5.26) i (5.27).

Wzér (5.17) pozwala udowodnié, ze ponizsze biliniowe formy, zwane pradami,
transformuja sie odpowiednio jak skalar (S), wektor (V), tensor (T), pseudo-
skalar (P) i pseudowektor (A):

S P = j — j'=7 (5.30)
174 Pyt = GH — j’“—L“ v (5.31)
T oty =g = DA LY (5.32)
P Yy = §° — '5 = det(L) 5° (5.33)
A ¢'y“75w = ]ﬁ — ]jq‘u:det(L)LMujZ' (534)
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Rozwazmy prad wektorowy V. Udowodnimy na jego przyktadzie tensorowy
charakter pierwszych trzech pradow:

Pty =t STk Sep = iy0(STy1S) o = LK, (hy"eh), (5.35)

gdzie wykorzystaliémy najpierw wlasnosé (5.17), a nastepnie (4.24).
Aby uzasadni¢ pseudotensorowy charakter dwoch ostatnich pradéw wyko-
rzystamy zwiazek (5.28). Na przyklad, dla pseudoskalara S otrzymamy

VY =t §Ty095 G4 = ¢T40(S71958) ¢ = det(L) ¥y v (5.36)

Obecnosé wyznacznika powoduje, ze przy odbiciach z det(L) = —1, pseudoskalar
zmienia znak na przeciwny. Podobnie zachowuja sie sktadowe pradu axialnego,
tworzace pseudowektor jE'.

Macierze
I={1,9", o™, 9%~} (5.37)

tworza uktad zupelny 16 macierzy w przestrzeni liniowej macierzy 4 x 4 o wsp61-
czynnikach zespolonych. Tak wiec, dowolna macierz O z tej przestrzeni moze by
przedstawiona jako kombinacja liniowa macierzy I'. W szczegdlnosci, najogél-
niejsza postaé¢ biliniowej kombinacja bispinoréw moze byc roztozona w bazie
pradéw (5.30)—(5.34).

VO = cj+ cuj" + cu ' + ¢t il + 50 (5.38)

Jak pokazuje doswiadczenie, prady naladowane oddziatywan stabych maja struk-
ture V — A, czyli B
M=t —jh = o (1=2") 0, (5.39)

Cwiczenie 25
Udowodnié¢ pozostate reguty transformacyjne dla pradéw.

Cwiczenie 26
Udowodni¢ wykorzystujac réwnanie Diraca, ze prad wektorowy jest zachowany

0, 3" =0, (%“ zp) =0. (5.40)
Znalez¢ skladowe tego pradu i poréwnaé z réwnaniem ciaglosci (4.8). Prad j*

jest wiec pradem prawdopodobieristwa dla réwnania Diraca.

Cwiczenie 27
Pokazaé, ze gdy masa w réwnaniu Diraca jest réwna zeru, to zachowany jest
rowniez prad aksjalny:

Oty = 0 (6797 ) = 2im by*v = 0. (5.41)
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5.4 Spinory chiralne

Macierz +° pelni role operatora chiralnosci. Z wiasnosci (7°)? =1 oraz hermi-
towskosci wynika, ze jego warto$ci wlasne (zwane chiralnoscia) wynosza +1,

iy = by (5.42)

Wektory wlasne 11 sa nazywane bispinoramsi chiralnymi (lub bispinorami Wey-
la). Chiralno$¢ jest niezmiennikiem transformacji Lorentza , gdyz

B, o =0  => [, ()] =0. (5.43)
dla dowolnej transformacji Lorentza L. Tak wiec przetransformowany bispinor
Uy = S(L)+ (5.44)

spelnia réownanie (5.42) dla tych samych wartosci chiralnosci.

Dowolny bispinor mozna roztozyé¢ na sume bispinoréw o przeciwnych chiral-
nosciach przy pomocy operatorow:

Py = 3(1£95). (5.45)
Zachodzi bowiem
v Py = +Py, (5.46)
skad wynika, ze
Y = Prip. (5.47)

Operatory Py sa ortogonalnymi operatorami rzutowymi
(Py)T =Py (P)? =Py P,P_.=P P, =0. (5.48)

Rozkladaja one przestrzen liniowa bispinoréw na sume prosta dwéch podprze-
strzeni o okreslonej chiralnosci, gdyz

P +P_ =1 (5.49)
i wtedy dla dowolnego bispinora otrzymujemy
b= (Py+P ) = (Po) + (o)) = ¥y + 0. (5.50)

Cwiczenie 28
Udowodnié¢ wlasnoéci (5.46) — (5.50).

Rzutujac réwnanie Diraca (4.13) na podprzestrzenie o okre§lonej chiralnosci

i korzystajac z wlasnosci
Pyt =4t Py, (5.51)

dostaniemy (po polozeniu A=c=1)

oy —my_ =0 (5.52)
o —mypy =0 (5.53)
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Tak wiec, niezerowa masa miesza bispinory o réznych chiralnosciach.

Cwiczenie 29
Udowodnié¢, ze w reprezentacji chiralnej spinory o okreslonej chiralnosci to

w+=<‘§>, w_=<2>, (5.54)

Bispinory chiralne maja wiec o polowe mniej skladowych rzeczywistych niz
bispinory Diraca.

5.5 Chiralnos$¢ a skretnosé

W przypadku bezmasowym réwnania Diraca (5.52) rozpadaja sie na dwa nie-
zalezne réwnania dla bispinoréw chiralnych

iyt O+ (x) =0. (5.55)
Podstawiajac rozwigzanie w postaci fal ptaskich
bi(a) = (k) e T, (5.56)
znajdziemy
(VK =7 k) ¢ps (k) = 0. (5.57)

Mnozac obie strony réwnania przez (7°k? —+-k), otrzymamy po wykorzystaniu
regul komutacji (4.14):

{(k0)2 —kQ}@Ei(k‘) = 0. (5.58)

Niezerowe rozwiazania powyzszego réwnania istnieja dla k% = +|k|.
Wybierajac rozwiazanie z dodatnia wartoscia k°, zapiszemy réwnanie (5.57)
W postaci

0y. Kk - ~
T Del) = (k). (559)

Zdefiniujmy nastepnie operator skretnoéci, czyli rzutu spinu na kierunek pedu

czastki,
S-k
h=2——, (5.60)
k|

gdzie operator spinu S jest zdefiniowany we wzorze (5.11), a czynnik 2 jest
wygodna konwencja. Operator ten mozna zapisaé przy pomocy macierzy gam-
ma,

i

h
|

(k17273+k27371+k371fy2) . (5.61)
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Obliczmy nastepujace wyrazenie

]
Ysh = — (k175’72’73 + k2534t + k37571'72)

K|
b1 0.1y 120 0.2\ 1.3( - 0.3 7y -k
= m(k (—wv)+k(—wv)+k(—wv))= T
Tak wiec réwnanie (5.59) mozna zapisa¢ w postaci
Vshtps (k) = (k). (5.62)
Mnozac z lewej strony przez s, otrzymujemy:
hips = y5s = £4s . (5.63)

Widzimy, ze w przypadku bezmasowym spinory chiralne spelniajace rownanie
Weyla sa stanami wlasnymi operatora skretnosci. Stad dla rozwiazan z dodatnia
energia k® = |k| (czastek) zachodzi:

CHIRALNOSC = SKRETNOSC.

Latwo sprawdzié, ze wybor k0 = —|k| w réwnaniu (5.57) (antyczastek) prowadzi
do zwiazku:
CHIRALNOSC = —SKRETNOSC.

W obu przypadkach réwnania Weyla opisuja bezmasowe czastki o okreslonej
skretnosci. Masowe spinory chiralne nie maja okreslonej skretnosci. Mozna ja
bowiem zmienié¢ przy pomocy transformacji Lorentza, w przeciwienstwie do
chiralnosci, ktéra jest niezmiennikiem tej transformacji.

Cwiczenie 30
Pokazaé¢, wykonujac obrét wokoét kierunku pedu k, ze spinory spelniajace réw-
nania Weyla “kreca sie w przeciwne strony”, tzn. pod wplywem obrotu o kat
¢, zachodzi

by — 912, b — &2 (5.64)

5.6 Odbicie przestrzenne bispinora

Rozwazmy operacje odbicia przestrzennego x — —x wraz z towarzyszaca jej
transformacja spinora

PP (t,x) = Py(t,—x), (5.65)
gdzie P jest macierza, ktora nalezy znalezé z warunku niezmienniczo$ci réwna-
nia Diraca wzgledem tej operacji.

Dokonujac transformacji x -+ —x w réwnaniu Diraca

{7000+ iy 0x —m}(t, %) =0 (5.66)
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otrzymujemy

{i’yoat—i’y-(‘)x—m}w(t, —x)=0. (5.67)

Zauwazmy, ze jesli macierze (7°,7) spelniaja algebre Clifforda (4.14) to spel-
niaja ja réwniez macierze (70, —7v). W czterowymiarowej czasoprzestrzeni wszy-
stkie reprezentacje algebry Clifforda sa réwnowazne. Istnieje wiec nieosobliwa
macierz podobienstwa P laczaca te dwie reprezentacje, tzn. zachodzi

A0 =p1,0p —y=P 4P, (5.68)

Podstawiajac te zwiazki do réwnania (5.67), otrzymujemy réwnanie Diraca dla
odbitego spinora (5.65)

{woat i Ox —m}wp(t,x) —0. (5.69)
Z warunkéw (5.68) i regul przestawiania dla macierzy gamma wynika, ze
P=P1=70 (5.70)

moze pekié role operatora parzystosci.
Zauwazmy, ze dla operatoréw rzutowych na stany o okreslonej chiralnosci

P4 zachodzi
Py = PrAP. (5.71)

Wynika stad, ze odbicie przestrzenne zmienia chiralnosé na przeciwng

(¥2)F (x) = P Peap(—x) = P Pip(—x) = Prp”' (x) = () (x).

Teorie ze ztamana symetria P, na przyktad teoria oddziatywan elektrostabych,
nie sa niezmiennicze ze wzgledu na zamiane spinoréw chiralnych.

Transformacja odbicia przestrzennego wiaze réwniez dwa réwnania Weyla,
przeksztatcajac jedno z nich w drugie. Wynika stad, ze teoria, w ktérej istnie-
je pole bezmasowe o tylko jednej skretnosci (na przyklad, pole lewoskretnych
neutrin w modelu standardowym) nie jest niezmiennicza wzgledem odbié prze-
strzennych.

5.7 Sprzezenie tadunkowe

Zdefiniujemy operacje sprzezenia tadunkowego dla bispinora Diraca. W tym
celu sprzegnijmy pole Diraca z polem elektromagnetycznym A, przy pomocy
zasady minimalnego sprzezenia omoéwiona szczegétowo w rozdziale 11:

0y — O, +ieA, (5.72)

gdzie e > 0 jest elementarnym tadunkiem elektrycznym. Réwnanie Diraca (4.13)
przyjmuje wiec nastepujaca postaé

{in"(Op+ieA,) —m}p(z) =0. (5.73)
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Pole sprzezone tadunkowo ¢, spetnia analogiczne réwnanie z przeciwna warto-
$cia tadunku
{in" (O —ieA,) —m}y(z) =0. (5.74)

Operacja sprzezenia tadunkowego przeprowadza bispinor 1) w jego sprzeze-
nie ladunkowe 1¢. Aby znalez¢ jej jawna posta¢ dokonajmy sprzezenia zespolo-
nego réwnania (5.73)

{=i(v")* (0, —ieA,) —m}y*(x) =0. (5.75)

Zaréwno macierze y* jaki i —(y*)* spelnia algebre (4.14). Istnieje wiec w czte-
rech wymiarach nieosobliwa macierz podobienstwa C' taka, ze zachodzi

—(y")r =0y O, (5.76)

Podstawiajac ten zwiazek do réwnania (5.75), a nastepnie mnozac je z lewej
strony przez C, otrzymamy

{iv"(0, —ieA,) —m}Cy*(z) =0. (5.77)
Poprzez poréwnanie z (5.74) znajdujemy

Pe(x) = Cp*(x). (5.78)

Macierz sprzezenia tadunkowego C' spelnia zwiazek (5.76) lub relacje réwno-
wazna

W= —C(y")*Ct. (5.79)

Na macierze C' mozna nalozy¢ dodatkowy warunek zgodny z relacja (5.76):
cl=cr => ccr=cCc=1, (5.80)
co latwo sprawdzi¢ sprzegajac (5.76) i poréwnujac z (5.79). Ponadto zachodzi

(c") = —C~ oM C (5.81)
() = -7y C. (5.82)

Bispinor ¢ transformuje sie tak samo jak bispinor ¥. Korzystajac bowiem
z wyniku (5.81), znajdziemy

*

(W) = (€)= Cw) = Cetom @)

i

= Cedumw OOy — ool iwm ™ Oy

i

= e 4“}}“/0'””,(#6' (583)

Cwiczenie 31
Udowodnié relacje (5.81) i (5.82). Ponadto, korzystajac z warunku (5.80) udo-
wodnié

(V)= . (5.84)
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Zapiszmy na koniec warunek sprzezenia tadunkowego dla bispinoréw chiral-
nych. Wykorzystujac wlasnoéé (5.82) sprzezenia ladunkowego, otrzymujemy

1+ (5)"

13130_1’750
2

2

o =B o = (9. (5.85)

pr=C 5

(Y)*=C

Tak wiec, sprzezenie tadunkowe zmienia chiralno$é¢ na przeciwna,

Cwiczenie 32
W reprezentacji chiralnej i reprezentacji Diraca jedynie 42 ma elementy zespo-
lone: (72)* = —2. Pokazaé, ze relacja (5.76) z C~! = C* przyjmuje postaé

C*y?C =+, CAFC=—" k=013,

skad wynika nastepujaca posta¢ macierzy sprzezenia tadunkowego

C =e?ry? =¢'? ( 0 _”(2) ) : (5.86)

02

gdzie ¢ jest dowolna faza. Otrzymujemy w ten sposdéb macierz symetryczna:
ct=cC.
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Roéownanie Majorany

Bispinory v oraz ¢ transformuja sie tak samo pod wplywem transformacji
Lorentza, stad w sytuacji gdy ¥ # ¢°¢ istnieje oprécz réwnania Diraca dwa inne
rownania niezmiennicze wgledem witaéciwych ortochronicznych transformacji
Lorentza, zwane réwnaniami Majorany

0,0 — My = 0 (6.1)

i, — My = 0. (6.2)

Réwnania te nie sa niezalezne, gdyz taczy je sprzezenie tadunkowe. Sprzegajac
zespolono na przyktad pierwsze z nich, dostaniemy:

—i(y") B — MC*p =0. (6.3)

Mnozac obie strony przez macierz sprzezenia ladunkowego C, a nastepnie wy-
korzystujac relacje (5.79) i (5.80), dostaniemy drugie réwnanie. Dla ustalenia
uwagi odtad rozwazaé¢ bedziemy réwnanie (6.1).

Wystepujacy w rownaniach Majorany parametr M jest masa, zwana masa
Majorany, gdyz v (i podobnie ¢¢) spelnia réwnanie Kleina—Gordona z masa
M. Dzialajac bowiem operatorem i@ = iy*0,, po obu stronach réwnania (6.1) i
korzystajac z (6.2), otrzymujemy

(O+M?)¢ = 0. (6.4)

Masa Majorany jest na ogét rézna od masy Diraca.

Réwnanie Majorany nie jest niezmiennicze wgledem transformacji fazo-
wych: ¢ — exp{—iA}1. Nie istnieje wiec zachowany ladunek elektryczny, tak jak
w teorii Diraca. Rownania Majorany nadawatoby sie wiec do opisu neutralnych
fermionéw z masa, — masowych neutrin. Podobnie, nie jest zachowana czastkowa
liczba leptonowej istniejaca w standardowym sformutowaniu teorii oddziatywan
elektrostabych, w ktorym neutrina pozostaja bezmasowe. Tak wiec, w przypad-
ku istnienia neutrin masowych czastkowa liczba leptonowa nie jest zachowana.

Zapiszmy rownanie Majorany dla sktadowych chiralnych. Dzialajac opera-
torami rzutowymi Py na réwnanie (6.1), a nastepnie wykorzystujac zwiazki

44
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(5.85), otrzymujemy dwa réwnania

P —M(Y4)° =0 (6.5)
iy —M(@-)* =0 6.6

W przeciwienistwie do réwnania Diraca sktadowe chiralne bispinora nie mieszaja
sie. Tak wiec masowe neutrina maja okreslona chiralnosé, tak jak neutrina bez-
masowe posiadaja, okreslong skretnosci.

6.1 Spinory Majorany

Spinory Majorany sa zdefiniowane poprzez narzucenie dodatkowego warunku
na bispinor Diraca

¥ =", (6.7)

Dzieki regule (5.83) warunek ten jest niezmienniczy wzgledem wlasciwej trans-
formacji Lorentza. Redukuje on liczbe stopni swobody bispinora Diraca o potowe.
Mozna to wprost zobaczy¢ zapisujac warunek Majorany dla bispinoréw chiral-
nych. Podstawiajac powyzszy warunek do relacji (5.85), (¢+)¢ = (¢°), otrzy-
mujemy

(V) =9, (Y-)" =Py (6.8)

Tak wiec sktadowe chiralne bispinorow Majorany nie sa niezalezne, jeden z
nich mozna otrzymac z drugiego poprzez sprzezenia zespolone. W zaleznosci od
tego, ktory ze spinoréw chiralnych traktujemy jako niezalezny, dostajemy dla
bispinoréw Majorany

Y =p + (Pq)° (6.9)
lub

b=+ (). (6.10)

Warunek Majorany powoduje, ze réwnania Majorany dla sktadowych chiralnych
(6.5) staja sie zalezne poprzez operacje sprzezenia tadunkowego. W takim przy-
padku pozostaje tylko jedno rownanie dla sktadowej chiralnej, ktéra traktujemy
jako niezalezna,

P — M(s) = 0. (6.11)
lub
Py — M) =0. (6.12)

6.2 Reprezentacja Majorany

Zauwazmy, ze operacja sprzezenia ladunkowego (5.78) bispinora bylaby szcze-
gélnie prosta gdyby istniala reprezentacja macierzy gamma Diraca, dla ktérej
C =1. Wtedy

W = . (6.13)
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Warunek (5.79) przyjmuje wtedy postaé
()" =—* (6.14)

co oznacza, ze macierze y* powinny by¢ czysto urojone. Taka reprezentacja,
znaleziona przez Majorane, to

0o _ 00'2 1 _ iO’3 0
T =l 0 T 0 oy

2 O —09 3 —’ial 0
T ((72 0 T 0 —ioy |- (619

75=75=<US 0). (6.16)

—09

Ponadto

Zachowane sa wlasno$ci hermitowskosci 7° i 5 oraz antyhermitowskosci v123.
W reprezentacji Majorany operator (iy*0, —m) jest czysto rzeczywisty i
réwnanie Diraca

(’L@ - m) (wre + “/}zm) =0

rozpada sie na dwa identyczne, niezalezne réwnania dla czedci rzeczywistej .
i urojonej ¥, bispinora Diraca

(Z@ - m) wre =
(i@ —m) iy = 0. (6.17)
Réwnanie Majorany
i) (Yre + ithim) — M (Pre — ithim) =0 (6.18)

prowadzi do dwoch réznych réwnan rzeczywistych

(iﬁ_Mﬁbre -
(i@ + M) him = 0. (6.19)

Warunek Majorany 1* = ¢ eliminuje sktadowe urojone bispinora. Tak wiec spi-
nor Majorany ma tylko 4 sktadowe rzeczywiste

(1
_| ¥
Yu = vs | (6.20)

Uy

Réwnanie Majorany, podobnie jak rownanie Diraca, przyjmuje teraz postac

(iﬁ_M)wre =0. (6.21)
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Cwiczenie 33
Pokazaé, ze w reprezentacji Majorany opreratory rzutowe Py przyjmuja postaé

1 —¢ 0 0 1 2 0 0
1y 4 1 00 11 -1 1.0 0
Pr=31 0 1 P=31 001 | 62
0 0 —i 1 00 i 1
a spinory chiralne dla spinora Majorany (6.20) to
V1 —ithy 1 +ithy
L wo+ivy L[ b2 —ith
= . == . 6.23
v =5 V3 +ithy v-=3 3 —ithy (6.23)
Vg — i3 g +1it3

Sprawdzié, ze zachodzi
(¢i)c = ¢¥>

a takze

Y=+ () =Y+ (¥-)°.



Rozdzial 7
Czastki o spinie 0

Jak pamietamy, nie jest mozliwe skonstruowanie mechaniki kwantowej z funkcja,
falowa ¢ spelniajaca réwnanie Kleina—Gordona (3.16). Potraktujmy ja jednak
jako klasyczne pole — funkcje liczbowa, okreslona w kazdym punkcie czasoprze-
strzeni z. Zazadajmy by bylo to pole skalarne, tzn. prawo transformacyjne dla
przeksztatcen Lorentza mialo postaé

¢ (z") = ¢(x) ' =Lz. (7.1)

Roéwnanie Kleina—Gordona jest teraz jawnie relatywistycznie niezmienni-
czym réwnaniem falowym. Zapisujac je bowiem przy pomocy operatora (2.32)
otrzymamy

(D + mh; ) é(z) = 0. (7.2)

Okreslenie “klasyczne pole” moze byé¢ nieco mylace, gdyz w réwnaniu pola
wystepuje stala Plancka A. Termin ten oznacza tylko, ze punktem startowym do
dalszych rozwazan jest funkcja liczbowa ¢, a nie operator czAS Ten ostatni otrzy-
mamy w wyniku kwantowania pola ¢. Po tej uwadze mozemy wybraé¢ uktad
jednostek, w ktorym ¢ = h =1, by odtad rozwaza¢ réwnanie

(O +m?)g(z) =0. (7.3)
7.1 Rozwiazanie klasyczne

Rozwazmy na poczatek pole rzeczywiste: ¢ = ¢*. Poszukajmy rozwiazania réw-
nania (7.3), wykonujac transformate Fouriera

3 . ~
o) = | (;iﬂl;g % G (1) (7.4)

Podstawiajac do (7.3), otrzymamy réwnanie oscylatora harmonicznego dla wsp6l-
czynnikéw fourierowskich

Ay
dt?

+ (kK +m?) ¢ = 0. (7.5)

48
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Ogélne rozwiazanie to

¢k(t) = e_iEktAk + eiEktBk . (7.6)

gdzie energia

E, = VK2+m? >0, (7.7)

a Ak i By sa dowolnymi wspotczynnikami zespolonymi. Podstawiajac to rozwia-
zanie do (7.4) otrzymujemy, po uprzedniej zmianie k — —k w drugim czlonie,

o(z) = / (321;3 {e7™r A + M B}, (7.8)

gdzie kx = Et —k-x. Warunek rzeczywistosci pola prowadzi do wniosku B_y =
Ay. Tak wiec ostateczna posta¢ klasycznego rozwiazania réwnania Kleina—
Gordona to

d*k ; ;
o(x) = /2Ek(27r)3 {e*’kxAk + elkxAi“{} . (7.9)

WprowadziliSmy tu dodatkowo czynnik 2E}, tak by miara catkowa byla relaty-
wistycznie niezmiennicza.

Cwiczenie 34
Pokazaé catkujac po k°, ze miara calkowa w rozwiazaniu (7.9) jest niezmien-
nicza dla wtasciwego ortochronicznego przeksztalcenia Lorentza:

d3k

T d*k (k2 —m?) O (k). (7.10)

Skorzysta¢ z wlasnoéci delty Diraca

1

S((K)? —1 —m?) =
k

{8(k° = By) + (k" + By } . (7.11)

7.2 Pole kwantowe

Skwantujemy rozwiazanie klasyczne (7.9) poprzez zastapienie wspélezynnikéw
fourierowskich operatorami (Ak,fq{) Otrzymamy w ten sposéb hermitowskie
(¢ = ¢T) pole kwantowe

2 d’k —ikx 3 ikz AT
gb(x) = /2Ek(27r)3 {e Ak +e Ak} s (712)

spelniajace réwnanie Kleina—Gordona (7.3).

Zastapienie liczb operatorami wnosi nowy aspekt, reguly przemiennosci
otrzymanych w ten sposéb operatoréw. W ogélnosci reguty przemiennosci dla
operatoréw sa zadane poprzez komutatory (—) lub antykomutatory (4). Dla
dowolnych operatorow A i B:

[A,B]+ = AB + BA. (7.13)
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Nlnteresuja nas reguly przemiennosci dla operatoréw pola w dwéch réznych
punktach czasoprzestrzeni

[6(2), d(y)]+ = Ds(x,y). (7.14)

Chcemy by Di(x,y) bylo niezmiennicze wzgledem najszerszej grupy transfor-
macji symetrii przestrzeni Minkowskiego: przeksztalcen Poincarego (2.26). Pro-
wadzi to do wniosku, ze D1 musi by¢ funkcja réznicy wspdirzednych

Dy(z,y) = Di(z—y). (7.15)

Zadanie niezmienniczosci pozwoli okregli¢ reguly przemiennoéci dla operatoréw
w rozwinieciu Fouriera.

Podstawiajac pola (7.12) do (7.15), policzymy korzystajac z prostych wia-
snosci (anty)komutatoréw

&3k / d3q

16,6001 = [ 5550 | 55 oy

A A A

{ [Ag, Aql+ o—i(kotay) | [flk, Ami o—ilkz—qy)

+ LA Agla e 4 (4], Al et} (76)

Zalézmy, ze kazdy z (anty)komutatoréw po prawej stronie jest proporcjonalny
do §3(k —q). Pozwoli to wykonaé catkowanie po d>q, utozsamiajac czteropedy
k = q. W wykladnikach eksponent pojawia sie zatem wspolrzedne z plusem
(r+vy) oraz z minusem (x —y). Kombinacje z plusem sa zrédlem trudnosci,
gdyz nie bedzie mogl byé spelniony warunek (7.15). Jedynym rozwiazeniem jest
zalozenie, iz znikaja (anty)komutatory przy “ztych” eksponentach. Tak wiec

[Ay, Aqlx = [A], AL ]+ = 0. (7.17)
Dla pozostalych (anty)komutatoréw zatozymy:
[Ai, AfJx = f()6* (k—q), (7.18)

gdzie f(k) jest na razie dowolna funkcja liczbowa. Podstawiajac powyzsze re-
guly komutacji do réwnania (7.16) otrzymamy

A A 3 . .
[o(z), d(y) ]+ = /QEj(;T)?’ QE{;((I;)T)S {elk(ﬂcy) ielk(wy)}. (7.19)

Korzystajac z wyniku (7.10) stwierdzamy, ze wyrazenie po prawej stronie jest
niezmiennikiem lorentzowskim gdy

f(k) = 2E,(2m)3. (7.20)
Zatem otrzymamy
A~ A 3 . .
[6(a), 3] = [ Mj(;r)g{e_m(’”_y)ielk(‘”_y)}. (7.21)
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Pozostaje do roztrzygniecia jeszcze jeden zasadniczy problem: wybér regut
komutacji. Pomaga w tym zasada mikroprzyczynowosci. Zadamy by opera-
tory pola byly nieskorelowane dla zdarzen rozdzielonych przestrzennie, tzn.

[$(x), d(y)] = 0 dla (x—y)? <0. (7.22)

Udowidnimy, ze dla pola skalarnego warunek ten moze by¢ spetniony tylko dla
komutatoréw.

Mianowicie, dla zdarzen rozdzielonych wektorem przestrzennym zawsze ist-
nieje uklad odniesienia, w ktérym czterowektor z —y = (0,x —y). W tym ukla-
dzie

n In _ &’k ik-(x—y) 4 —ik-(x—y)
[9(x), d(y) ]+ = /2Ek(27r)3 {e S }
Po rozdzieleniu na dwie caltki i zamianie k — —k w jednej z nich, wyraze-
nie po prawej stronie znika tylko po wyborze znaku minus czyli komutatora,
dla ktérego wprowadzimy oznaczenie: [-,-]— = [-,-]. Poniewaz (anty)komutator
dwoéch pél byt skonstruowany w sposéb niezmienniczy, wynik ten nie zalezy od
wyboru ukltadu wspélrzednych. Ostatecznie, warunek przemiennosci dla pola
skalarnego przyjmuje nastepujaca niezmiennicza postac

[(&(w) (i(y)] = /dgk {e—ik(x—y)_eik(x_y)}
’ 2E,(27)3
= iA(x—y). (7.23)
Kwantowanie pola skalarnego przy pomocy komutatoréw prowadzi do bo-

zonowej algebry operatorow kreacji i anihilacji. Definiujac bowiem nowe ope-
ratory ay i alT( takie, ze

Ay = /2E,(27)3 ax Al = \/2B(27)3 af., (7.24)

otrzymujemy
[ax, aq] = [af, ] = 0
[ax, al] = 6*(k—q), (7.25)

a pole kwantowe (7.12) przybiera ostatecznie postac:

2 d’k ikx T ik

)= | ————=1Jaxe " +aq e} 7.26
60) = | e o e} (7.26)
Kwantowanie pola skalarnego przy pomocy algebry bozonowej jest przypadkiem
szczegbdlnym twierdzenia o zwiazku spinu ze statystyka. Poniewaz pole ¢ ma spin
0, pojawiajace sie w wyniku kwantowania czastki sa bezspinowymi bozonami.
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Cwiczenie 35
Udowodnié¢ wzoér

4
Ay = | (;l:)g S(k2 — m?2) (K)o~ h—v) (7.27)

gdzie €(k°) = kY /|k°| oraz nastepujace wlasnosci dystrybucji A:
(O+m*)A(z)=0 i DA(0,x) = —03(x). (7.28)

Wyprowadzié¢ stad réwnoczasowe (xg = yo = t), kanoniczne reguly komutacji,
ktére rowniez moga byé¢ uzyte do kwantowania pola skalarnego:

[(t,%), (t.y)| = 0 (7.29)

[0(t:%), 006 (1,y)] = i8°(x—y). (7.30)

7.3 Przestrzen stanéow wieloczastkowych

Kwantowanie skalarnego pola Kleina-Gordona prowadzi do ukladu nieodréz-
nialnych, swobodnych czastek podlegajacych statystyce Bosego—Einsteina. Sta-
ny wieloczastkowe sa konstruowane w nastepujacy sposob. Proznia, czyli stan
0-czastkowy, jest zdefiniowana jako stan |0) taki, ze

axl0) =0 dla kazdego k. (7.31)
Nienormowalne stany wieloczastkowe to

al 10) = |ki)
af al |0) = |ki ko)

af af,..af 10) = |ki, ko,..kn) . (7.32)
Dzieki regulom (7.25) stany te sa symetryczne ze wzgledu na dowolne przes-
tawienia pedéw (czastek), np. | ki, ko) = |k, ki), a wiec opisywane czastki
sa bozonami. Stany (7.32) tworza zespolona przestrzen liniowa. Mozna wiec

konstruowaé liniowe kombinacje stanéw o réznej liczbie czastek, otrzymujac
stan o nieokreslonej liczbie czastek.

Zdefiniowane ponizej komutujace miedzy soba, hermitowskie operatory sa
odpowiednio, operatorami liczby czastek, energii i pedu:

N = /dgpai,ap (7.33)
H = / d*p B, af, ap (7.34)

P = /dgppaLap. (7.35)
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Dzialajac bowiem na stany (7.32) dostajemy

N’kl,kg,...kn> = n‘kl,kg,...kn>
H’kl,kg,...kn> = (Ekl+Ek2+.-.+Ekn)|k1,k2,..-kn>

P’kl,kg,...kn> = (kl—l-kg—i-...—i-kn)|k1,k2,...kn>, (736)
natomiast dla stanu prézni zachodzi
N|0) =H|0) =P|0) =0. (7.37)

Jak widzimy, spektrum energetyczne w tak okreslonej teorii jest ograniczone od
dotu przez zerowa energie prézni. Wynika to z ustawienia operatoréw anihilacji
po prawej stronie (“porzadek normalny”) w zdefiniowanych operatorach. Nie
mamy wiec problemu ze stabilno$cia czastek, z ktérych kazda ma dodatnia

energie By = vk2?+m2.

Korzystajac z regul komutacji (7.25), otrzymujemy

[N,aL]:aL [H,aL]:EkaL [P,aL]:kaL
(7.38)
[N, ak]:—ak [H, ak]:—Ekak [P, ak}:—kak.

Powyzsze relacje pozwalaja sie przekonaé, ze istotnie operatory alT( kreuja czastki

o energii F}, pedzie k, a operatory ay ja niszcza. Rozwazajac bowiem dowolny
stan wlasny |n,E,p) operatoréw (7.33), dostaniemy

HaL\n,E,p> = (aLH—FaLEk)]n,E,p) = (E+Ek)aL|n,E,p>
Hayx|n,E,p) = (ax H—ax Ey)|n,E,p) = (F— Ey)ax|n,E,p) .
i podobnie dla operatoréw liczby czastek i pedu.
Cwiczenie 36

Wyprowadzié¢ relacje (7.38) by nastepnie udowodnié (7.36) dla n = 2.

7.4 Operacje symetrii

Operatory energii i pedu sa generatorami unitarnych transformacji przesunieé¢
w czasie i przestrzeni. Zachodzi bowiem dla pola swobodnego (7.26)

etHY gg(t,x) e Mt _ qg(H—t’,x)

e PX 4t x) X = d(t,x+x). (7.39)
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Takie prawa transformacyjne zapewniaja niezmienniczosé¢ réwnanie Kleina-Gor-
dona dla pola oraz regul komutacji (7.23) wzgledem translacji czasoprzestrzen-
nych. W konsekwencji algebra operatoréw kreacji i anihilacji jest niezalezna od
przesunie¢. Podobnie, zachowany jest relatywistyczny zwiazek miedzy energia
a pedem wynikajacy z rOwnania ruchu.

Cwiczenie 37
Rozwijajac funkcje operatorowa F(A\) = exp(AA) Bexp(—AA) w szereg Taylora
wokot A = 0, a nastepnie ktadac A =1 udowodnié relacje

1 1
e"Be ™ = B +[A,B] + = [A,[A, B]] + o

2l [A[A[A B + ..., (7.40)

gdzie A, B sa dowolnymi operatorami, dla ktorych wystepujace tu wyrazenia
maja sens.

Przy pomocy wzoru (7.40) i regul komutacji (7.38) latwo udowodni¢ relacje

exp{iHt'}a exp{—iHt'} = e B g,

exp{—iP-x'}ay exp{iP -x'} = *¥ gy, (7.41)

Dokonujac sprzezenia hermitowskiego obu stron znajdziemy analogiczne relacje
]

dla operatoréw kreacji ay,

exp{th'}alT( exp{—iHt'} = eiEktlalT(,

exp{—iP'x/}aL exp{iP-x'} = ¢ & a;r(. (7.42)

Przy pomocy powyzszych zwiazkéw latwo juz udowodnimy prawa transforma-
cyjne (7.39).
Rozwazajac infinitezymalne przesuniecia i rozwijajac réwnania (7.39) z do-
kladnoécia do wyrazen pierwszego rzedu, dostajemy réwnania
. 9 ~ 0
i|H, | =— —ilP,¢|=—. 7.43
H.9) =5 [P, 3] = 2% (7.43)
Wyrazaja one w rézniczkowej formie wlasnosci transformacyjne pola qg wzgle-
dem przesunie¢ w czasoprzestrzeni.

Roéwnania (7.43) mozna zapisa¢ w formie kowariantnej traktujac operatory
H i P jako skladowe operatora czteropedu P, = (H,—P):

i[ Py, ] = 0uo. (7.44)

Cwiczenie 38
Pokazaé, ze réwnanie Kleina-Gordona wynika z réwnan (7.43) dla pola swo-
bodnego (7.26).
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7.5 Zespolone pole skalarne

Rozwazmy dwa niezalezne rzeczywiste pola skalarne ¢ i ¢2 spelniajace réw-
nania Kleina—Gordona z tym samym parametrem masowym i utwérzmy z nich
dwie zespolone kombinacje:

_ d1+id _ pr1—ig
V2 V2

Traktujemy te kombinacje jako dwa niezalezne pola (¢ # ¢*).

¢ ¢" (7.45)

Kwantujac pola ¢1 i ¢o zgodnie ze wzorem (7.26) otrzymamy dwa uklady
niezaleznych od siebie operatoréw kreacji i anihilacji (alk,aik) i (agk,agk) dla
kazdego modu pedowego k. Tak wiec dla skwantowanych pdl (7.45) otrzymamy

{ak otk + blT( eikz}

N d3k

o) = / V2ER(2n)
3 . .

() = /\/%{bke_m + aLem} , (7.46)

gdzie operatory a i b maja nastepujaca posta¢ dla kazdego pedu k

_ 1 , P Loh
ax = ﬁ (a1x +iagy) by = ﬁ (alk —i—ka)
b = L (a1x —iasgy) aTk = 1 (aik - ia$k> . (7.47)
V2 V2

tatwo sprawdzi¢, ze powyzsza transformacja nie zmienia regutl komutacji, tak
wiec (ak,aL) oraz (bk,bL) tworza w dalszym ciagu dwa niezalezne uklady ope-
ratorow kreacji i anihilacji

[ax,aq] =0 [bx, bq] =0 (7.48)
[a},al]=0 [bf,bl,]=0
[ax, al,] = 6*(k—q) [bx, bl ] = 6*(k—q)

i dodatkowo operatory typu a komutuja z operatorami typu b.

Pola (7.46) opisuja wiec dwa rodzaje czastek. Tak jak poprzednio stan prézni
jest okre$lony przez warunek

ak|0) =bk|0) =0 dla kazdego k. (7.49)
Stan wieloczastkowy to
[kiri,kora . ko) = rf vl el [0) (7.50)

gdzie r = a lub b rozréznia rodzaj czastki. Ze wzgledu na bozonowe reguty
komutacji (7.48), dowolne przestawienie czastek nie prowadzi do zmiany stanu.
W tym samym stanie kwantowym moze by¢ dowolna liczba czastek.
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Hermitowskie, komutujace miedzy soba, operatory catkowitej liczby czastek,
energii i pedu sa okreslone, odpowiednio

N = Na—l—Nb:/d‘Q’p(aLaP—i-bpr)
H = H,+H, :/dSpEp(aLap—i- b}, bp)

P - P,+P, = /d?’pp(anap—l—bpr). (7.51)

Otrzymana w ten sposéb teoria prowadzi do stabilnego spektrum energetycz-
nego, a najnizszy stan (préznia) ma energie réwna zeru:

H|0) =P|0) = N|0) =0. (7.52)

Tak jak dla pola rzeczywistego, operatory energii i pedu sa generatorami uni-
tarnych transformacji przesunie¢ w czasoprzestrzeni dla obu pél.

7.6 Operator tadunku i transformacja cechowania

Dla pola zespolonego istnieje niezalezny od operatoréw (7.51) operator catko-
witego ladunku:

Q= e/d3p (alap — bl bp) = eNy —elNy, (7.53)

gdzie przyjeliSmy, ze kwanty a niosa tadunek e, a kwanty b tadunek —e. Latwo
bowiem udowodnié, ze

(Q,al] = ea] [Q. 0] = (—e)bl

[Q,ax] = —eax [Q,bk] = —(—¢)bx. (7.54)

Stad aL kreuje a ay anihiluje czastke o tadunku e, natomiast ka kreuje a by
anihiluje czastke o tadunku —e. Tak wiec a jest antyczastka b (lub na odwrot).
Ponadto, dla stanu prézni zachodzi

Ql0) = 0. (7.55)

Operator @ komutuje ze wszystkim operatorami (7.51). W szczegdlnosci wynika
stad, ze operator ladunku jest zachowany w czasie, gdyz

Q) = eHtQe Mt = Q. (7.56)

Operator tadunku jest generatorem nowego typu transformacji symetrii. Je-
$li A jest rzeczywistym parametrem tej transformacji to

ei)\Q <ZA5(5U) e—i)\Q _ e—i/\eé(x)

M@ Pt () e™R = e gl(2). (7.57)
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Jest to globalna transformacja cechowania, ktéra przemnaza pole kwan-
towe przez niezalezny od x czynnik fazowy, nie zmieniajac jednoczesnie wspot-
rzednych czasoprzestrzennych pola.

Cwiczenie 39
Korzystajac ze wzoru (7.40) i relacji (7.54) udowodnié¢ prawo transformacyjne
(7.57).

Dla inifinitezymalnie malej wartosci parametru A relacje (7.57) przyjmuja
nastepujaca postaé

[Q.0'(x)] = edl (). (7.58)

Tak wiec operator gZA)(:E) kreuje w punkcie z stan o ladunku —e, a operator ¢ (x)
kreuje stan o tadunku e, gdyz

Qo(2)|0) = [Q,0(2)]|0) = —ed(z)|0)

Qo' (2)|0) = [Q,'(2)]|0) = edl(2)[0) . (7.59)

Fatwo sprawdzi¢, ze wykreowane stany nie maja okreslonej energii i pedu gdyz
nie sa stanami wlasnymi operatoréw energii i pedu, ze wzgledu na relacje (7.43).
Jest to zgodne z zasada nieoznaczonosci, gdyz wykreowany stan opisuje czastke
(a) lub jej antyczastke (b) w okreslonym punkcie x

N d’k ,

d(z)|0) = M bl 0) = [x,,)

V2E;(2m)?

of(x)]0) = “he ol 10) = [x,t,a). (7.60)

/ d3k
———e
\/ 2Ek (27T)3
Transformacje cechowania, podobnie jak translacje czasoprzestrzenne, za-
chowuja réwnanie pola oraz podstawowe reguty komutacji dla pél zespolonych:

A A

[0(2),6(y)] = [¢'(2),6"(y)] = 0

[6(x) .0 (y)] = iA(z—y). (7.61)

Tym samym bozonowa algebra opratoréw kreacji i anihilacji jest niezmiennicza
wzgledem transformacji cechowania. Globalne transformacje cechowania sa wiec
symetria, dla skonstruowanej teorii swobodnego pola zespolonego.

Cwiczenie 40
Udowodnié relacje (7.61), wychodzac z relacji (7.23) dla dwéch niezaleznych p6l

A

rzeczywistych b1 ¢o, 2 ktérych zbudowaliSmy pola zespolone.
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7.7 Propagator Feynmana—Stuckelberga

Propagator Feynmana Dp(z,y) okresla amplitude prawdopodobienstwa propa-
gacji czastki kwantowej a z punktu (y,t) do punktu (x,t') pod warunkiem,
ze t' > t. Natomiast gdy t > t' rozwazamy propagacje antyczastki b z punktu
o chwili wezesniejszej (x,t') do punktu (y,t) . Oznacza to, ze interpretujemy
antyczastke jako czastke propagujaca sie wstecz w czasie. Zapisujac

Dp(z,y) = (x,t'aly,t,a) O —t) + (y,t,b|x,t',b) Ot —1'), (7.62)

gdzie © jest funkcja Heaviside rowna 1 dla warto$ci argumentu wiekszych od
zera i réwna zeru dla argumentéw mniejszych od zera. Wykorzystujac relacje
(7.60) oraz wprowadzajac oznaczenia 29 =t i y" = ¢, otrzymujemy

Dr(z,y) = (0]¢(«)¢7(y)[0)0(" —4°) + (014" (y) d(x)[0) O(y° —2°)

= (0]Td(x)d'(y)]0). (7.63)

Symbol T jest oznaczeniem dla operatora iloczynu chronologicznego, porzad-
kujacego operatory wzgledem rosnacych wartosci argumentéw czasowych liczac
od prawa, tzn.

A o(x) ' (y) dla 2% >y°
To@) o' (y)=q = (7.64)
¢'(y) o() dla 3% >af.

Podstawiajac rozwiniecie (7.26) dla operatoréw pola, otrzymamy

3
K ik(e—y)

TNeTE (7.65)

(016@)3' () 0) = |
Dla drugiego wyrazenia w (7.63) otrzymujemy wynik (7.65) z zamienionymi
argumentami czasoprzestrzennymi. Tak wiec Dp(x,y) = Dp(x —y), gdzie

dsk —tk(x— ik(x—
Dp(x—y):/zEk(ng{e Fe=v) (20 — 0) + e y)G(yO—xo)} (7.66)

oraz k = (E, k).
Pokazemy, ze propagator Feynmana mozna zapisa¢ w postaci czterowymia-
rowej transformaty Fouriera

4 .
Dp(z—vy) = / 'k ) S (7.67)
(2m)4 k2 —m? +ie

Czteroped k = (k°, k) nie spetnia w tym przypadku relacji dla czastek rzeczywi-
stych, k2 =m?, w szczegblnosci k¥ przyjmuje dowolne wartosci rzeczywiste. Tym
samym w przestrzeni pedowej propagator Feynmana jest superpozycja ampli-
tud propagacji czastek wirtualnych o dowolnej wirtualnoéci k2. Po odwréceniu
relacji (7.67) otrzymamy propagator Feynmana w reprezentacji pedowej

)
k2 —m?2+ie’

Dp(k) = / @'z o Dpp(z) = (7.68)
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Dowéd wzoru (7.68) bedzie polegal na wykonaniu catkowania po k° w (7.67)
i pokazaniu, ze w wyniku otrzymujemy wyrazenie (7.66). Tak wiec

3 00 0 o —ikO(x0—y0
d°k z’k(x—y)/ dk ie v (7.69)

D —qy) = -

F(z=y) / 2m)3 © o 27 (KO — Ej+ie) (KO + Ej —ie) ’

gdzie wykorzystaliémy relacje prawdziwa dla wielkosci nieskoriczenie malej e,
(K° — By, +ie) (K° + E), —ie) = (k)2 — (E})? + 2ie By + €% = k* —m? +ic.

W plaszezyznie zespolonego kU funkcja podcatkowa w (7.69) ma dwa proste
bieguny w punktach

k® = By, —ie k0 = —Ej +ie (7.70)

Pierwszy z biegunéw lezy tuz ponizej osi rzeczywistej, natomiast drugi biegun
jest polozony tuz powyzej. Przepis z ie we wzorze (7.68) stuzy wiec okresleniu
sposobu obejscia (przesuniecia) biegunéw k? = +-F}, podczas calkowania wzdtuz
osi rzeczywistej kC. Pozostaje jeszcze do okreélenia sposéb zamkniecia kontu-
ru catkowania w nieskoriczonosci wzdtuz pélokregu k° = |k°|(cos¢ +ising).
Podstawiajac te posta¢ do eksponenty exp{—ik?(z% —1°)} stwierdzamy, ze klu-
czowy dla znikania wkladu od pélokregu w granicy |k°| — oo jest czynnik
exp{ |k9)(2° —3°)sin¢}. Wktad od pélokregu bedzie réwny zeru, gdy

(2 — %) sing < 0.

Tak wiec, dla 2% > y° zamykamy kontur w dolnej pélplaszczyznie wybierajac
biegun k° = Ej,. Dla 3% > 2° kontur jest zamkniety w gérnej péiplaszczyznie z

biegunem k° = —E),. Obliczajac w ten sposéb catke po k° metoda residuuéw
otrzymamy
SN e 1Bk (z°—y°) e Ek(x®—y°)
b U U S Y P Y0 T —© | (LA
| Sty = el =) + e ")

Podstawiajac ten wynik do (7.69) otrzymamy postaé (7.66) propagatora pod
warunkiem, ze dokonamy jeszcze zamiany zmiennych k — —k dla ° > 20,

Zakonczmy stwierdzajac, ze propagator Feynmana jest funkcja Green réw-
nania Kleina—Gordona. Dziatajac bowiem operatorem [J+m? po obu stronach
réwnania (7.67), otrzymamy

(A+m?) Dp(x) = —id*(x). (7.71)
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7.8

Pola versus czastki

Podsumujmy przedstawiona w tym rozdziale konstrukcje. Rozwazane hermi-
towskie skalarne pole kwantowe ¢(z) spelnia szereg warunkéw.

1.

2.

Pole qg spetnia réwnanie Kleina-Gordona:
(O+m?)p(x) =0.

Komutator pél w réznych punktach czasoprzestrzeni jest niezmiennicza,
funkcja (7.23), znikajaca dla przestrzennopodobnych zdarzen

[$(2),0(y)] = iA(z —y).

. Istnieje unitarna transformacja odpowiadajaca translacjom w czasoprze-

strzeni, zadana przez hermitowskie generatory P* = (H,P):
U(a) = exp{ia,P"},
pod wplywem ktorej
U(a)(z)Ul(a) = d(z+a).

Roéwnanie Kleina—Gordona oraz reguta komutacji z punktu 2 sa niezmien-
nicze wzgledem tej transformacji. Translacje sa wiec symetria dla kwan-
towego pola skalarnego.

. Dla pdl zespolonych istnieje unitarna transformacja cechowania z genera-

torem (), komutujacym z generatorami przesunie¢ PH,
U(A) = exp{irQ},
dla ktorej zachodzi
U\ $(x) UT(A) = exp{—ire} d(z).

Transformacja cechowania, zachowujac reguly komutacji (7.61) oraz réw-
nanie pola, sa symetria dla pola skalarnego.

Czastki pojawiaja sie w przestrzeni dualnej do czasoprzestrzeni, przestrze-
ni czteropedéow. Te dwie przestrzenie taczy transformata Fouriera. Wlasnosci
1. — 4. pél kwantowych maja swdj odpowiednik we wtasnosciach otrzymanych
czastek. I tak:

Ad 1.
Ad 2.
Ad 3.

Ad 4.

Energia i ped czastek speilniaja relacje relatywistyczna Eg =p2+m?
Czastki sa bozonami.

Generatory symetrii przesunieé w czasie (P° = H) i przestrzeni (P¥) sa
odpowiednio, zachowanymi w czasie operatorami catkowitej energii i cal-
kowitego pedu czastek.

Generator symetrii cechowania @) jest zachowanym w czasie operatorem
catkowitego tadunku.



Rozdzial 8
Czastki o spinie 1/2

W rozdziale tym skonstruujemy pola kwantowe opisujace swobodne czastki o
spinie 1/2 — czastki Diraca. Jak zobaczymy, musza one by¢ fermionami. Roz-
wazmy w tym celu réwnanie Diraca (4.1),

(i7" —m)(x) =0, (8.1)

gdzie dla uproszczenia notacji przyjeliémy uktad jednostek, w ktorym h=c=1.
Zrezygnujmy z jednoczastkowej interpretacji opisanej w rozdziale 4 i potrak-
tujmy bispinor v jako klasyczne pole spelniajace réwnanie Diraca (8.1). Tak
zdefiniowane pole poddamy procedurze kwantowania.

8.1 Rozwiazanie klasyczne

Jak pamietamy, kazda z czterech zespolonych skladowych bispinora v spet-
nia réwnanie Kleina-Gordona, a wiec stuszny jest rozklad (7.46) zapisany dla
zespolonego pola klasycznego

4’k : .

= [ ———{ak)e ™ 4 p*(k)e?* | 8.2
vio) /\/QEk(27r)3 {alq)e™ 14710} (82)
gdzie wspdlczynniki liczbowe a(k) i b(k) sa czteroskladnikowymi wielko$ciami

niosacymi wskaznik spinorowy tak jak pole . Podstawiajac ten rozktad do
réwnania (4.13), znajdziemy

d®k ; -
(W, —m)ak) e R — (e, +m)b* (k) e L =0.
| i L0 a9 — (P m) b 9}
Tak wiec na wspélczynniki Fouriera sa nalozone dodatkowe warunki wynikajace
z réwnania Diraca:

(k—m)a(k) =0 (f+m)b*(k)=0. (8.3)

gdzie f = ~*k, oraz k, = (Ey,—k).
Kazde z powyzszych rownan ma dwa liniowo niezalezne rozwiazania, odpo-
wiednio u(k,a) dla a(k) i v(k,a) dla b*(k) (o =1,2). Mozna je skonstruowaé
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rozwiazujac réwnania (8.3) z macierzami v w reprezentacji Diraca (4.17). Do-
staniemy wtedy

@ N
u(k,a) = _ fm <¢( : ) (8.4)

ok ¢(o¢) E.+m 0

Er+m

ok (a)
oy = [ mSLY (5.5)
R (@ T Etm \ x® )7 '

gdzie dla zaleznych od k, dwuskladnikowych spinoréw ¢(®,y(® sluszne sa re-
lacje ortogonalnosci

[¢(a)]‘r¢(ﬁ) ~ 60, [X(a)]TX(ﬁ) ~ Sap (8.6)

oraz relacje zupetnodci

3 @ g~ 1, ST @ @]~ (8.7)

a=1,2 a=1,2

Przykladem takich spinoréow sa

Cwiczenie 41
Wyprowadzié zwiazki (8.4) oraz pokazaé, ze zachodzi

(F—m)(F+m) = k*—m? = 0. (8.8)

Korzystajac z wyniku powyzszego ¢wiczenia tatwo pokazaé, ze zachodzi
(f—m)u(k,a) =0 (k+m)v(k,o) =0. (8.9)
Wprowadzajac bispinory barowane % = uf~? oraz 7 = v4?, otrzymujemy
u(k,a)(f—m)=0 v(k,a)(f+m)=0. (8.10)

Ponadto, przy odpowiednim wyborze normalizacji dla spinoréw ¢® i x©, bispi-
nory u i v spelniaja nastepujace zwiazki ortogonalnosci

u(k,a)u(k,B) = 2mdqg u(k,a)v(k,p) =0

v(k,a)v(k, ) —2mdag v(k,a)u(k,B) = 0. (8.11)
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Przy tak przyjetej normalizacji, otrzymujemy nastepujace relacje zupelosci

> ua(k,a)up(k,a) = (F+m)ap
a=1,2

Z va(k,a)tp(k,a) = (f—m)aB. (8.12)
a=1,2

gdzie A,B =1,2,3,4 to wskazniki bispinorowe. Pamietajmy, ze k = (Ej,k) w
powyzszych relacjach.

Wracajac do rozwiazan réwnan (8.3), znalezli$émy

a(k) = > axau(k,) b(k) = > bpgv(k,a), (8.13)

a=1,2 a=1,2

gdzie ax, i by, sa dowolnymi wspoélczynnikami liczbowymi, ktére nie niosa
wskaznikéw spinorowych, gdyz te pozostaja przy bispinorach u i v. Ostatecznie,
rozwiazania klasyczne réwnania Diraca maja nastepujaca postaé (¢ = wT’yO)

{aka u(k,o)e”* £ bt vk, ) eik‘r}

d*k
b(z) = / V2EL(2n)? A,

> {bkaU(k,a)e_“‘m + ay, u(k, o) ei’“’”}.

J— d3k
@) = [ V2B, 27 5,

(8.14)

gdzie jak zwykle kx = Eit —k - x.

Cwiczenie 42
Udowodnié relacje (8.9) — (8.12) pokazujac jednoczesnie, ze w takim przypadku
wspOlcezynnik proporcjonalnosci we wzorach (8.6) i (8.7) wynosi Ey +m.

8.2 Fermionowe pola kwantowe

Powtorzymy konstrukcje przedstawiona dla pdél skalarnych zastepujac wspot-
czynniki w rozwinieciach (8.14) odpowiednio operatorami (a,at) i (b,b"). Za-
chowamy w ten sposéb relacje 1) = 1/AJT +? dla pél kwantowych. Algebra wprowa-
dzonych operatoréw zostanie wyznaczona na podstawie relacji przemiennosci
dla pél spinorowych. Zadamy by stuszne byly zwiazki analogiczne do relacji

(7.61) dla zespolonego pola skalarnego. Wprowadzajac wskazniki spinorowe

A~ A
A

[da(2), dp(y)]s = [Yal@), ¥p(y)]e =0

[$a(2), bp(y)]s = i Diz(x—y). (8.15)

gdzie podobnie jak poprzednio nie przesadzamy na poczatku czy pola Diraca sa
kwantowane przy pomocy komutatoréw (—) czy antykomutatoréw (+). Tak jak
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dla pola skalarnego, algebra (8.15) jest niezmiennicza wzgledem transformacji
cechowania. Czastki kwantowe beda wiec niosty tadunek. Operator DjB(x —9)
zostanie wyznaczony z zadania niezmienniczosci wzgledem transformacji Poin-
carego oraz zasady mikroprzyczynowosci.

Jak tatwo sie przekonaé¢ po podstawieniu rozkladéw (8.14), pierwsze dwie z
relacji (8.15) moga by¢ tozsamosciowo spelnione tylko wtedy, gdy nastepujace
operatory (anty)komutuja ze soba dla kazdej pary modéw (ko) i (qf) (odtad
opuszczamy symbol ~ nad operatorami)

[a,a]+ = [al,al ] =[b,b]L =[b1,bT]L =0

[a,b]i:[a,bT]i:[aT,b]i:[aT,bT]i:O. (8.16)
Nieokreslone pozostaja tylko dwie relacje, dla ktérych przyjmiemy

[akasalg)e = fa(k)0agd(k—q)

[beasblsle = fo(k)dagd*(k—a). (8.17)

Podstawiajac te réwnosci do ostatniej relacji przemiennosci (8.15) i wykonujac
wprowadzone delty, otrzymamy

R 2 d®k

2
[Ya(@), ¥p(y)]+ = W{fa )e~k@=y) Z (k,o)up(k,o)

a=

2
£ fy(k) ey 3 vA(k,a)vB(k,a)}.

a=1

Wykorzystujac zwiazki (8.12) przekonujemy sie, ze prawa strona jest jawnie
niezmiennicza wzgledem przeksztatcen Poincarego, gdy

fa(k) = fo(k) = 1. (8.18)
Wtedy bowiem

N ~ 3 ' '
[bal2), ¥py)]+ = /QEj(;r)?’{(k—i_m) e ik(z—y) 4 (;é_m)elk(xfy)}

AB

¥k N
(zé‘)x+m)AB/2Ek(2ﬂ)3 {e F ekl
(8.19)

gdzie @, = +y"0/0x,. Zauwazmy zmiane znakéw pod calka w ostatniej linijce,
teraz antykomutatorowi odpowiada gérny znak minus.

Pozostaje wybér typu relacji przemiennosci. Tak jak dla pola skalarnego
przyjmujemy zasade mikroprzyczynowoéci, zadajac by

A
A =

[Ya(x), ¥p(y)]+ =0 dla (x—y)?<0. (8.20)
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Dla zdarzen przestrzennopodobnych, w ukladzie, w ktérym z —y = (0,x —y),
relacja (8.19) przyjmuje nastepujaca postaé

A

~ -~ 3 ] ‘
[a(), Yp(y))x = (ifa+m) ap zEf(;T)a (eftxy) £ ik,

Rozdzielajac catke na sume dwdch calek i zamieniajac k — —k w drugiej z nich
przekonujemy sie, ze prawa strona znika tylko przy wyborze znaku minus, tym
razem odpowiadajacemu antykomutatorowi, ktéry oznaczymy: [---]4+ = {---}.

Udowodnilismy wiec, ze pola Diraca musza by¢ kwantowane przy pomocy
antykomutatoréw, a podstawowe relacje przemiennosci to

A
~

{(Da@), dp(y)} = {¥a(@), ¥py)} = 0

A
~

{¥a(@),vpy)} = (iPe +m)apil(z—y), (8.21)

gdzie dystrybucja iA jest zdefiniowana we wzorze (7.27).
7 relacji (8.21) wynika, ze operatory (a,a’) i (b,b") sa dwoma niezaleznymi
ukladami fermionowych operatorow kreacji i anihilacji,

{akavaqﬁ} =0 {bkaabqﬁ} =0 (822)
{af,.alz} =0 {bl:bis} =10
{akaaly} = 0a50°(k—q) {brasbls} = 0apd®(k—q).

Prowadza one do uktadu czastek i antyczastek spelniajacych zakaz Pauliego.

8.3 Stany wieloczastkowe i operacje symetrii

Podobnie jak w przypadku bozonowym, zdefiniujmy najpierw stan prézni
(ke |0) =bka|0) =0 (8.23)

dla kazdego modu (ko). Stany wieloczastkowe tworzy sie poprzez dzialanie
operatorow kreacji, na przyklad dla stanu dwuczastkowego

kiara,keazd) = al , b . 10), (8.24)
Przy przestawianiu tych czastek, ze wzgledu na reguly antykomutacji (8.22),
nastepuje zmiana znaku stanu. Natomiast warunek (aL W= (blT(O)2 =0 powo-
duje, ze moze istnie¢ co najwyzej jedna czastka o danych liczbach kwantowych.
W ten sposéb zakaz Pauliego jest wbudowany w reguly antykomutacji (8.22) i
generowane czastki sa fermionami.
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Wzajemnie komutujace operatory liczby czastek, energii-pedu i tadunku sa
zdefiniowane tak jak dla pola skalarnego

N = Z /dgp (aLaaPa+bLabpa)

a=1,2
P* = Z /dgp pt (aLaapa—F bl,abpa)
a=1,2
Q = Z /dgp e (a;r,aapa - prabpa) (8.25)
a=1,2

Dla stanu prézni zachodzi
N|0) = P*|0) =Q|0) =0. (8.26)

Spektrum energetyczne jest ograniczone od dotu przez zerowa wartosé energii
prézni. Nie ma wiec probleméw z ujemnymi energiami w prézni Diraca. Jak
zobaczymy ponizej oba typy czastek generowanych przez operatory a i b sa
traktowane w pelni symetrycznie.

Latwo sprawdzi¢, ze dla fermionowych operatoréw kreacji i anihilacji stusz-

ne sa te same reguly przestawiania z operatorami (8.25) co dla operatoréw
bozonowych

[P al ] =k'al [P bl ] = kMOl

[P*, ae] = —k" axa [P* bia] = —kF bra (8.27)
oraz

Q. af,] = eal, (@, bl ] = (o)t

[Q, axa] = —€aka (@ bra] = —(—€) bka - (8.28)

Tak wiec a jest antyczastka b (lub na odwré6t). Operator alT( ., kreuje, natomiast

axe anihiluje czastke o czteropedzie k* i tadunku e. Podobnie b;f(a kreuje, a
bk anihiluje czastke o czteropedzie k* i tadunku —e. Dodatkowo « okresla
polaryzacje czastek.

Cwiczenie 43
Korzystajac z relacji (8.22) udowodnié¢ reguly komutacji (8.27) i (8.28).

Analogicznie jak dla pola skalarnego, powyzsze relacje przestawiania pozwa-
laja udowodni¢, ze operator P* jest generatorem czterowymiarowych translacji,

el () e WP = j(z+a)

A

P () e P = P(x+a), (8.29)
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a operator tadunku @ jest generatorem globalnej transformacji cechowania:
eiAQ T/A)(l‘) e—MQ _ e—i)\e QZ}(l‘)
MY (z) e A = e i(z). (8.30)

Roéwanie Diraca dla pola spinorowego oraz reguly przestawiania (8.21) sa nie-
zmiennicze ze wzgledu na powyzsze transformacje symetrii.

Warunek (8.26) anihilacji prézni przez generatory P* i () oznacza, ze stan
prézni jest niezmienniczy wzgledem generowanych przez nie transformacji sy-
metrii

¢ 10) = e*?10) = [0), (8.31)
o czym latwo sie przekonaé rozwijajac eksponenty w szereg, na przyklad

. PMQ
<1+iauP“+(mM2')+...> 10) =10).

Jedynym czynnikiem nie anihilujacym stanu prézni jest operator jednostkowy.
W teorii ze spontanicznie ztamana symetria stan proézni nie jest niezmien-
niczy wzgledem operacji symetrii,

e 10) # [0},
i co najmniej jeden generator transformacji symetrii 7% nie anihiluje prézni
T10) #0. (8.32)

Mechanizm ten odgrywa podstawows role w teorii oddzialywan elektrostabych,
generujac mase czastek, na przyklad bozonéw posredniczacych W i Z.

8.4 Fermionowy propagator Feynmana

Policzmy nastepujaca wartosé érednia dla swobodnych operatoréw pola (8.14)
z fermionowymi operatorami kreacji i anihilacji

A~ ety 3 .
(0]Ya(x)yp(y)|0) = /QEZ(;T):se_Zk(w_y)ZUA(k,a)uB(k,a)

«

&k "
— —ik(z—y)
/QEk(27r)3 (F+m)ape

d®k

—ik(z—y)
B2 e , (8.33)

= (idr+m)aB
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gdzie w powyzszych wyrazeniach k = (Ej, k). Podobnie dla wartosci éredniej z
przestawionymi polami otrzymujemy

N . 3 .
(01Pp(Y)alz)|0) = / wz(;r):,)el’“@—y)ZvA(k,a)vB(k,a)

«

d3k "
_ 4k ik(z—y)
/QEk(QW)g (k—m)ape
Bk,
- (s _ R Lik(z-y) 4
(ifetm)an [ pams ™. (834)

Ze wzgledu na pojawiajacy sie znak minus w ostatnim wyrazeniu zdefiniu-
jemy propagator Feynmana dla fermionéw Sp inaczej niz dla bozonéw

Sr(w,y) = (0]Td()(y)]0) (8.35)

= (0]d(2)b(y) [0)O( — %) — (0]W(y) d(x) |0) O (" —2°),

gdzie opusciliSmy wskazniki spinorowe. Tak wiec przestawienie dwoch pdl fer-
mionowych w iloczynie chronologicznym prowadzi do zmiany znaku. Podsta-
wiajac wyrazenia (8.33) i (8.34) otrzymujemy

: d3k —ik(x— ik(x—
SF(.%',y) = (Z@m—f-m)/wk(%)g{e k( y)@(xo_yo)—i—e k( y)@(yo_:CO)}

= (ifs+m)Dr(z—y), (8.36)

gdzie powyzej k = (Fy,k), a Dp jest propagatorem bozonowym (7.67). Po jego
podstawieniu, znajdziemy

Ak ik

Sp(xfy) = (Zax +m)/ (27r)4 e m
&k i(f+m
_ /<27r)4 o—ik(o—y) m , (8.37)

gdzie tym razem k = (k, k). Stad reprezentacja pedowa propagatora fermiono-
wego
- i(k+m)

Dziatajac operatorem (i), —m) po obu stronach réwnania (8.37) otrzymu-
jemy

(i —m) Sp(z—y) = —(O+m?)Dp(z—y) = id*(x—y). (8.39)



Rozdziat 9

Pola oddzialywujace

9.1 Formalizm Lagrange’a

Rozwazmy uktad mechaniczny o N stopniach swobody, opisany przy pomocy
zmiennych uogélnionych g, (t), n =1,2,..., N. Réwnania dynamiczne dla takiego
uktadu znajdziemy korzystajac z zasady stacjonarnego dziatania

S[Qn} = ttQ dtL(Qn(t%Cjn(t))? (9'1)

gdzie ¢, = dgy,/dt sa uogdlnionymi predkosciami. Wielko$é L nazywamy funkcja
Lagrange’a, w skrocie lagranzjanem. Dzialanie S jest funkcjonatem, przyporza-
dkowuje ono zbiorowi funkcji czasu liczbe, warto$¢ catki (9.1).

Trajektoria rzeczywista ukladu, g,(t), spelnia warunek stacjonarnosci dzia-
tania. Warunek ten oznacza, ze dla kazdej trajektorii poréwnawczej, ifinitezy-
malnie bliskiej trajektorii rzeczywistej: g, (t) 4+ dqn(t), zachodzi

65 = S[gn+0an] — S[an] = 0, (9-2)
przy warunku brzegowym:
dqn(t1) = dgn(t2) =0. (9.3)

Rozwijajac larganzjan dla trajektorii poréwnawczej z doktadnoscia do pierw-
szego rzedu

OL OL

dn Oqn
a nastepnie podstawiajac do (9.2) otrzymamy
t2 oL oL
0S = dts =—0qn+ =——9G¢, ¢, =0. 9.5
t1 {a@z 4 +8(jn q} ( )

W powyzszych wyrazeniach stosujemy konwencje sumacyjna Einsteina. Zapisujac
drugi wyraz przy pomocy reguly Leibnitza

oL d [/ OL d [/ OL
OL s — 4 (0L s \_d(OLN 0.6
26, 4 dt(aqn q> dt<aqn) “ (9:6)

69
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znajdziemy

OL d OL d [/ OL
) dt — —— |qn, dt— — 0 =0. .
5= <aqn dtaqn> ‘ *fn (aqn q) 0. 0D

Druga calka znika gdyz spelniony jest warunek brzegowy (9.3). Ostatecznie, ze
wzgledu na dowolnos¢é wariacji dg,, otrzymujemy réwnania Fulera-Lagrange’a
dla trajektorii rzeczywistej

d OL 0L
005 00, 08

W réwnaniach tych opusciliémy dodatkowy wskaznik nad oznaczeniem trajek-
torii.

9.2 Formalizm Hamiltona i kwantowanie kanoniczne

Wielkos$ci
oL

9,
sa nazywane pedemi uogélnionymi. Zaleza one, tak jak lagranzjan L, od polozen
i predkoéci. Po odwréceniu powyzszych relacji otrzymujemy

Pn = 4,9) (9.9)

Gn = Qn(Qap)- (9.10)

Skonstruujmy nastepnie hamiltonian zalezny tylko od potozen i pedow

H(q,p) - pndn(Qap) - L(den(QaP)) . (9'11)

Réwnania ruchu dla trajektorii (¢, (t),pn(t)) w przestrzeni fazowej to réwnania
Hamiltona

OH  dgy OH  dp,
Opp  dt pn  dt
Wyprowadza sie je rézniczkujac hamiltonian po pedach i polozeniach, a naste-

pnie wykorzystujac réwnania Eulera-Lagrange’a i relacje (9.9). Réwnania te sa
podstawa formalizmu hamiltonowskiego opisu dynamiki uktadu mechanicznego.

(9.12)

Wprowadzajac nawiasy Poissona

- = Z (8% aa> : (9.13)

Opn, apn Iqn,
zapiszemy rownania Hamiltona w nastepujacy sposéb

dqn dpn,
— ={qn,H — ={pn,H}. 14
di {q } dt {p } (9.14)

Nawiasy Poissona dla potozen i pedéw wynosza

{gi,9;} =0,  A{pi,p;} =0,  {ai.pj} =0di. (9.15)
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Schemat kwantowania uktadéw klasycznych oparty na sformutowaniu hamilto-
nowskim, w ktérym zastepujemy wielko$ci dynamicznych operatorami, a na-
wiasy Poissona komutatorami,

1
b = =1, 9.16
fod = ol (9.16)
nazywamy kwantowaniem kanonicznym. Nawiasy Poissona dla pedéw i polozen
(9.15) przechodza w kanoniczne reguly komutacji dla operatoréw polozenia g;
1 pedu p;:

Odwrécenie relacji miedzy pedami i predko$ciami (9.10), prowadzace do
formalizmu hamiltonowskiego, nie zawsze jest mozliwe. Mamy wtedy do czy-
nienia z wiezami, czyli relacjami miedzy pedami i polozeniami, w ktérych nie
wystepuja predkosci. Z taka sytuacja spotykamy sie w teoriach z symetria ce-
chowania. Sposéb konstrukeji formalizmu hamiltonowskiego w tym przypadku
zostal podany przez Diraca.

Przyktadem lagranzjanu dla uktadu czastek punktowych o masie m, oddzia-
lywujacych przy pomocy potencjalu V jest

-2
mq;

L= "~ Vig), (9.18)

a hamiltonian wynosi
2
Dn
H— ) - 1
> o+ Vian) (919)

Cwiczenie 44
Zmalez¢ rownania Fulera—Lagrange’a i Hamiltona dla takiego uktadu.

9.3 Formalizm Largange’a dla pél klasycznych

Pole klasyczne ¢(z) = ¢(t,x) moze by¢ interpretowane jako uktad mechaniczny
o nieskonczonej liczbie stopni swobody. Formalna analogia polega na potrakto-
waniu zmiennej przestrzennej x jako ciagly wskaznik numerujacy stopien swo-
body:

qn(t) — Px(t) = o(t,x). (9.20)

Dziatanie dla takiego ukladu to funkcjonal pola

St = [Carn= [t [ dx £x(0),040), Vox0)

— /Q 'z L((z), ,6(x)) (9.21)

gdzie obszar czasoprzestrzeni €2 jest ograniczony dwiema tréojwymiarowymi po-
wierzchniami czasowymi (¢ = t1) i Xa(t = t2). Calkowanie d®*x odpowiada
sumowaniu po stopniach swobody.
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Wielko$¢ L jest nazywana gestodcia lagranzjanu. Przy jej pomocy tatwo
sformulowaé warunku niezmienniczosci lorentzowskiej dla klasycznej teorii pola,
wystarczy bowiem by £ byt skalarem. Réwnania Eulera—Lagrange’a beda wte-
dy niezmiennicze wzgledem transformacji Lorentza w przypadku ukladu zam-
knietego, lub wspdlzmiennicze w przypadku wystepowania zewnetrznego pola
o charakterze geometrycznym.

Roéwnania Eulera-Lagrange’a wyprowadza sie analogicznie jak dla przypad-
ku mechnicznego. Zmiana dzialania dla dowolnej infinitezmalnej wariacji pola
rzeczywistego: ¢(z)+ dp(z), wynosi zero

5S — / Az {L($+ 06,00+ 00,0) — L(¢,0,0)}
Q

_ [ oL _
- /d { ) (amp)}_o, (9.22)

gdzie rozwineliSmy gestos$¢ lagranzjanu z dokladnoscia do wyrazen liniowych w
wariacjach pola. Spelniaja one na brzegu obszaru €2 warunki

6p(¥1) = 0¢(32) = 0, (9.23)

bedace analogiem znikania wariacji trajektorii uktadu mechanicznego (9.3). Wa-
riacja pochodnej pola we wzorze (9.22) jest réwna pochodnej wariacji, gdyz
rozniczkujac wariacje pola otrzymujemy

0u(00) = Ou(d' — @) = 9’ — O = 5(0u9).- (9.24)
Mozemy wiec drugi wyraz pod calka (9.22) zapisa¢ w nastepujacej formie

oL oL oL
50,0) 1) “9“<5<8u¢> ‘5¢> On ( 50 m)) 0. 63

Podstawiajac to wyrazenie do (9.22), otrzymamy

4 oL 4 )
05 = /d { ((m))%“!dm((mw)

Druga catka na mocy twierdzenia Stokesa jest okreslona na brzegu obszaru (2,
tworzonym przez powierzchnie czasowe ¥ o oraz powierzchnie przestrzenna w

nieskonczonosci: se
/ s 5o
o(0
1500

Calka ta jest réwna zeru ze wzgledu na warunek znikania wariacji pél (9.23)
oraz dostatecznie szybkie znikanie pdél w przestrzennej nieskoriczonosci. Wariacji
d0¢ jest dowolna, stad otrzymujemy réwnania ruchu Eulera—Lagrange’a:

oL 0L
TEAR o

(9.26)



9.3 Formalizm Largange’a dla pdl klasycznych 73

Roéwnania ruch nie zmianiaja sie jesli do lagranzjanu dodamy pelna cztero-
dywergencje
L — L+0,K". (9.28)

Dziatanie S ulega wtedy zmianie o wartos¢ catki na brzegu obszaru 2. Ta
jednak nie zmienia sie przy wariacji pola ze wzgledu na warunek (9.23), co nie
wplywa na wariacje 5. Czlony brzegowe zwiazane z pelna czterodywergen-
cja odgrywaja wazna role w teorii kwantowej, w sytuacji gdy charakteryzuja,
nietrywialne wtasnosci topologiczne konfiguracji pol.

Formalizm hamiltonowski dla pél mozna skonstruowaé¢ podobnie jak w me-
chanice klasycznej, definiujac uogdlnione pedy

5L
m(x) = 500)° (9.29)

nastepnie odwracajac te relacje ze wzgledu na predkosci: 9y = g(¢, Vo, ), by
skonstruowac¢ gestos¢ hamiltonianu,

H=nbop—L, (9.30)

z podstawionymi predkosciami jako funcjami pedéw i polozen. W teoriach z
lokalna symetria cechowania nie mozna odwrdcié relacji (9.29) dla wszystkich
predkosci, gdyz pojawiaja sie wiezy, czyli zwiazki miedzy potozeniami i pedami
bez udziatu predkosci. Musimy wtedy stososwaé sformutowanie Diraca forma-
lizmu hamiltonowskiego z wiezami.

Kwantowanie kanoniczne klasycznej teorii pola polega na narzuceniu réw-
noczasowych kanonicznych regul komutacji na operatory pola, analogicznych
do zwiazkéw (9.17),

[b(x,8), d(y,1)] = [#(xt), #(y,t)] =0

[p(x,1), 7(y,t)] = ihd*(x—y). (9.31)

Cwiczenie 45
Udowodnié, ze dla swobodnego pola skalarnego reguly (9.31) mozna otrzymaé
z relacji (7.23).

Ponizej podajemy przyktady lagranzjanéw pél swobodnych.
o Rzeczywiste pole skalarne:

L= 3(0,0)(0") — tm2¢>. (9.32)
e Zespolone pole skalarne:

L = (0,0)(0"¢) —m* $¢. (9-33)
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e Pole bispinorowe Diraca:
£ = 3 [07"(0u) — @)1 ] - miw. (9.34)

Lagranzjan Dirac zapisuje sie najczesciej w niezbyt poprawnej, ale bardziej
zwartej formie
L= (iry"d, —m)y. (9.35)
Nie jest on rzeczywisty, ale prowadzi do réwnania Diraca. Lagranzjan (9.35)
mozna rowniez zapisaé przy pomocy poél chiralnych: ¢ = ¢ + ¢ g. Otrzymujemy
wtedy
L=i(rPvr +¢YrPvr) —mWrvr +YrvL), (9.36)

gdzie § = y"0,,. Jak widzimy czlon kinetyczny nie miesza sktadowych bispinora
o réznych chiralnodciach. Czyni to natomiast czton masowy.

Cwiczenie 46
Pokazaé, ze réwnanie Kleina—Gordona oraz réwnanie Diraca sa réwnaniami
ruchu Eulera—Lagrange’a dla powyzszych lagranzjanéw.

9.4 Twierdzenie Noether a prady
Niech pole lub zesp6l pdl ¢ spelnia réwnania ruchu (9.27). Rozwazmy jednopa-

rametrowa ciagla transformacje pol, ktora nie zmienia gestosci lagranzjanu (w
ogoblnosci dziatania). Dla infinitezymalnej wartoéci parametru transformacji e

¢ — ¢+dp(e), (9.37)
wariacja lagranzjanu wynosi zero:
oL oL
oL = 0+ ———=6(0

oL oL oL
:{w‘a“(fw,m)}&“a“(«ww):o' (9.39)

Poniewaz rozwazamy transformacje pél spetniajacych rowanania Eulera—Lagra-
nge’a, wyrazenie w pierwszym nawiasie znika. W zwiazku z tym spelnione jest
prawo zachowania pradu:
oL
a,7" =0 jt=———=00¢. (9.39)
g ’ 5(0ue)

Tak wiec z kazda ciagla jednoparametrowa transformacja symetrii lagranzjanu
zwiazany jest zachowany prad. Jest to tres¢ twierdzenia Noether. Réwnanie
ciaglosci (9.39) pozwala zdefiniowaé zachowany w czasie tadunek:

Qo= [@ fex, D=

=0. 9.40
o (9.40)
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Cwiczenie 47
Korzystajac z réwnania ciaglosci udowodni¢ zachowanie tadunku (9.40).

Lagranzjan pola Diraca (9.34) jest niezmienniczy wzgledem globalnej trans-
formacji cechowania z rzeczywistym parametrem \:

Y =, O =1ge?, (9.41)

ktérym odpowiadaja infnitezymalne wariacje 81 = —i\1) oraz ¢ = iA1. Obliczajac
(9.39) znajdziemy zachowany prad odpowiadajacy tej transformacji

J* =Py, g =0. (9.42)

Jest to wektorowy prad Diraca (5.40), dyskutowany w rozdziale 5.3. Odpowia-
dajacy mu zachowany tadunek to

aQ _

—0. 4
=0 (9.43)

Q= [dxuty,

Dla bezmasowej czastki Diraca istnieje druga globalna transformacja cecho-
wania z macierza > bedaca symetria lagranzjanu (9.34):

W= ey, ¢ =, (9.44)
z wariacjami 61 = —iAy>1 oraz 61) = iAy°. Postepujac tak jak powyzej znaj-

dziemy zachowany prad aksjalny (5.41)

i =", Ouily =0, (9.45)
z tadunkiem aksjalnym

aQs _

0. 9.46
o (9.46)

Qu= / Ex iy,

Cwiczenie 48
Udowodnié, ze transformacja (9.44) jest symetria dla bezmasowego lagranzjanu
(9.34).

Cwiczenie 49
Pokazaé, ze globalna transformacja cechowania (9.41) dla zespolonych pdl ska-
larnych jest symetria lagranzjanu (9.33), a zachowany prad ma postac:

ju=1{(0u8) 0~ (0u0)3} . (9.47)



Rozdzial 10

Globalne symetrie cechowania

10.1 Symetria izospinowa

Globalne transformacje cechowania (9.41) tworza przemienna grupe U (1), beda-
ca zbiorem liczb zespolonych postaci: U(\) = exp{—i\}, z dzialaniem grupowym

U)U(s) = UM+ Aa). (10.1)

Transformacje cechowania mozna uogélni¢ na przypadek grup nieprzemien-
nych (nieabelowych). Dla ustalenia uwagi rozpatrzymy grupe SU(2) zlozona z
unitarnych macierzy o wymiarze 2 x 2 i wyznaczniku 1. Jest to grupa tzw. spinu
izotopowego — izospinu, wprowadzona przez Heisenberga do opisu oddzialtywan
jadrowych. Punktem wyj$ciowym sa dwa pola Diraca, opisujace proton i neu-
tron: 1, i ;. Tworza one jeden stan, multiplet

| _( P
d)—(%)_(n). (10.2)

Macierz Tg = %03 jest operatorem trzeciej sktadowej izospinu. Proton to stan

1

odpowiadajacy wartosci wlasnej izospinu T3 réwnej 3, natomiast neutron to

stan o izospinie —%.
Oddzialywania jadrowe nierozrézniaja protonu i neutronu, stad pomyst by
lagranzjan dla tych oddzialywan byl niezmienniczy ze wzgledu na tworzenie

kombinacji liniowych pél protonu i neutronu:

<§/,>_U<i> (10.3)

gdzie U € SU(2). W szczegdlnoéci, ponizsza macierz z grupy SU(2) zamienia
proton z neutronem

(r)=(ao)(n)-(n) s

Zanim przedstawimy lagranzjan dla oddzialywan jadrowych nukleonéw z pio-
nami, przedyskutujmy wlasnosci grupy SU(2).

76
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10.1.1 Grupa SU(2)

Dowolny element grupy SU(2) mozna zapisaé w postaci
U=e", (10.5)

gdzie w jest dwuwymiarowa macierza. Jej posta¢ znajdziemy z warunku unitar-
nosci, rozwijajac w szereg eksponenty

1=UU" = (1+iw+3(w)?+ ) (1wl + §(—iwh)?+ )
= 1+i(w—wT)—%<w2—2wa—i—(wT)2)+.... (10.6)

Stad warunek hermitowskosci: w = wf. Dla macierzy unitarnych stuszny jest
wzOr:

detU = eiTr"J, (10.7)

latwy do sprawdzenia w bazie wektoréw wlasnych macierzy U. Warunek unor-
mowania wyznacznika U do jedynki prowadzi do wniosku, ze Trw = 0. Tak wiec
w jest bezéladowa macierza hermitowska, ktéra mozna sparametryzowaé przy
pomocy trzech parametréw:

w=3 ( we oM ) = w1 T + wy T? + wg T° (10.8)
w1 + w2 —w3

gdzie macierze Ti, bedace generatorami grupy SU(2), sa proporcjonalne do ma-
cierzy Pauliego (2.75): T = %U(l. Spelniaja one nastepujace zwiazki wynikajace
ze wzoréw (4.10):

[T, T%] = deteTe, (10.9)

Te(7°7%) = 1490, (10.10)

Zbiér bezéladowych i hermitowskich macierzy w tworzy algebre Liego grupy
SU(2). Kazda taka macierz mozna rozlozy¢ rozlozy¢ w bazie generatoréw Te.
Tak wiec w tworza przestrzen wektorowa rozpieta na generatorach (wektorach
bazowych) grupy. Ostatecznie dowolna macierz z grupy SU(2) ma postac:

U(wi,wo,ws3) = exp{iw®T?}. (10.11)

Powyzsza konstrukcje mozna powtérzyé bez zmian dla grupy SU(N), znaj-

dujac n? — 1 rzeczywistych parametréw w® oraz tyle samo generatoréw 1. Bez-
sladowa, hermitowska macierz w o wymiarze n X n ma bowiem

2n?—2n)+(n—1)=n’-1

niezaleznych parametréw rzeczywistych. Przykladowo, grupa SU(3) ma osiem
parametréw.
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Grupa SU(2) dzialajaca w przestrzeni liniowej zbudowanej z dubletéw (10.2)
jest tozsama z jej dwuwymiarowsa reprezentacja fundamentalna. Inna reprezen-
tacja grupy SU(2) jest trojwymiarowa reprezentacja wektorowa dzialajaca w
przestrzeni liniowej tréjwymiarowych wektoréow 7 = (71, ma,m3). Utwérzmy bez-
sladowa macierz hermitowska

= ( o LT ) =70, (10.12)
T+ —1T3

Wyznacznik tej macierzy jest réwny (z dokladnoscia do znaku) kwadratowi
dtugosci wektora m:

—det® = (m1)% + (m2)2 + (73)? = 72, (10.13)

Transformacja UT# U przy pomocy U € SU(2) prowadzi do macierzy hermitow-
skiej i bezsladowej, gdyz

Utz =UT2U, Te(UT7U)=Te(UUTR) =Tra =0.
Mozemy wiec nowa macierz zapisa¢ w bazie macierzy Pauliego
Ul(n-o)U =70, (10.14)
gdzie ©’ = (7}, 7h,m5). Obliczajac wyznacznik obu stron znajdziemy:
72 = —det(7-0) = —det (7o) = 7'%. (10.15)
Tak wiec transformacja (10.14) indukuje obrét w przestrzeni euklidesowe;j:
' =0m, (10.16)

gdzie O € SO(3), grupy tréjwymiarowych macierzy rzeczywistych o wyznacz-
niku réwnym 1, spelniajacych relacje: OTO = 1.

Korzystajac ze wzoréw (10.14) i (10.16), tatwo mozna pokazaé, ze zlozenie
dwéch transformacji U; Uy indukuje zlozenie obrotéw O102. Grupa SO(3) jest
wiec reprezentacja grupy SU(2), zwana reprezentacja dolaczona. Zauwazmy, ze
dwoém elementom £U € SU(2) odpowiada jeden element O € SO(3). Zwiazne to
jest z topologicznymi wlasno$ciami obu grup. SO(3) nie jest grupa jednospdjna,
gdyz nie kazda krzywa zamknieta'! mozna zdeformowaé w sposéb ciaglty do
punktu. Te wlasno$é posiada jednospéjna grupa SU(2), izomorficzna z SO(3)
w otoczeniu elementu jednostkowego. Jest ona uniwersalna grupa nakrywajaca
dla grupy SO(3).

1]E(]rzyvva w grupie G to ciagle odwzorowanie t € [0,1] — g(t) € G. Dla krzywej zamknietej
9(0) = g(1).
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10.2 Oddzialywania nukleonéw z pionami

Rozwazmy dublet p6l nukleonowych (10.2) oraz pole piondéw opisane trzema
rzeczywistymi polami skalarnymi m(x) = (m1(z),m2(x),73(x)). Pole to mozemy
réwniez przedstawi¢ w formie bez§ladowej macierzy hermitowskiej (10.12):

T = ( o T ) . (10.17)
T + 172 —13

Pod wplywem globalnej transformacji cechowania U € SU(2) pole nukleonowe
transformuje sie zgodnie ze wzorem (10.3)

W' = U, ¥ =3Ut, (10.18)
natomiast pola pionéw transformuja si¢ zgodnie z regula (10.14):
Urn-oU' =70, (10.19)

z ktérej wynika prawo transformacyjne (10.16) dla p6l 7. Innymi stowy, pole
nukleonowe transformuje sie przy pomocy reprezentacji fundamentalnej grupy
SU(2), natomiast pola pionéw przy pomocy reprezentacji dotaczonej.

Skonstruujmy najpierw niezmienniczy wzgledem izospinowej transformacji
cechowania lagranzjan swobodnych nukleonéw:

Lo = (v 0, — M)p. (10.20)
Piony sa pseudoskalarami, dlatego oddzialtywuja z pseudoskalarnym pradem
nukleonéw:

Ly = _%(Zﬂv%m)m = _\i/giwvs (m-0)¢. (10.21)

W ten sposéb lagranzjan oddzialywania jest niezmienniczy wzgledem odbié
przestrzennych, bedacych symetria oddzialtywan silnych. Podobnie jak Lo, jest
on takze niezmienniczy wzgledem izospinowych transformacji cechowania.

Cwiczenie 50
Udowodnié, ze lagranzjan £ = Lo+ L1 jest niezmienniczy wzgledem transfor-
macji cechowania (10.18) i (10.19) .

Niezmienniczo$¢ cechowania dyktuje forme oddziatywan i ich relatywna, site.
Wprowadzajac pola fizycznych piondw,
+_ 1 ,
7 = — (m Limg), T = T3, (10.22)

V2

zapiszemy lagranzjan oddzialywania w jawny sposéb:

—L; = %(p,n)’yn’)(\/g;r \?7?0)(?;)

_ 9 . 5 0 - - 5 + g /. 0
= — (1 T 4+ g n)m +gin T = —=@ny'n)w .
ﬁ(mp) g(ipy’n) g(iny’p) ﬂ( 7°n)
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Stad wynikaja nastepujace relacje miedzy statymi sprzezenia dla poszczegdlnych
oddzialywan:

9pnrn— = Ynprt = \/igppﬂ'o , Gppr® = ~Innx0 (1023)

dyktowane przez symetrie izospinowa,.

10.3 Piony jako bozony Goldstona

Pozostaje jeszcze do okreslenia lagranzjan dla pionéw. W tym celu rozwazmy
oddzialywanie trzech pionéw 7 z dodatkowym skalarnym polem mezonowym o
opisywane lagranzjanem

L(r,0) = (9um)(0'7) + 5 (8,0)(0"0) — V(m,0), (10.24)

gdzie potencjal oddziatywania
1 A
V(m,o) = —§,u2(7r2 +0%) + 1 (% +0?)?. (10.25)

Stala sprzezenia A > 0. Zwrécmy uwage na "zly" znak w cztonie z p?, ktory nie
pozwala traktowaé p jako masy pdél mezonowych.

Powyzszy lagranzjan ma globalna symetrie cechowania SO(4):

(Z:>:0<Z> (10.26)

gdzie O € SO(4) jest obrotem w czterowymiarowej przestrzeni euklidesowej,
ktora tworza, pola mezonowe.
Zdefiniujmy stan prézni jako konfiguracje pdél minimalizujaca wartosé po-
tencjalu oddzialtywania
/ Lo Ao
V(T(,O’):—§/L —|—§(7T +0%) =0. (10.27)
Tak okreslony stan prozni jest zdegenerowany, gdyz potencjal jest minimalizo-
wany przez zbior konfiguracji spetniajacy rownanie

12
m+o? = <= v?, (10.28)
dla ktoérych
i
v, o <0 (10.29)

Jest to warto$¢ mniejsza niz warto$¢ potencjalu dla zerowej konfiguracji pél,
Vo = 0. Tak wiec, prawdziwy stan prozni jest okreslony przez niezerowe kon-
figuracje pél mezonowych (10.28). Zauwazmy, ze zbiér stanéw prézni jest nie-
zmienniczy wzgledem transformacji symetrii lagranzjanu SO(4).
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Dokonajmy spontanicznego zlamania symetrii prozni wybierajac nastepuja-
ca konfiguracje prézniowa

w9 = 0, g =v>0. (1030)

Nie narusza to ogélnosci rozwazan, gdyz mégtby to by¢ dowolny kierunek, ktéry
sprowadziliby$my do postaci (10.30) przy pomocy transformacji cechowania.
Wazne jest tylko to, ze stan prézni zostal wyrézniony. Wybér ten tamie symetrie
prézni SO(4), wciaz jednak pozostawiajac symetrie wzgledem obrotéw wokdt
osi wyznaczonej przez kierunek prézni ¢g = (0,v),

0 Ao0\[o
<v>:<0 1)<v>v A€ S50(3). (10.31)

Tak wiec symetria prézni zostala ztamana do podgrupy SO(3) C SO(4).

Rozwazmy nowe pola (7/,0”), bedace fluktuacjami wokél wybranego stanu
prozni,
T=0+7, oc=v+0o, (10.32)
a nastepnie przepiszmy lagranzjan (10.24) przy pomocy nowych pél. Czesé
kinetyczna nie ulega zmianie, natomiast potencjal oddziatywania przyjmuje
nastepujaca postac

1 A 2
V= —§u2{7r’2+(v+a’)2} + Z{7r’2+(v+o’)2} . (10.33)
Otrzymany lagranzjan jest niezmienniczy wzgledem transformacji izospinowej
SO(3) pol pionéw 7'. ZnajdZzmy wyrazenia liniowe i kwadratowe w nowych
polach

vV = (—MQU-F)\U?’)U’-F(—%M2+%U2>7T/2+<—%/¢2+%U2)UI2+"'-

Po podstawieniu wartosci prézniowej v = /p?/\ czlony liniowy oraz kwadra-
towy dla pionéw znikaja, natomiast czton kwadratowy dla mezonu sigma ma
teraz "dobry" znak: V = p20’? 4 ---. Ostatecznie

£ = L@,)(0") + §(0u0) (0"0") — F2uP)a = (10.34)

gdzie czlony zaznaczone kropkami opisuja oddzialywania pomiedzy polami me-
zonowymi. Tak wiec w wyniku spontanicznego ztamania symetrii mezon sigma
otrzymuje mase, natomiast piony pozostaja bezmasowe:

me =2, My =0. (10.35)

Trzy bezmasowe pola pionéw nazywamy bozonami Goldstona. Ich istnienie wy-
nika z twierdzenia Goldstona, ktére przedstawimy w nastepnym rozdziale.

Cwiczenie 51
Znalez¢ brakujace cztony w lagranzjanie (10.34). Pokazaé, ze o rozpada sie na
dwa piony.
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10.4 Twierdzenie Goldstona

Bezmasowe bozony Goldstona pojawiaja sie w wyniku spontanicznego ztamania
globalnej symetrii cechowania. Ich liczba jest réwna liczbie ztamanych syme-
trii. Jest to tresé twierdzenia Goldstona. Przyktadowo, w poprzednim rozdziale
symetria SO(4) z 6 parametrami zostala spontanicznie zlamana do symetrii
SO(3) z 3 parametrami. Tak wiec liczba zlamanych symetrii wynosi 6 —3 = 3,
stad trzy bezmasowe piony — bozony Goldstona.

W ogélnoéci, rozwazmy n poél skalarnych ¢’ z lagranzjanem
L = 5(0u0")(0"¢") = V(9). (10.36)

Niech ¢g = (¢}) bedzie statym polem minimalizujacym potencjal V'

oV
| =0. 10.37
35, (10.37)

Rozwijajac potencjal wokét minimum otrzymamy

_ Lo i i j 0%V
V(¢)=V(¢o) + 5(¢" = ¢0)(¢" —¢p) 95705 ¢O+ (10.38)
Symetryczna macierz drugich pochodnych,
o*V
. . :M?. 10.
a¢za¢] 4o 130 ( 0 39)

po zdiagonalizowaniu okresli masy poél. Poniewaz ¢g to minimum potencjatu
wiec wszystkie wartosci wlasne (10.39) sa dodatnie.

Rozwazmy dowolna jednoparametrowa podgrupe transformacji symetrii la-
rgranzjanu (10.36) ze generatorem 7. Dla infinitezymalnej wartosci parametru
€ otrzymujemy:

¢ = ¢ +00" = ¢+ (eT); ¢ . (10.40)
Niezmienniczo$¢ lagranzjanu oznacza miedzy innymi, ze
; 0V
Vip+op) = V(o) = 0 95 =0. (10.41)
Roézniczkujac ostatnie wyrazenie po ¢/, a nastepnie ktadac ¢ = ¢y, mamy
d6¢'| OV , 0%V
. . ) —— |  =0. 10.42
957 | o5, + W(%)awa@ ( )
%o 0 o)

Ze wgledu na warunek (10.37) pierwszy skladnik w sumie znika. Ostatecznie,
otrzymujemy réwnanie na zerowe wartosci wlasne macierzy (10.39)
0*V
Lol

3¢ (o) = 0. (10.43)
$o
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Uwzgledniajac postaé wariacji 6¢’ ze wzoru (10.40), a nastepnie opuszczajac
parametr € ze wzgledu na jego dowolnosé, otrzymujemy

M7 (T%o) = 0. (10.44)

Réwnanie to ma nietrywialne rozwiazania dla tych generatoréw, ktore tamia
symetrie prézni

Ty # 0. (10.45)

Tak wiec liczba zerowych wartoéci wlasnych macierzy mas (bezmasowych bozo-
néw Goldstona) jest réwna liczbie generatoréw transformacji symetrii lagranz-
janu tamiacych symetrie prozni. Udowodniliémy w ten sposéb twierdzenie Gold-
stona dla pola klasycznego.

Cwiczenie 52

Znalez¢é macierz mas (10.39) dla potencjatu (10.25), a nastepnie ja zdiagona-
lizowaé¢ pokazujac, ze istnieja trzy kierunki o zerowych wartosciach wtasnych,
ortogonalne do kierunku pola prézni ¢g. Pokazaé, ze kierunkowi ¢g odpowiada
niezerowa warto$é¢ wlasna p?.

10.5 Spontaniczne lamanie symetrii chiralnej

Mechanizm spontanicznego tamania symetrii mozna uzy¢ do konstrukeji efek-
tywnej teorii oddziatywan pionéw z nukleonami, rozszerzajac symetrie cecho-
wania SO(4) z poprzedniego rozdziatu do symetrii chiralnej.

Rozwazmy lagranzjan dla swobodnych, bezmasowych pdél nukleonowych
(10.2)

Lo= iY@y =i(PrPvr +YrPYr). (10.46)
Lagranzjan ten jest niezmienniczy wzgledem nastepujacej transformacji
YL — ALvr Yr— ArRYR, (10.47)

gdzie Ar i AR sa niezaleznymi macierzami z grupy SU(2). Jest to symetria
chiralna
SU(2)L®@SU((2)g >~ SO(4). (10.48)

Pozostaje problem nadania masy nukleonom. Dodajac czton masowy pro-
porcjonalny do ¥ =¥ g+ Y1 tamiemy symetrie chiralna. Mozemy jednak
ja utrzymaé rozwazajac sprzezenia z polami mezonowymi (7,0)

Lr = —QE(U‘F%%W'U)w

= —g¥y (U-i- %75# . O‘) Yr — h.c. (10.49)

Lagranzjan ten jest niezmienniczy wzgledem transformacji (10.47) dla nukle-
onéw oraz nastepujacej transformacji dla pél mezonowych

Uso+ pmo = U' = ALUAL. (10.50)
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Jest to transformacja ortogonalna SO(4), gdyz zachowana jest odleglosé
oAt =UU". (10.51)
Mamy bowiem
0?47 = U'UN = (ALU AL (ARUT ALY = Ap(UUN AT = 02 472

Uwzgledniajac wklad od p6l mezonowych (10.24) otrzymujemy ostateczna forme
lagranzjanu

L= Py —gp(o+ Ty
+ $(9um)(07) + 5 (8,0)(0"0) — V(m,0) (10.52)
Spontaniczne zlamanie symetrii prézni (10.30) do symetrii izospinowej,

mo = 0, o9 =v>0,

prowadzi do transformacji diagonalnych: Ar = Ay = A, ktére wciaz pozostaja
symetria, teorii. Tak wiec, symetria chiralna zostala zlamana do symetrii izo-
spinowej

SU2), @ SU(2)r — SU(2)s. (10.53)
Mechnizm ten nadaje mase nukleonom, gdyz po wprowadzeniu nowych pol,
™=, oc=v+0o,
czlon —go ) w lagranzjanie (10.52) uzyskuje mase réwna
M = gv. (10.54)

Natomiast piony jako bozony Goldstona pozostaja bezmasowe.

Mezon ¢ mozna usunaé ze spektrum czyniac go nieskonczenie ciezkim, tzn.
wykonujac granice

Uy A — 00, v =p/VA = const. (10.55)

W wyniku pola mezonowe sa zwiazane nieliniowym warunkiem

2

o +7r2 = v° = const.

Podstawiajac o = vv2 — 72 do lagranzjanu swobodnego pionéw, dostajemy

Lo = 5[(0m)*+(90)’]

(7;877)221 = %(5@2 + L(7r-é>7r)2 + . (10.56)

[(87?)2 + 502

DN |

vt =T

Otrzymujemy w ten sposob nieliniowy model sigma dla mezondéw 7.



Rozdziat 11

Lokalna symetria cechowania

Do tej pory parametry transformacji cechowania nie zalezaly od punktu cza-
soprzestrzeni x. Rozwazmy transformacje lokalna, z parametrami zaleznymi od
z. Dla grupy abelowej U(1) beda to transformacje

U(z) = exp{—ig ()}, (11.1)
natomiast dla grupy nieabelowej, na przyklad SU(2),
Ulz) = exp{—igw?(z)T°}. (11.2)

W obu wzorach wprowadziliSmy stala sprzezenia g, niekoniecznie ta sama. W
ogoblnosci, kazda lokalna grupa cechowania wnosi wlasng stala sprzezenia.

W zwiazku z zalezno$cia parametréw od punktu czasoprzestrzeni pojawia sie
trudno$¢ w skonstruowaniu lagranzjanu niezmienniczego wzgledem lokalnych
transformacji cechowania. Zrédlem problemu jest prawo transformacyjne po-
chodnej pola. Jesli pole ¢ (skalarne lub spinorowe) transformuje sie jednorodnie

¢'(z) = U(x) p(z), (11.3)

to po zrézniczkowaniu obu stron otrzymujemy:
Ot = U0u6 + (0uU) 6 = U (9 + U0, ) 6. (11.4)

Pochodna pdl nie transformuje sie jednorodnie tak jak pola, w zwiazku z tym
lagranzjany swobodne nie sa niezmiennicze wzgledem transformacji cechowa-
nia. Na przyklad, czlon kinetyczny (8,¢)(0"¢) dla pola skalarnego nie jest
niezmienniczy wzgledem transformacji (11.3).

Wyjsciem z problemu jest konstrukcja pochodnej kowariantnej, prowadzacej
do transformacji jednorodnej dla pochodnej pola. Wprowadzmy kompensujace
pole flu(af), ktére rowniez podlega transformacji cechowania, takiej by skom-
pensowaé dodatkowy czton U_laﬂU po prawej stronie (11.4). Pochodna kowar-
iantna to

D, = 0, +igA,(x). (11.5)

85
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Chcemy by pod wplywem transformacji cechowania pochodna kowariantna pél
transformowala sie tak samo jak pola:

D, ¢ (x) = U(z) Dug(x), (11.6)

gdzie D}’L zawiera przecechowane pole A’. Warunek ten pozwoli nam znalezé
prawo transformacyjne dla pél kompensujacych. Podstawiajac prawo (11.3) po
lewej stronie (11.6), otrzymujemy

(Ou +igA ) U = U(9u9) + (0.U)¢ + igA,U¢
= U(0u+U™'0,U +igU AU ¢

= U (0, +igA) ¢. (11.7)
Poréwnujac druga i trzecia linijke znajdujemy
U19,U +igUTA'U = igA,

skad wynika ostateczne prawo transformacyjne pol kompensujacych, zwanych
od tej pory polami cechowania

R R 1
A, =UA U - 5(8HU) Ut (11.8)

Uzupelnia ono prawo transformacyjne pél (11.3). Poréwnujac natomiast pierw-
sze i ostatnie wyrazenie w (11.7) znajdziemy,

D), =U(z)D,U (). (11.9)

Tak wiec pochodna kowariantna transformuje sie jednorodnie pod wplywem
transformacji cechowania

Pochodna kowariantna pozwala budowaé lagranzjany niezmiennicze wzgle-
dem lokalnej transformacji cechowania. Wystarczy bowiem w lagranzjanach
swobodnych zastapi¢ pochodng zwykta przez pochodna kowarianta:

Oy — 0, +igA,. (11.10)

Przepis ten nazywa sie zasada minimalnego sprzezenia. Otrzymujemy w ten
sposéb w lagranzjanie cztony co najmniej tréjliniowe w polach, opisujace od-
dziatywanie pdl ¢ z pdél cechowania. Pola te maja swoja dynamike niezalezna od
pél ¢, a opisywana lagranzjanem zbudowanym z pol flu. Oczywiscie lagranzjan
ten powinien by¢ niezmienniczy wzgledem transformacji cechowania (11.8). W
nastepnych rozdziatach skonstruujemy takie lagranzjany.

11.1 Pole elektromagnetyczne

Pole elektromagnetyczne to pole cechowania grupy abelowej U(1). Rozwazmy
dla ustalenia uwagi elektron i odpowiadajace mu pole bispinorowe Diraca .
Symetria teorii elektronu wzgledem lokalnych transformacji cechowania (11.1):

V' (@) = e AN (a), (11.11)
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gdzie e > 0 jest tadunkiem elementarnym, wymusza wprowadzenie pola kom-
pensujacego
Au() = Au(a), (11.12)

ktére utozsamiamy z potencjatem elektromagnetycznym A, = (¢, —A). Pochod-
na kowariantna (11.5) przyjmuje wiec postaé

Dy = 0, + ieA,, (11.13)

a prawo transformacyjne (11.8) ma znana z elektrodynamiki klasycznej postaé
transformacji cechowania

Al = Ay + 9. (11.14)

Z punktu widzenia transformacji Lorentza A, jest obiektem geometrycznym:
czterowektorem.

Cwiczenie 53
Wyprowadzié (11.14) dla abelowej transformacji cechowania.

Niezmienniczy wzgledem cechowania lagranzjan Diraca powstaje po zasto-
sowaniu zasady minimalnego sprzezenia do lagranzjanu swobodnego (9.35):

L = {in" (9, +ieA,) —m}ip. (11.15)

Lagranzjan ten mozna zapisa¢ w formie sumy dwuliniowego lagranzjanu swo-
bodnego i tréjliniowego lagranzjanu oddzialywania

L= Lot Lr = T(ir"D —m) b + () (57"0) A, (11.16)

Tak wiec symetria wzgledem lokalnej transfromacji cechowania prowadzi do
znanego z klasycznej elektrodynamiki oddziatywania w postaci

Ly =—ejlmng, (11.17)

z wektorowym pradem Diraca (5.31).

Nie jest to sytuacja ogdlna, jak pokazuje przykltad zespolonego pola skalar-
nego. Zasada minimalnego sprzezenia prowadzi do lagranzjanu

L = [(8,+ieA) ] (0" +ieA®)d] — m2 dlo. (11.18)
Jak tatwo pokazaé lagranzjan oddzialywania ma nastepujaca postac
Ly =ie{(0,0")¢ — ¢'(0d)} Ay + €2 ¢T A, A1, (11.19)

Ze wzgledu na czton kwadratowy w potencjalach, nie jest on postaci j#A, z
pradem skalarnym (9.47).

Cwiczenie 54
Wyprowadzié lagranzjan (11.19).
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Lagranzjany (11.15) i (11.18) opisuja oddzialywanie p6l spinorowych i ska-
larnych z zewnetrznym (zadanym) polem elektromagnetycznym. Aby opisaé
dynamike pola elektromagnetycznego nalezy dodaé¢ lagranzjan samego pola.
Musi on by¢ niezmienniczy ze wzgledu na transformacje cechowania (11.14), a
takze, co stanowi nasza podstawowa zasade, niezmienniczy wzgledem transfor-
macji Lorentza.

Pierwszym krokiem w tym kierunku jest zdefiniowanie antysymetrycznego
tensora natezen pola elektromagnetycznego

Fup = 044, — 0,A,. (11.20)

Jak latwo sprawdzi¢ jest on niezmienniczy wzgledem transformacji cechowa-
nia (11.14). Natezenia pdl elektrycznego F i magnetycznego B sa szeScioma
niezaleznymi skladowymi tensora Fj,,:

E' = Fy = 00A; — 0;Ag = —0, A" — 0;¢ (11.21)

Bi = _%Eijkﬂk = —ijajAk = €k (%Ak (1122)
Tak wiec
o E' E* EB
-E' 0 -B* B?
F,, = g Bl o B | (11.23)
-E3 -B?> B! 0
Niezmienniczy wzgledem cechowania lagranzjan swobodnego pola elektro-

magnetycznego jest zbudowany z niezmiennika lorentzowskiego F),, F'*":

1
L=~ FuF". (11.24)

Drugi mozliwy niezmiennik, e“"aﬁFWFag, jest wykluczony ze wzgledu na ta-
manie symetrii wzgledem odbié¢ przestrzennych i czasowych, poréwnaj dyskusje
prawa transformacji symbolu epsylon w rozdziale 2.2.

Odrzucajac w lagranzjanie (11.24) niewplywajace na réwnania ruchu pelne
czterodywergencje, otrzymamy

L= 31A4,(g"0O-0"0")A,, (11.25)

gdzie J = 9,0“. Dokonujac wariacji d 4, znajdujemy réwnania Eulera-Lagran-
ge’a swobodnego pola elektromagnetycznego

(¢"'01 — 9"9”) A, = 0, (11.26)

ktore zapisa¢ mozna réwniez w formie jawnie niezmienniczej wzgledem trans-
fomacji cechowania

9, F" =0. (11.27)

Cwiczenie 55
Pokazaé¢ (11.25) oraz udowodni¢ réwnowaznos$¢ réwnan pola (11.26) i (11.27).
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Nakladajac warunek cechowania Lorentza 0¥ A, = 0, otrzymujemy z (11.26)
bezmasowe réownanie Kleina—Gordona

A, =0. (11.28)

Stad po skwantowaniu pole elektromagnetyczne opisuje bezmasowe fotony. Ce-
chowanie Lorentza eliminuje jedna z czterech sktadowych pol A, wciaz jednak
pozostaje swoboda cechowania

A:L:Au+8“f, af =0, (11.29)
konsystentna zaréwno z réwnaniami ruchu (11.28) jak i warunkiem Lorentza.
Mozemy ja uzy¢ do wyeliminowania jeszcze jednej skladowej pola elektroma-
gnetycznego, pozostawiajac dwie niezalezne sktadowe. Odpowiadaja one dwoém
poprzecznym polaryzacjom tego pola. Przyklad ten ilustruje nadmiarowosé¢ w
opisie rzeczywistosci fizycznej, ktéra wnosi symetria cechowania.

11.2 Pole wektorowe z masa

Forma langranzjanu (11.25) sugeruje, iz by nadaé¢ fotonom mase nalezy do la-
granzjanu (11.24) dodaé czton masowy

1
L= FuF" + Tm2A, AF. (11.30)

Lamie on symetrie cechowania (11.14). Otrzymujemy stad nastepujace réwnania
ruchu

(¢ (@+m?) —0"0") A, = 0. (11.31)
Dziatajac pochodna 9, po obu stronach, znajdujemy
m? 0, A" = 0. (11.32)

Poniewaz m? # 0, z réwnan ruchu wynika warunek znikania czterodywergencji
0, A* = 0. Mozemy wiec zapisa¢ réwnania ruchu (11.31) w réwnowaznej formie

(O+m?)ar =0, 9, AF = 0. (11.33)

Wektorowe pole z masa nazywa sie polem Proca. Ma ono trzy niezalezne
sktadowe, ze wzgledu na warunek znikania czterodywergencji pola. Dodatkowa
sktadowa jest zwiazana z polaryzacja podtuzna pola z masa. W tym przypadku
nie mamy juz swobody (11.29), ktéra eliminowala sktadowa podtuzna pola bez-
masowego. Warunek ten nie jest bowiem konsystentny z pierwszym z réwnan
ruchu (11.33).
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11.3 Pole Yanga—Millsa

Rozwazmy nieabelowa lokalna transformacje cechowania (11.2), dla ustalenia
uwagi generowana przez grupe SU(2). Dziata ona na dublety pdl (fermionowych
lub skalarnych),

()
x) = , 11.34
jako reprezentacja fundamentalna
W (z) = e 9 @ T (g). (11.35)
Uogdlnienie na grupe SU(N) wymaga rozszerzenia dubletéw do multipletéw o

N sktadowych oraz zwiekszenia liczby generatoréw i parametréw transformacji
do N2 —1.

Pole cechowania flu jest macierza hermitowska i bezéladowa o wymiarze
2 x 2. Nalezy wiec do algebry Liego grupy cechowania i moze by¢ roztozone w
bazie jej generatoréw

~ 3 1 _ 42
a A A i > . (11.36)

Ay(x) = A% (x)T* = ( :
" Z ALiA2 A3

Dla grupy SU(2) mamy wiec trzy niezalezne skladowe pola cechowania Af. Dla
grupy SU(N) to N2 —1 sktadowych. Pola te nazywaja sie polami cechowania
Yanga—Millsa lub polami kolorowymi.

Pochodna kowariantna to
Dy = 0, +igALT®, (11.37)
a transformacja cechowania jest zadana wzorem (11.8). Stosujac zasade mini-
malnego sprzezenia (11.10), skonstruujemy niezmienniczy wzgledem cechowania
lagranzjan opisujacy oddziatywanie pol ¢ z polami Yanga—Millsa. Na przyktad,
dla pél fermionowych otrzymujemy
L =iy (Ou+igALT") b — minp. (11.38)
Lagranzjan ten mozemy zapisa¢ w znanej juz formie
L= Lo+Lr = {ip7 0,0 — mp} — g (Py* T ) Ay, (11.39)
Tak wiec pole Yanga—Millsa oddzialywuje z kolorowymi pradami Diraca

J =T, (11.40)

podobnie jak w przypadku abelowym (11.16).
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11.4 Nieabelowy tensor natezen

Pozostaje do skonstruowania lagranzjan samego pola Yanga-Millsa. Musimy w
tym celu uogélnié definicje tensora natezenia pola cechowania (11.20). Policzmy
w zwiazku z tym komutator dwéch pochodnych kowariantnych w dzialaniu na
dowolne pole ¢:

(D, D¢ = (Ou+igAu) 8y +ighy) ¢ — (n > v)
= {040, +ig (0, A, + A0, + A0, +igAL ALy ¢ — {p > v}

Podkreslone, symetryczne czlony ulegly skasowaniu podczas antysymetryzacji.
Dla przypadku abelowego, gdy komutator dwoch potencjatéw znika, otrzymu-
jemy tensor natezenia F),,. Dlatego mozemy zdefiniowaé jego nieabelowe uogél-
nienie w postaci

. 1 . A

F, = o [D,,D,] = 0,A, —0,A, +ig[A,,A)]. (11.42)
Tensor ten mozna roztozy¢ na sktadowe kolorowe w bazie generatoréw grupy
cechowania. Podstawiajac rozklad (11.36) dla potencjaléw otrzymujemy

Py = F§, T = (9,A% — 9, A% — ge™™ AL AC) T (11.43)
Stad relacja miedzy sktadowymi natezen i potencjalow pol kolorowych
Ff, = 0,A% — 0,A% — g™ AD A (11.44)

Zwrdéémy uwage na nieliniowe czlony jakie pojawiaja sie po prawej stronie po-
wyzszej relacji. Jak zobaczymy, sa one odpowiedzialne za samoodziatywanie pol
Yanga—Millsa.

Cwiczenie 56
Wyprowadzi¢ wzér (11.43).

Jak transformuja sie nieabelowe natezenia pod wplywem transformacji ce-
chowania potencjaléw (11.8)7 Korzystajac z reguly transformacyjnej dla po-
chodnej kowariantnej (11.9), znajdziemy

igF,, = [D),,D}) = (UD,U ") UD,U )= (UD,U ) ({UD,U ")

= U(D,D,—D,D,)U" = Ul(igh,,)U".

Stad jednorodna reguta transformacyjna dla natezen nieabelowych pdl cechow-
nia:

E,=UFE,U". (11.45)
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W przypadku abelowym mozemy przestawi¢ wielkoSci po prawej stronie otrzy-
mujac niezmienniczo$¢ cechowania dla pola elektromagnetycznego:

Fl,=Fu. (11.46)

Latwo juz skonstruowaé niezmienniczy wzgledem cechowania lagranzjan po-
la Yanga—Millsa
L=—3Tr(FFrm) =—1F F, (11.47)

gdzie w ostatniej réwnosci wykorzystalismy wlasnosé (10.10) generatoréw grupy
cechowania.

Cwiczenie 57
Udowodnié¢ niezmienniczosé lagranzjanu (11.47) wzgledem transformacji cecho-
wania.

Podstawiajac zwiazek (11.44) do lagranzjanu (11.47) mozemy go zapisaé¢ w
formie £ = Lo+ L1, gdzie czes¢ swobodna to

1
Lo=—; (0 AL — 0, A% ) (9 A™ — ¥ A°r), (11.48)
natomiast czes¢ opisujaca samoodzialywanie pél cechowania ma postaé

2
g aoc a a cv g aoc _aae C ev
Lr=Ge b (8, AL — 9, AL) AP A T beeade A AC A A (11.49)

Zauwazmy, ze lagranzjan oddziatywania zawiera czlony tréjliniowe w polach A4,
proporcjonalne do statej sprzezenia g, a takze cztony czteroliniowe proporcjonal-
ne do g%. Po skwantowaniu pola kolorowego, otrzymamy w ten sposéb punktowe
oddziatywanie trzech lub czterech kwantéw pola (bozonéw posredniczacych).

Cwiczenie 58
Wyprowadzié lagranzjany (11.48) i (11.49).

Lagranzjan (11.47) prowadzi do nieliniowych réwnar Eulera-Largrange’a
dla swobodnego pola Yanga—Millsa,

OuF™ — ge™ AL P = 0. (11.50)
Réwnania te mézna zapisa¢ w bardziej zwartej formie w nastepujacy sposéb
O +ig[A, , F*"] = 0. (11.51)

Podstawiajac zwiazek (11.44) do réwnania (11.50) i wybierajac cechowanie Lo-
rentza d, A = 0, otrzymamy

DAL = geea (Fg, + 0,A) . (11.52)
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Tak wiec pola Yanga—Millsa wynikajace z lagranzjanu (11.47) sa polami bez-
masowymi, m = 0.

Cwiczenie 59
Wyprowadzié¢ réwnania ruchu (11.50), a nastepnie udowodnié, ze mozna je za-
pisa¢ w formie (11.51).

11.5 Podsumowanie

Podsumowujacac, pelny lagranzjan oddziatywania, niezmienniczy wzgledem trans-
formacji cechowania, to:
1 — ) . _

L= =i o + gy (@ n ng;;T“) b — mp. (11.53)
Zauwazmy, ze ze wzgledu na niezmienniczo$¢ cechownia, pola Yanga—Millsa
oddzialywuja z ta sama stala sprzezenia g zaréwno z polami Diraca jak i miedzy
soba,

Jako podsumowanie umieszczamy tez tabelke charakteryzujaca lokalne trans-
formacje cechowania
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Rozdzial 11 Lokalna symetria cechowania

Transformacja ‘ abelowa U(1) nieabelowa SU(N)
U(x)= exp{—ie\(x)} exp{—igw®(z) T}
pola cechowania A, flu = AZ T
pochodna kowariantna D, =0,+1ieA, D,=0,+1igA,
cechowanie pél A, = AL+ 0 AL =UA, U~ (1/ig)(d,U) U~
natezenia pol Fu=0,A,-0,A, | F,=08,A,-0,A,+ig[A,A,)

cechowanie natezen

Fl,=Fu

lagranzjan

L=—(1/4)F,, Fr

L= —(1/2)Tr(F,, F*)

réwnania pola

9, FM =0

b 4 ig Ay, ] =0

Tablica 11.1: Podstawowe relacje dla lokalnych transformacji cechowania.




Rozdzial 12

Oddzialywania elektrostabe

12.1 Pola chiralne a masy fermionéw

Oddzialywania stabe lamia parzysto$é¢ P (rozdzial 5.6) dlatego podstawowymi
polami materii fermionowej sa pola chiralne, na przyktad dla elektronu ¢, =e

1— 1
2756’ ep = Pre — +75

ep, = Pre = e. (12.1)

W oddziatywaniach stabych pola lewe oddzialywuja inaczej niz pola prawe.
Odtad utozsamili$émy chiralnos¢ ze skretnoscia, (+) = R oraz (—) = L, pomimo
tego ze sa one stuszne tylko dla pdl bezmasowych.

Zapiszmy lagranzjan swobodnego pola Diraca (9.35) przy pomocy pdl chi-
ralnych korzystajac ze zwiazku e = ey, + eg,

Lp :i(ﬁ—kﬁ)’y“au(eL—l—eR) — m(ﬁ—i—@)(q%—e}g). (12.2)
Czlony mieszane w czesdci kinetycznej znikaja, gdyz na przyktad
ey ouer = el (PL’yO'y“ Pr)0,e = el (’yO’y“PL Pr)0,e =0.

W powyzszym rachunku wykorzystaliémy wtasnodé antykomutacji macierzy v*
z macierza 5 co prowadzi do warunku

Y Pr, = Pry*, Y Pg = Ppy" (12.3)

oraz ortogonalno$¢ operatoréw rzutowych: P, Pr = 0. Podobnie mozna udowod-
ni¢, ze w czesci masowej lagranzjanu znikaja wyrazenia diagonalne, na przyktad

€Rer = eT(PRVOPR)e = eT('yOPLPR)e =0.
Ostatecznie wiec otrzymujemy po wprowadzeniu oznaczenia @ =0,
Lp =ierPer + iegPer — m(eger +erer) . (12.4)

Jak widzimy czton masowy sprzega pola o réznych chiralnosciach. Sprzezenie
to utrudnia analize oddzialywan stabych, dlatego w pierwszym przyblizeniu

95



96 Rozdzial 12 Oddzialywania elektrostabe

zalozymy, iz rozwazane pola sa bezmasowe. Tak wiec pola prawe i lewe nie
komunikuja sie ze soba. Po skonstruowaniu lagranzjanu oddziatywan elektro-
stabych powrécimy do problemu generacji masy materii fermionowej poprzez
sprzezenie ze skalarnym polem Higgsa, tak by zachowane byly symetrie cecho-
wania lagranzjanu bezmasowego.

12.2 Pola materii i transformacje cechowania

W teorii Weinberga—Salama—Glashowa lewoskretne pola fermionowe leptonéw i
kwarkow tworza dublety, a prawoskretne pola tworza singlety wzgledem lokalnej
grupy cechowania SU(2)y. Tak wiec dla pierwszej generacji leptonéw mamy:

L, = ( Vel ) , er, (12.5)

gdzie vy, ey, er to chiralne pola Diraca neutrina i elektronu, zalezne od punktu
czasoprzestrzeni x. Podobnie dla pierwszej generacji kwarkdw

u
Lq = ( dz > ’ UR, dR- (126)

W zgodzie z obserwacjami, w standardowym sformulowaniu nie wystepuje pra-
woskretne neutrino.

Lokalna nieabelowa transformacja cechowania SU(2), dziala na lewoskretne
dublety leptonowe i kwarkowe w identyczny sposéb:

a

L () = e 9" @ [ (), (12.7)
Macierze T to generatory grupy SU(2) zadane przez macierze Pauliego

o (12.8)
Prawoskretne pola sa singletami wzgledem transformacji SU(2), tzn. zachodzi:

T%pr=0. (12.9)

Dodatkowo dla prawych i lewych pél fermionowych okreslona jest abelowa
transformacja cechowania U(1)y, generowana przez hipertadunek Y;

Uhri(x) = e IO 2 (). (12.10)
Spetnia on relacje Gell-Manna - Okubo
TP + 3V = Qi (12.11)

gdzie @); jest wielokrotnoscia elementarnego tadunku elektrycznego e > 0 dla
danego pola, a T3 jest trzecia skladowa slabego izospinu:

T34 = T2 ir . (12.12)
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Poc [ 17 | V2 | G|
Vel, +1/2 —1/2 0
er —1/2 —1/2 -1
€R 0 -1 -1
ur, +1/2 1/6 2/3
dr, —1/2 1/6 -1/3
ug 0 2/3 2/3
dr 0 ~1/3 1/3

Tablica 12.1: Wartodci trzeciej sktadowej izospinu, hipertadunku i tadunku elek-
trycznego dla czastek elementarnych pierwszej rodziny.

Niezmienniczo$é¢ cechowania wzgledem transformacji SU(2)r, ® U(1)y pro-
wadzi do nastepujacego lagranzjanu dla leptonow

L.=iL.P* L. + ieg Dler (12.13)
oraz podobnie dla kwarkéw
Ly, =iLy DY L, +iug PRup + idg Pdg. (12.14)

Pochodne kowariantne, I) =~"D,, sa skonstruowane zgodnie z zasada mini-
malnego sprzezenia. Grupa SU(2)L, wnosi trzy pola cechowania W, natomiast
grupa U(1)y wprowadza jedno pole cechowania B, kazde ze swoimi stalymi
sprzezenia, g i ¢', odpowiednio. Tak wiec dla pdl lewoskretnych

DL =0, +igWiT" +igB,Y, (12.15)

gdzie macierz hipertadunku Y

-~ (72 0
Y_<10 },2/2>. (12.16)

Definiujac w podobny sposéb diagonalna macierz tadunkéw elektrycznych Q,
zapisujemy relacje (12.11) w postaci macierzowej

T3+Y =Q. (12.17)
Podobnie definiujemy pochodna kowariantna dla pdol prawoskretnych
DI = 0, +ig B, Q;. (12.18)

Lagranzjany (12.13) i (12.14) mozna zapisa¢ w formie £ = Lo+ L, gdzie
lagranzjan oddzialywania £; w sektorze leptonowym to

Lie = — Loy (gWﬁ T + g'BMff) L, — g’(Qeﬁv“eR)Bu, (12.19)
natomiast w sektorze kwarkowym otrzymujemy

Lig=—Lg7" (9 Wit + Q/BM?> Ly—d (Qd%V#dR + Q“@Vu“@ By
(12.20)
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12.3 Prady naladowane
Zapiszmy macierz z polami cechowania w lagranzjanie oddzialywania jako sume
czesci diagonalnej i pozadiagonalnej

gWET + ¢ BY =g(WiT' + W2T2) + (qWiT* +¢'B,Y)  (12.21)

Rozwazmy sktadowa pozadiagonalna zadana przez wyraz w pierwszym nawia-
sie. Wprowadzajac nowe pola

145172

W — W, £iW,

I \/§

oraz wykorzystujac jawna postaé¢ generatoréw grupy SU(2),

i 1(0 1 W 1(0 —i
T1:2<1 0)’ T2:2<i 0)’ (12.23)

(12.22)

otrzymujemy

; w1 (0w A .
1l 242 _  rrr—rt P
WhT + W2T _ﬂ<W; i )—WuT + Wi, (12.24)

gdzie nowe generatory to

T+:\}§<8 é) 1*:\2((1) 8). (12.25)

Mozemy teraz tatwo zapisaé lagranzjan oddzialywania dla pradéw natado-
wanych w formie macierzowej

5%50) = —gL.A" (Wﬁ T+ Wﬁ Cf’2> L.

Iy qu— S RV Ve,
= \/ﬁ(”eL’eL)7<W; 0 e |-

Wykonujac mnozenia macierzowe otrzymujemy ostateczna postaé¢ lagranzjanu
dal pradéw natadowanych

£ = — L gpyre) Wy — L @yt ve) Wi 12.26

Ie ﬂ(eL’Y L)W, \/E(L'Y L) W, (12.26)

Zwrdéémy uwage na to, ze w procesach z pradami natadowanymi uczestnicza
tylko lewoskretne fermiony, tamiac maksymalnie parzystosé¢ P.

Postepujac analogicznie z lagranzjanem kwarkowym (12.20), znajdziemy

ng]c) _ 9 (ﬁ'}’“dL) VVM_ _ 9 (EV“UL) le' (12.27)

V2 V2
Zwrbécmy tym razem uwage na te same stale sprzezenia jak dla proceséw lep-
tonowych, co wyraza uniwersalny charakter oddzialywan z pradami nata-
dowanymi. Do zagadnienia uniwersalnosci pradéw natadowanych wrécimy w
rozdziale poédwieconym mieszaniu kwarkéw.
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12.4 Prady neutralne

Rozwazmy diagonalna cze$¢ lagranzjanu oddzialywania (12.19) zwiazana z pradami
neutralnymi, ktore nie zmieniaja tadunku elektrycznego

Egzc) = —L.o* (gWiTS—kg’B#}A/) L. — (¢’ Qe Bu)erer. (12.28)

Chcemy zidentyfikowaé oddziatlywania elektromagnetyczne mieszajac bozono-
we pola cechowania przy pomocy liniowej transformacji unitarnej (dwuwymia-

3 .
Wy _ cqsﬁw sin Oy Z, . (12.29)
B, —sinfy cosfy A,
Pozostajacy do wyznaczenia parametr Ay nazywany jest katem mieszania
Weinberga.

rowego obrotu)

Podstawiajac te relacje do macierzy w pierwszym nawiasie w lagranzjanie
(12.28), otrzymujemy

gWET3+¢'B,Y =
= g(cosbw Z, —|—sin0WAM)T3 + ¢ (—sinfw Z, —|—cost9WA#)}A/

= (g cosOy T3 — ¢ sinGWf/) Z, + (g sinfy 1 + ¢’ COSGWY) Ay
Zal6ézmy nastepujace relacje miedzy katem Weinberga a stalymi sprzezenia,
gsinfy = g’ cosby =e, (12.30)

gdzie e > 0 jest elementarnym tadunkiem elektrycznym. Wykorzystujac nastepnie
zwiazek T3 +Y = (@), otrzymujemy

373, ip v _ 9 53 A w2 A
GWIT g BLY = 0 (7%~ Qsin®0w) Z, + cQ A, (12.31)

Podstawiajac natomiast nowe pola w drugim wyrazeniu w nawiasie w lagranz-
janie (12.28), dostaniemy

g’BM Q. = ¢ (—sinfy Zy, + cosby Ay) Qe

g .
= cos (—st Ow Qe) Zy+eQcA,. (12.32)

Ostatecznie, po wprowadzeniu nowych p6l, lagranzjan (12.28) przyjmuje postaé

Egzc) = — LWIT@'W (T3 - Qsim2 GW) L.Z,—e (Ev“ QL6> A,

= " erY" (—Qe sin? HW) erZy —eQc(erY'er)A,. (12.33)
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Cwiczenie 60
Sprawdzi¢ wzory (12.30)-(12.32).

A

Zauwazmy, ze dla dubletu leptonowego macierz tadunku elektrycznego @)

ma, postaé
o= ( Qoue c(g)e ) _ ( 8 0 ) (12.34)

Stad w czesci elektromagnetycznej ze sprzezeniem do pola A, dostaniemy brak
takich oddzialywan dla obojetnych elektrycznie neutrin oraz standardowy la-
granzjan oddzialywania elektromagnetycznego dla leptonéw naladowanych

LY = —eQ, (Ery"er + R er) Ay = —eQ. (E7"€) A, . (12.35)

W oczywisty sposéb oddzialywania elektromagnetyczne nie rozrézniaja skre-
tnosci, tym samym nie lamia parzystosci P. Postepujac podobnie w sektorze
kwarkowym, otrzymujemy dla czesci elektromagnetycznej lagranzjan

Eg’?) = —e (Quﬂfy“u + Qdafy“co A, (12.36)

Dla czesci lagranzjanu ze sprzezeniem do neutralnego elektrycznie pola Z,,,
otrzymujemy

(z) _ T3 _ 0. gin2 A
Ele,q COSQ ww ( 7 stul 9W) szu (1237)

gdzie v; jest dowolnym polem chiralnym, leptonowym, vy, er,er, lub kwarko-
wym, ur,uR,dr,dr. Zauwazmy, ze prady neutralne lamia parzystos¢ P
ze wzgledu na inne wartoéci trzeciej sktadowej izospinu, T3 = +£1/2 dla czastek
lewych i T2 =0 dla czastek prawych.

Oczywistym jest, ze w przeciwienstwie do pradéw natadowanych, prady neu-
tralne nie zmieniaja zapachu zaréwno kwarkow jak i leptonéw.

Cwiczenie 61
Pokazaé, ze lagranzjan oddzialywania dla pradéw neutralnych mozna zapisaé
przy pomocy bispinoréw Diraca, 1 = ¢ + 1, w postaci

(z) _
Lrey= m Z V" (V= Apys) s Zu, (12.38)
gdzie
Vi =Tf = Qysin®Ow, Ap =T}, (12.39)

natomiast f rozréznia leptony i kwarki.
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12.4.1 Relacje dla kata Weinberga

Z warunku (12.30) wynika, ze kat Weinberga jest zadany przez stosunek statych

sprzezenia
/

tgby = L, (12.40)
g
z ktérego mozna wyliczy¢
cosfy = % sinfyy = %, (12.41)
g°+g V9©+yg

by otrzymac relacje
/

e=—I9 (12.42)

Eksperymentalna warto$é¢ kata Weinberga jest okreslona przez sin? 6y, = 0.22.

12.5 Podsumowanie

Lagranzjan oddzialywania dla pél elektrostabych ma strukture
Lr==> Gij(Wir" ;) Wy (12.43)
1,3

z podanymi w tabelce ponizej polami cechowania i stalymi sprzezenia. Pola ;
sa polami chiralnymi, z ktérych tworzymy istniejace w teorii prady: lewe dla
pradéw natadowanych oraz prawe i lewe dla pradéw neutralnych.

Prady ‘ Wy ‘ Gij
natadowane (i # j) Wj \%

neutralny (i = j) Zy J (T3 — Qi sin?Oyy)

elektromagnetyczny (i = j) Ay eQ;

Tablica 12.2: Prady i sprzezenia w modelu Weinberga-Salama.
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Ponizsza tabelka podsumowuje liczby kwantowe p6l chiralnych. Wpisaliémy
w nia hipotetyczne neutrino prawoskretne, ktére w modelu Weinberga-Salama
jest czastka nieoddzialywujaca z polami cechowania (neutrino sterylne).

Pola chiralne 1; H T? Q; Uwagi ‘
v, 1/2 0
Ng 0 0 Neutrino sterylne
er 12 | 1
eRr 0 -1 Singlet
ur 172 | 2/3
UR 0 2/3 Singlet
dr, -1/2 -1/3
dgr 0 -1/3 Singlet

Tablica 12.3: Pola chiralne w teorii elektrostabej (pierwsza generacja).
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Mechanizm Higgsa

Skonczonu zasieg oddziatywan stabych sugeruje, ze ich bozony posredniczace
maja mase. Jednym ze sposobéw nadania masy jest dodanie cztonu masowego,
tak jak dla pola Proca (11.30), do lagranzjanu pél cechowania

1< 1
Lo = -1 > W W — ZBWBW, (13.1)
a=1
gdzie tensory natezen pél cechowania to
W, = 0,Wg —0,WS — ge™ Wi Wy (13.2)
B, = 0.B, —0,B,. (13.3)

Nie jest to jednak dobra metoda, gdyz w przypadku pdl nieabelowych otrzy-
mujemy nierenormalizowalng, teorie kwantowa. Wyjsciem z problemu jest me-
chanizm zaproponowany przez Higgsa.

13.1 Spontaniczne tamanie lokalnej symetrii cecho-
wania

Rozwazmy dublet zespolonych skalarnych pél Higgsa

o P1+igo
= = , , 13.4
¢ ( ¢° ¢3+i¢a (13.4)
gdzie ¢; to cztery sktadowe rzeczywiste. Pole to sprzega sie z polami cechowania
Wi i By, ze wgledu na lokalna symetria cechowania SU(2), @ U(1)y:

Fa) = 0O g(z)
@) = e Ww@Vu gy, (13.5)

gdzie Vi jest diagonalna macierza hipertadunku pél Higgsa postaci (12.16).
Podobnie jak dla pdél fermionowych spetniona jest relacja

T3+YH:QE<(1) 8). (13.6)
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| Pole | TP [ V2 [ @ |
o +1/2 1/2 1
@’ —~1/2 1/2

Tablica 13.1: Wartodci trzeciej sktadowej izospinu, hipertadunku i tadunku elek-
trycznego dla pdl Higgsa.

Tak wiec zakladamy, ze sktadowa ¢T niesie dodatni ladunek elektryczny e,
natomiast sktadowa ¢° jest neutralna. Stad macierz hipertadunku

Vi = < 1(/]2 1(/)2 > . (13.7)

Wartosci trzeciej sktadowej izospinu, hipertadunku i tadunku elektrycznego dla
pél Higgsa podsumowujemy w tabelce 13.1.

Niezmienniczy wzgledem transformacji lagranzjan pél Higgsa (13.5) przyj-
muje nastepujaca postaé

Ly = (D"9)' (Do) = V(670), (13.8)
gdzie pochodna kowariantna to

Dy = 0 +igWiT" +ig' B, Vi . (13.9)
Potencjal oddzialywania jest zadany przez

V(olo) = A(819)> — 2 dTp,  A>0. (13.10)

Zwréémy uwage na "zly" znak w czynniku kwadratowym w polach, ktory nie
pozwala na interpretacje p? jako masy pola Higgsa.

Stan podstawowy (préznia) pola Higgsa odpowiada minimum potencjatu V|
okreslonego przez znikanie pierwszej pochodnej

V(') = 22T — 12 = 0. (13.11)
Innymi stowy minimum jest okre$lone przez warunek
LS
2\

ol = (13.12)

ktory definiuje zbior konfiguracji niezmienniczy wzgledem grupy cechowania
SU22)L@U(1)y.

Spontaniczne lamanie symetrii cechowania polega na wyborze konkretnej
konfiguracji ¢, spelniajacej powyzsze réwnanie. Standardowym wyborem jest

_ L (o _
%_\/i(v)’ v=A\ (13.13)
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W rozdziale 14.1 pokazemy, ze parametr tamania symetrii v = 247 GeV. W
ten sposob symetria cechowania zostaje zlamana, gdyz stan ¢, nie jest nie-
zmienniczy wzgledem pelnej grupy symetrii cechowania. Pozostaje on jednak
symetryczny ze wzgledu na transformacje cechowania U(1)q, generowane przez
operator tadunku elektrycznego

Q_T3+?H_<(1) 8), (13.14)
gdyz

Q=0 => D =g (13.15)

Warunek ten wyraza neutralno$é¢ elektryczna stanu prézni.

Podsumowujac, wybor konfiguracji (13.13) tamie spontanicznie wyjsciowa
symetrie cechowania do grupy cechowania odzialywan elektromagnetycznych,

SUR2)LoU)y — U(l)g, (13.16)

przy skali zadanej przez wartos¢ v. Teoria ze spontaniczym tamaniem symetrii
jest po skwantowniu renormalizowalna. Dowdd tego faktu zostal przedstawiony
przez 't Hoofta i Veltmana za co zostali uhonorowani nagroda Nobla w 1999
roku.

13.2 Masa bozonéw posredniczacych
Rozwazmy fluktuacje pola ¢'(z) wokél konfiguracji prézniowej ¢

¢(z) = ¢'(z) + ¢y (13.17)
Pole ¢'(z) uzyskuje status nowego dynamicznego pola, przy pomocy ktérego

zapiszemy larganzjan Higgsa. Podstawiajac (13.17) do lagranzjanu (13.8) znaj-
dziemy miedzy innymi czton

N N T R N
Ly = [(g WHT +g' B*Yi) ¢0} [(g WiT"+g' B, Yy) gbo} . (13.18)

Czlon ten nadaje mase bozonom po$redniczacym w lagranzjanie bedacym suma
larganzjanu pol cechowania (13.1) i lagranzjanu pél Higgsa (13.8):

L=Lo+Ly = (Lot L)+ (Lm—La). (13.19)

Policzmy, po wykonaniu podstawienia nowych pél cechowania (12.29) i wy-
korzystaniu relacji (12.31)

(gWiT"+g B,Y) ¢y =

_ — +ri— g 23 Aain? A
_ (gWHT HgWIT 4 (7%~ @sin HW)ZM—i—eQAM)gﬁO
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Wykorzystujac nastepnie wlasnosci stanu prézni

Q¢O = 07 T_¢0 = Oa T3¢O = _% d)O, (1320)
otrzymujemy

“T 4 g B,Y) ¢ = T+—92> . 13.21

(Wi T +g BLY) ¢y (gWu 2050y 2 o (13.21)

Zwréémy uwage, ze czton z polem A, znika ze wzgledu na neutralnos¢ elektryczna
stanu prézni.

Podstawiajac relacje (13.21) do lagranzjanu (13.18), znajdujemy

S WL p—— Z“)( i (p—— Z)
Ly %o <gW 2cos Oy W 2cosfy " %o
2
_ 2wtayw— (4 Pt 9 |
= SWHW (T T o) + G 22 (6 0)

s (W (o T o0) W2 (6 Ta) | (1322)

Podstawiajac postaé¢ (13.13) stanu prézni, znajdujemy

2 U2

v Ao
3l po = 5 ob T~ T ¢y = 5> (13.23)

oraz dla wyrazen w ostatniej linijce
VT~ ¢o = ¢ T o = 0. (13.24)

Ostatecznie, lagranzjan L£y; przyjmuje postaé

2,2 2,2
e p— gv
Ly = Z—WMHW, + 2 7Z"7, +0-A"A
M 4 " +8C0829W wt K
= my WHW, + sm% 242, (13.25)

Otrzymaliémy w ten sposéb trzy masywne bozony W+ i Z° z masa

_gv gu

5 my = Ycosty (13.26)

my
oraz bezmasowe pole fotonowe A,. Bezmasowo$¢ fotonu jest wynikiem istnie-
nia residualnej symetrii U(1)g stanu prézni Higgsa, réwnanie (13.15), ktéra
odzwierciedla jej neutralnosé elektryczna. Ze wzordéw (13.26) wynika, ze kat
Weinberga wiaze masy bozonéw posredniczacych

m

"W — cosb, (13.27)

mz
co prowadzi do relacji my < myz. Eksperymentalna warto$é¢é mas bozonow
posredniczacych to myy = 80.4 GeV oraz mz = 91.2 GeV.
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13.3 Lagranzjan Higgsa w cechowaniu unitarnym

Zadane przez cztery skladowe rzeczywiste pole Higgsa (13.4) mozna sparame-
tryzowaé takze w inny sposéb:

¢(x) = U_1<£(x)> < (U—i—H(O.Z‘))/\/i )7 (13'28)

gdzie dwuwymiarowa macierz
U= (E(z)) = e @ T/ (13.29)

nalezy do grupy SU(2), v = /u?/) jest skala dla warto$ci prézniowej pola
Higgsa, natomiast H(x) jest rzeczywistym polem skalarnym. Tak wiec, cztery
niezalezne skladowe rzeczywiste tej parametryzacji to pola (&(z), H(x)).

Dowéd istnienia takiej parametryzacji wynika z nastepujacego rozumowa-
nia. Rozwazmy dowolny dwuskladnikowy wektor o wspotczynnikach zespolo-

¢ = < Z ) (13.30)

Dzialajac na niego macierza z grupy SU(2):

nych

1 b —a
U=—r0—== , 13.31
MaIQHbP(a* b*> -
otrzymujemy

0
U= < P ) (13.32)

Mnozac obie strony przez macierz odwrotna otrzymujemy posta¢ parametryza-
cji (13.28)

p=U"" ( |a|20+ i ) : Utesu). (13.33)

Cwiczenie 62
Pokazaé, ze macierz (13.31) nalezy do grupy SU(2), a nastepnie udowodni¢
zwiazek (13.32).

Macierz (13.29) jest elementem lokalnej grupy cechowania SU(2). Mozemy
wiec skorzystaé ze swobody cechowania lagranzjanu (13.19) i wykonaé trans-
formacje cechowania z macierza odwrotna

U(¢(z)) = e € @T/v, (13.34)



108 Rozdzial 13 Mechanizm Higgsa

Przecechowujac pole Higgsa oraz pola bozonéw posredniczacych,

/ 1 0
pu— pu— 1 .
¢ = U¢ VAR (13.35)
W = UWuU_l—Z_lg(BMU)U_l, (13.36)

otrzymujemy lagranzjan (13.19) wyrazony przy pomocy nowych pél
L=Lg(W ,B)+ Ly(d). (13.37)

Powyzsza transformacja pdél nazywa sie cechowaniem unitarnym. Ujawnia ona
fizyczny stopien swobody lagranzjanu Higgsa, rzeczywiste pole H, bedace fluk-
tuacja (13.17) wokél prézni ¢y. Pozostale skladowe pola Higgsa, £, zostaly
zaabsorbowane przez nowe pola cechowania W'. W przypadku globalnej sy-
metrii cechowania pola ¢ bylyby bezmasowymi bozonami Goldstona z rozdziatu
10.3. Pojawiaja sie one w wyniku zlamania symetrii prézni (13.13) przez trans-
formacje SU(2). Dla kazdego generatora tej grupy zachodzi bowiem

T%q # 0. (13.38)

W teorii z lokalna symetria cechowania bezmasowe bozony Goldstona zosta-
ly, méwiac obrazowo, “zjedzone” przez trzy wektorowe bozony posredniczace,
ktére uzyskaly w ten sposéb mase. Masowe pola wektorowe maja dodatkowy
stopien swobody zwiazany z polaryzacja podluzna i ten wlaénie stopnien swo-
body zostal dostarczony przez zaabsorbowane sktadowe pola Higgsa.

Lagranzjan Higgsa wyrazony w nowych polach ma nastepujaca postac

Ly = 3(0*H)(0,H) - V(v+H)

vt H ? a rfa > T arha ~
- (2)[(9WMT +9' BuYu)& | [(gWeT*+¢ BYi)&o |, (13.39)

gdzie €' = (0,1) jest wektorem jednostkowym w kierunku wyréznionym przez
stan prézni.

Wyrazenie w pierwszej linijce Lz opisuje pole Higgsa i jego samooddzia-
tywanie. Obliczajac bowiem potencjal Higgsa

V(¢') = % (H+v)* - ’5(}1+v)2, (13.40)

dostajemy po odrzuceniu wyrazéw niezaleznych od pdol H oraz wykorzystaniu

relacji v = \/p?/
Ly = 5(0"H) (0,H) — 5(2p*) H? — WH? — JAH*. (13.41)

Tak wiec, z tej czesci lagranzjanu Higgsa wynikaja nastepujace wnioski.
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o Czastki Higgsa maja mase

mpg = V2p = V2. (13.42)

o Czastki Higgsa oddzialywuja ze soba trdj- i czterowierzcholkowo ze sta-
tymi sprzezenia, odpowiednio Av oraz A/4. Wyznaczenie wartosci tego
sprzezenia bedzie waznym elementem badan eksperymentalnych po ewen-
tualnym odkryciu czastki Higgsa.

Wyrazenie w nawiasach kwadratowych w drugiej linijce (13.39) zostalo juz
policzone w poprzednim rozdziale, réwnanie (13.25). Tak wiec dla tej linijki
otrzymujemy

v+ H)? _
£2(H) = (8) {292 W'H‘W# + (924-9/2)2#2“} . (13‘43)

Rozwijajac (v+ H)? stwierdzamy, ze czeéé Lo lagranzjanu Higgsa zawiera:

e (Czlon nadajacy mase bozonom posredniczacym

Logsmy = miyy WHW, + Im% 247, (13.44)

o Czlony trojwierzcholkowe opisujace oddziatywania czastki Higgsa z dwo-
ma bozonami poéredniczacymi:

amz

= HWTHW-
Lauz) = gmw HWTEW, +200$0W

HZ'"Z,. (13.45)
e Czlony czterowierzchotkowe opisujace oddziatywania dwoch czastek Hig-

gsa z dwoma bozonami posredniczacymi:

2 2

9" 2+ - g 2
L ==—HW™"W +—~—H*“Z!'Z,. 13.46
2HY) 7y b 8cos? Oy K ( )

Przypomnijmy, ze calkowity lagranzjan Higgsa to

Ly = Limy + Loam) + Laasy + Logma) - (13.47)

Cwiczenie 63
Wyprowadzi¢ wzory (13.39)-(13.42).



Rozdzial 14

Fenomenologia oddzialywan
elektrostabych

14.1 Teoria Fermiego

Jest to fenomenologiczna teoria oddzialtywan stabych, opisujaca niskoenerge-
tyczne oddzialtywania z udzialem pradéw naladowanych, na przykitad rozpad
miuonu lub neutronu

po— vyte+ve n — pte+ve. (14.1)
Procesy te ilustruja kilka waznych aspektow oddzialywan stabych.

1. Podlegaja im oprécz elektronu e i neutrina elekronowego v, takze inne
leptony: miuon p i towarzyszace mu neutrino miuonowe v,.

2. W procesach z udzialem letptonéw zachowana jest czastkowa liczba lep-
tonowa:

(e,ve) — le==1 (14.2)

(1, ) — l,==+1, (14.3)

gdzie znak (+) dotyczy czastek, natomiast (—) antyczastek.

Cwiczenie 64
Sprawdzi¢, ze w procesach (14.1) sa zachowane czastkowe liczby leptonowe oraz
catkowita liczba leptonowa [ =1, +1,,.

Obserwacje te prowadzo do pojecia generacji. Do istniejacej struktury mul-
tipletu (12.5) dodajemy jej kopie miuonowa

( ”;LL ) 1R (14.4)

110
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z identycznym lagranzjanem oddzialywania jak dla generacji elektronowej. Wie-
cej na temat generacji w rozdziale 14.5.

Fermi zatozyl uniwersalny charakter oddzialywan stabych postulujac naste-
pujaca ogdlna forme lagranzjanu oddzialywania
Gr
Lp=——L grg,, 14.5
F \/i 12 ( )
gdzie G jest fenomenologiczna stala Fermiego o wymiarze GeV 2. Wystepu-
jacy tu prad jest suma pradéw leptonowego i hadronowego

Jo = lo + ha, (14.6)
o uniwersalnej strukturze V — A, poréwnaj (5.39),

lo = €va(l=95)ve +va(l=7s5)vy + ... + hec. (14.7)

ha = PYa(l1—75)n+ ...+ h.c. (14.8)

Przyktadowo, dla rozpadu miuonu lagranzjan Fermiego ma nastepujaca pos-
taé

Lr = —3% 77" (1= 5) 1l [Eva (1= 5) vel (14.9)

Opisuje on czterofermionowe oddzialywanie punktowe. Z punktu widzenia kwan-
towej teorii pola, teoria Fermiego jest nierenormalizowalna ze wgledu na ujemny
(w jednostkach masy) wymiar stalej sprzezenia Gp. Mozna ja jednak potrakto-
wacl jako teorie efektywna, prowadzaca do dobrego opisu oddziatywan stabych
w zakresie energii

E<1/VGp. (14.10)

W takim przypadku amplituda procesu iM jest okreslona przez najnizszy rzad
rachunku zaburzen wzgledem stalej Fermiego. Na przyktad, dla rozpadu miuonu
otrzymujemy amplitude

. Gp __ _
iM = —= [Ty (1 =) pl [€7a (1 =5) ve]. (14.11)
V2
Obliczajac przy jej pomocy czas zycia miuonu i porownujac go z wartodcia
mierzona, wyznaczymy wielkos¢ statej Fermiego

Gp = 1.166 x 10 °m,,?, (14.12)

gdzie m,, jest masa protonu.

Teorie Fermiego mozna potraktowaé jako niskoenergetyczne przyblizenie
do teorii Weinberga—Salama. Dla duzych energii czterofermionowe oddziaty-
wanie punktowe zostaje zastapionowe poprzez oddzialtywanie z wymiana bo-
zonéw posredniczacych. Jednak dla energii (14.10) mozna napisa¢ amplitude
analogiczna do (14.11), wychodzac z lagranzjanu Weineberga—Salama (12.26)
rozszerzonego o drugi dublet letonowy (14.4):

2

. 1 o

iM = <5§) 27z ey n] [fL vaverl, (14.13)
w
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gdzie czynnik 1/ME, to propagator bozonu W dla malych wartoéci kwadratu
przekazu czteropedu —p? < Ma,

Wrystepujace tu prady maja strukture V — A, gdyz dla dowolnych pdl fer-
mionowych zachodzi

Py xe = ¥ (Pryov* Pr)x = ¥ (00 PHx = 197 (1—75) x.

Wykorzystujac powyzszy zwiazek w (14.13) otrzymamy amplitude (14.11) pod
warunkiem, ze
G 2 1
2o I - (14.14)
V2 o 8ME 202
gdzie w ostatniej réwnosci uzyliSmy pierwsza z relacji (13.26). Mozemy wiec
znalez¢ wartosé stalej sprzezenia

g ~ 0.67 (14.15)
oraz wartos¢ prézniowa pola Higgsa
v=(v2Gp)"Y? ~ 247 GeV. (14.16)

Jak pamietamy, v jest jednoczesnie skala spontanicznego tamania symetrii (13.16)
oddzialywan elektrostabych.

Cwiczenie 65
Obliczy¢ wartosé g oraz v.

14.2 Masy naladowanych leptonéw

Rozpocznijmy od masy elektronu. Nie moze ona by¢ generowana ze standardo-
wego czlonu w lagranzjanie (poréwnaj (12.4))

Ly, = —mc(erer +€Ler) = —meee, (14.17)

gdyz pola ey, i er sa skladowymi, odpowiednio, dubletu i singletu grupy cecho-
wania SU(2)r. Tak wiec lagranzjan ten nie ma symetrii oddzialywan elektro-
stabych.

Mozemy jednak skonstruowaé lagranzjan z ta symetria, z ktérego otrzy-
mamy czlon postaci (14.17) po spontanicznym zlamaniu symetrii przez pole
Higgsa:

Lo = ~Ge(Leger +he.), (14.18)

gdzie G, jest stala sprzezenia Yukawy.

Cwiczenie 66
Udowodnié¢ niezmienniczosé (14.18) wzgledem transformacji SU(2), @ U(1)y.
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W cechowaniu unitarnym (13.35) otrzymujemy

_Ge
V2

Ktadac H = 0 otrzymujemy czlon masowy (14.17),

Ly = (v+H)(eger +erer) . (14.19)

Ly — —mc(erer +€rer), (14.20)
7 mas
A G.v
V2
Podstawiajac wartos¢ masy elektronu oraz wartoéci prozniowej v ~ 247 GeV
znajdziemy wielkosé bezwymiarowej stalej sprzezenia

(14.21)

me =

Ge~3-1075. (14.22)

W zwiazku z tak mala wartodcia sprzezenia oddzialywanie miedzy elektronem
a czastka Higgsa wynikajace z lagranzjanu (14.19),

_Ge
NG

jest zaniedbywalnie mate. Zwrécmy jednak uwage, ze stala sprzezenia tego od-
dziatywania,

£l = Hee, (14.23)

Ge _me _ g me

ﬂ v 5 ]MW'7
rosnie z masa fermionu. Jak zobaczymy, dla dostatecznie duzej masy kwarkdw
oddziatywanie to bedzie niezaniedbywalne.

(14.24)

Wypiszmy na koniec pelny lagranzjan pola elektronowego oddziatywujacego
z polem Higgsa w cechowaniu unitarnym

Ezﬁo—i-ﬁm:e(i@—me—nzeH)e. (14.25)

Cwiczenie 67
Wyprowadzié¢ relacje (14.24) wychodzac z réwnosci (14.21).

14.3 Masy kwarkéw

Podobnie mozna skonstruowaé¢ mase dla kwarkéw (12.6). Dla kwarku d mamy
analogiczny lagranzjan jak dla elektronu (14.18)

Lo = —Gy (LT,qﬁdR + h.c.) . (14.26)

W cechowaniu unitarnym otrzymujemy

L = (0 H) (drds +drdr) = ma(drds +dpdg).  (14.27)
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gdzie masa mg = Gqv/V/2.

Powstaje jednak problem dla kwarku gérnego u, gdyz wyrazenie L,¢upr
nie jest niezmiennicze wzgledem transformacji U(1)y. Ponadto po spontani-
cznym zlamaniu symetrii otrzymaliby$my czton mieszany djup zamiast Tpug.
Rozwiazaniem jest wprowadzenie dualnego pola Higgsa

~ % 0%
¢:i02¢*:<_01 é><§0*>:<_92+*>, (14.28)

Pole to transformuje sie tak samo jak ¢, réwnania (12.13), z wartoscia hiperla-
dunku Yg; = —1/2.

Cwiczenie 68 .
Udowodnié, ze ¢ transformuje sie tak samo jak pole ¢ pod wplywem transfor-
macji SU(2)r,. Skorzystaé z relacji stusznej dla dowolnego U € SU(2):

’iO’QU* = U’iO‘Q, (14.29)

ktora sprawdzi¢ mozna bezposrednim rachunkiem podstawiajac postaé (13.31)
macierzy U.

Przy pomocy dualnego pola Higgsa mozna skonstruowaé¢ niezmienniczy la-
granzjan generujacy mase kwarku u

Lo = =Gy (Lydup +he.). (14.30)

W cechowaniu unitarnym otrzymamy forme taka jak dla leptonéw

G,
V2
gdzie m, = G,v/v/2. Podobnie jak dla leptonéw oddzialywanie pola Higgsa z

kwarkami jest proporcjonalne do ich masy. Dla najciezszego z nich, kwarku top
za masa my ~ 175 GeV, stala sprzezenia tego oddziatywania jest rzedu jedynki

—Lm = —= (v+H) (Ugur + Ugur) — my(Trur +ugugr),  (14.31)

Gy my
— = —=0.7. 14.32
\/§ v ( )

Cwiczenie 69
Udowodnié¢ niezmienniczo$¢ lagranzjanu (14.30) wzgledem transformacji grupy
elektrostabej SU(2), @ U(1)y.

14.4 Masy neutrin

Przeprowadzone w ostatnich latach eksperymenty neutrinowe sugeruja, ze neu-
trina posiadaja niewielka (w skali V) mase. Pojawia sie zatem pytanie jak
dodaé¢ do modelu standardowego mase neutrin, zachowujac (spontanicznie zla-
mana) symetrie cechowania SU(2), @ U(1)y.
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Rozwiazanie 1

Zalbézmy, ze masowe neutrino jest opisywane bispinorem spelniajacym réw-
nanie Diraca. Istnieje wiec niezalezne od aktywnego neutrina, vy, sterylne neu-
trino o chiralnosci dodatniej, Nr. Pozostaje ono singletem wzgledem trans-
formacji cechowania z grupy SU(2)y, i jak zauwazyliSmy w rozdziale 12.5, nie
odziatywuje z elektrostabymi bozonami posredniczacymi. Oddzialywuje nato-
miast z polem Higgsa, ktére nadaje mase neutrinom tak jak gérnym kwarkom,
poprzez lagranzjan

Ly =Gy (LedNp +hee.). (14.33)

W cechowaniu unitarnym
G,
V2

gdzie m? = G, v/v/2 jest masa Diraca neutrin. Czlon masowy Diraca zachowuje
czastkows, liczbe leptonowa, gdyz jest niezmienniczy wzgledem transformacji
(14.47) z nastepnego rozdziatu.

—Ly, = (v+H) (NTWL + ﬁNR) — mP (NTWL + ﬁNR) , (14.34)

Rozwiazanie 2

Zalbézmy, ze zaréwno aktywne neutrino lewoskretna, vy, jak i sterylne neu-
trino prawoskretne, N, sa opisywanymi bispinorami Majorany, ©¥» = °. Wtedy,
zgodnie ze wzorami (6.9) i (6.10), zachodzi

v=vr+(vp)°, N = Nr+(Ngp)°. (14.35)

Najogdlniejszy lagranzjan masowy niezmienniczy wzgledem wlasciwej, ortochro-
nicznej tranformacji Lorentza to

~Ly = Myov + MyNN +mp (Nv+7N), (14.36)

lub zapisujac w postaci macierzowej

Ly, = (ﬁ, W) < n]\fg ”AZ ) ( ]”V ) (14.37)

Po rozpisaniu na skladowe chiralne, lagranzjan ten przyjmuje postaé

~Ln = (vz, (NR)) ( M mp ) < (]V\Zz >+h.c. (14.38)

mp M1

W najbardziej popularnym mechanizmie hustawki Ms =0 oraz mp < M i
po diagonalizacji macierzy mas otrzymujemy dwa neutrina o ujemnej chiralnosci

Vi >~ VL — %(NR)C, Vo, (NR)C—F %I/L (1439)
z masami, odpowiednio,
m2
my ~ —2 < mp, ma ~ M. (14.40)

M,y

Tak wiec, mechanizm ten tlumaczy istnienie bardzo lekkiego neutrina porzez
wprowadzenie bardzo ciezkiego sterylnego neutrina.
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14.5 Generacje i mieszanie

Wielkim osiagnieciem ostatniego ¢wieréwiecza XX wieku bylta eksperymentalna
weryfikacja istnienia trzech generacji kwarkéw i leptonéw o masach m < v. Ze
wzgledu na symetrie cechowania SU(2), tworza one dublety dla czastek lewych
oraz singlety dla czastek prawych. WprowadZmy oznaczenia, dla leptonéw

i = ( Vel ) ( Yul ) < vrL ) (14.41)
er ML TL
Er = (er, pr, Tr), (14.42)

oraz dla kwarkow

i ur, CL, tr,
L= <d> () (b) (14.43)
Uh = (ur, cr, tr) (14.44)

D% = (dr, sr, br). (14.45)

gdzie 1 =1,2,3 to wskaznik zapachu.

Dla kazdego z dubletu leptonowego (wraz z odpowiadajacym mu singletem)
istnieje $cisle zachowana czastkowa liczba leptonowa (14.2): le,l,,l. Wraz z
nimi zachowana jest tez catkowita liczba leptonowa

l=1l+1,+1;. (14.46)

7 twierdzenia Noether, istnienie zachowanych leptonowych liczb kwantowych
jest zwiazane z niezmienniczo$cia lagranzjanu wzgledem globalnych transfor-
macji

L. — e[l Efy — e Yy, (14.47)
gdzie fazy «a; zaleza od generacji ¢ = 1,2,3. Oznacza to w szczegdlnodci, ze jak
dotad nie zaobserwowano przejs¢ miedzy generacjami leptonowymi, na przyktad
pradu natladowanego v.;, — pr, lub pradu neutralnego e, r — pr Rr-

Dla generacji kwarkowych obowiazuje zachowanie catkowitej liczby bario-
nowej zwiazanej z niezalezna od generacji globalna symetria cechowania

L, — &L}, U — e“Up, DY — ¢Diy. (14.48)

Nie istnieja natomiast czastkowe liczby barionowe, mozliwe wiec sa przejécia
miedzy generacjami kwarkowymi. W szczegélnosci w rozpadach dziwnych mezo-
néw, K~ — 7% +e~ 4 v,, zaobserwowano prad natadowany ze zmiana dziwnoéci:

s, —>urW—. (14.49)

Jak dotad nie zaobserwowano natomiast proceséw z pradami neutralnymi ze
zmiana, dziwnodci (zapachu): sy g — dr g, na przyklad w procesie rozpadu ka-
onu, KT =7t +et 4e.
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14.5.1 Kat mieszania Cabibbo

W przypadku tylko dwéch generacji kwarkowych fakty te mozna opisaé wpro-
wadzajac kombinacje liniowa dolnych kwarkow dy, i sy, obrdocona o kat Cabibbo
Oc:

ury, Cr,
d; =cosOc dr, + sinfc s, s; = —sinfc dy, + cosbo s, |-

Nowe dublety uzywamy do konstrukcji lagranzjanu oddzialywan elektrosta-
bych. Tak wiec, przejscia nastepuja teraz tylko w ramach jednej generacji,
dopuszczajac jednakze prady naladowane ze zmiana dziwnosci

ury — SLW+, cr, — dLW+ . (14.50)
Jednoczesnie state sprzezenia tych proceséw zostana zmodyfikowane o wartosé
sinusa lub cosinusa kata Cabibbo. Na przyktad, dla pierwszego pradu natado-
wanego w lagranzjanie (12.27):

upy*d; = cosfc (upy*dr) + sinfe (up vy sy). (14.51)

Efekt ten tamie uniwersalnos¢ pradéw natadowanych dla proceséw leptonowych
i hadronowych. Ze wzgledu na to, ze transformacja dolnych kwarkéw jest orto-

gonalna nie pojawia prady neutralne ze zmiana dziwnosci, gdyz

dyytdy + syt sy = dpytdp + 3" s (14.52)

Cwiczenie 70
Udowodni¢ relacje (14.52).

Uogélnienie mechanizmu mieszania na trzy generacje polega na wykonaniu
unitarnej transformacji Vo g s, mieszajacej dolne kwarki:

dl dr,
s; | =Vexkm | so |- (14.53)
b by

Macierz Vogp nazywamy macierzg mieszania Cabibbo—Kobayashi—Maskawy.
Unitarno$é macierzy zapewnia brak pradéw neutralnych ze zmiana zapachu,
tzn. sluszna jest relacja (14.52) uzupelniona o trzeci kwark b

dy A dy + syt sy + b Atby = dpytdr + Syt s + byt by (14.54)
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14.6 Macierz mieszania CKM

Skad bierze sie mieszanie? Czy mozna je zrozumie¢ w ramach modelu standar-
dowego? Okazuje sie, ze kluczem do zrozumienia jest analiza generacji cztonéw
masowych kwarkéw w lagranzjanie zgodnie z zasadami przedstawionymi w po-
przednich rozdziatach.

Napiszmy najogélniejszy lagranzjan zbudowany z pél (14.41)—(14.45), nie-
zmienniczy wzgledem transformacji cechowania SU(2);, ® U(1)y. Uogdlniajac
lagranzjan (12.13) i (12.14) dla trzech generacji, otrzymamy

Lp =Y i{LE P L.+ T PELi + By P By + Uf, P"U, + Dy PDR}.
i=1
(14.55)
Do tego dodamy lagranzjan generujacy mase ze sprzezeniami Yukawy, zbudo-
wany wedlug zasady omawianej w poprzednim rozdziale

Ly = =Y {GI(LioEY) + G (LyoU) + G (Lo DY) + hee.},  (14.56)
i?j
gdzie sumujemy po powtarzajacych sie wskaznikach 4,5 = 1,2,3. Wielkoéci G
sg, trzema zespolonymi macierzami statych sprzezenia o wymiarze 3 x 3. Zwrdé-
my uwage, ze niezmienniczos$¢ cechowania wymusza sprzezenia fermionéw z roz-
nych generacji w najogélniejszej postaci larganzjanu masowego. Otrzymujemy
w ten sposéb niedagonalne macierze stalych sprzezenia GY.
W cechowaniu unitarnym (13.35), po spontanicznym zlamaniu symetrii
otrzymujemy
v+ H

Ly =" {BLGeBr+ULG.Up+ DL GaDr+ b}, (1457)

gdzie zastosowaliSmy zapis macierzowy, na przyktad
Gee Ge,u GeT €R

EfLGeER:<Q7 AL, ﬁ) Gue Guu G,uT UR
GTe Gr,u GTT TR

Udowodnimy najpierw
Twierdzenie

Dla dowolnej nieosobliwej macierzy zespolonej G istnieja macierze unitar-
ne A i B takie, ze zachodzi

G = ATAB, (14.58)

gdzie A jest diagonalna macierza rzeczywista z dodatnimi warto$ciami
wlasnymi

A= diag()\l, )\2, )\3). (14.59)

Macierze unitarne sa okreslone z doktadnoscia do transformacji

A,B — diag(e’t, 2 ¢93) A B. (14.60)
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Dowéd

Rozwazmy macierze hermitowska GGT, ktéra mozna zdiagonalizowaé przy
pomocy unitarnej macierzy A. Jej wartosci wlasne sa rzeczywiste i dodat-
nie, )\22 >0,

GGT = ATA%A, A% =diag(\?, )3,...,\2). (14.61)
Nastepnie zapiszemy macierz G w postaci
G=A"AB, B=A1AG, (14.62)

gdzie A = diag(A1, Ao, ..., \n) oraz A~ =diag(1/A1, 1/Xa,...,1/\y,) i wszyst-
kie A\; > 0. B jest szukana druga macierza unitarna, ktéra diagonalizuje
G, gdyz

BB = (ATTAG) (GTATA™) = A71AZA T =1,

Warunek BT B =GTAT(A~1)2AG = 1 mozna udowodnié korzystajac z wha-
snosci (A71)2 = (A?)~!, a nastepnie obliczajac (A?)~! z relacji (14.61).

Mozemy wiec znalezé diagonalizujace macierze unitarne dla kazdej macierzy
sprzezenn Ge . q 1 przepisac¢ lagranzjan (14.57) w formie

v+ H
V2

gdzie macierze A, , 4 sa diagonalne. Przedefiniowujac nastepnie kazde z pél

Ly =

{EL(AL Ae Be) ER+Up (Al Ay By)Ur+ Dy, (Al Ay By) DR+h.c.}

E; = A Ey El = B.Ep
Uy = A UL Up = B,Ug
D} = AgDy D} = ByDg, (14.63)

otrzymamy lagranzjan wyrazony przy pomocy nowych pél
H (— _ _
Ly = —U\—;i{E’LAGE}%+U,’:AUU1’%+D£AdD}L+h.c.}. (14.64)

Kladac H =0 otrzymujemy lagranzjan generujacy mase fermionéw
Ly = —{E} M. Efy + U MyUp + D} Mg Dpp + hec. }. (14.65)
W kazdym czlonie tego lagranzjanu macierz mas to

v

M=— diag(/\1 ,/\2 ,/\3) = diag(m1 ,mg,m;g) . (14.66)
V2

Stad pola primowane maja okreslona mase m; = v \;/ V2.

Zakladajac na poczatek zerowq mase neutrin zauwazamy, ze macierz tran-
formacji dla pol neutrinowych jest w zasadzie dowolna. Wykorzystajmy te swo-
bode i przedefiniujemy pole neutrin Vg = (Ver, VuL, Vr1,) PrZy pomocy unitarnej
macierzy diagonalizujacej A. ,

v = Aevr, (14.67)
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tak by leptonowa cze$¢ lagranzjanu (14.55) nie ulegla zmianie. Rzeczywiscie,
dla lewoskretnych leptonéw otrzymujemy:

Le PPLe = (L] A) PR (ALL) = L P (AcAD L = LI PF L,

gdzie skorzystaliémy z warunku unitarnosci macierzy A.. W przypadku gdy
neutrina posiadaja niezerowa mase, co wydaje sie juz byé niezaprzeczalnym
faktem eksperymentalnym, pola neutrin ulegaja zmieszaniu, tak jak w opisa-
nych ponizej rozwazaniach dla kwarkéw.

Rozwazajac transformacje (14.63) dla kwarkéw stwierdzamy, ze podobnie
nie ulegnie zmianie czton kinetyczny oraz czton z pradami neutralnymi w kwar-
kowej czesci lagranzjanu (14.55). Natomiast ze wzgledu na inna macierz trans-
formacji dla kwarkéw gornych i dolnych w dubletach kwarkowym zmieni sie
czesé lagranzjanu dla pradéw natadowanych wystepujacych w czlonie LT]LDL L.
Otrzymamy bowiem dla pradu natadowanego wyrazonego w nowych polach

cc _ 9 (e - — _ 9 (granm DLW
£ = =5 Uy D)W, = \/E(ULW Ay (A0)' DLW

Podkreslona unitarna macierz
Vorm = Ay (Ag)T (14.68)

to macierz Cabibbo-Kobayashi-Maskawy (CKM) ze wzoru (14.53), w ktérym
pola po prawej stronie to pola primowane o okreslonej masie, a pola po lewej
stronie to nowe pola, ktére w tym momencie oznaczylibySmy jako

Dy = Verxm Dy, (14.69)

lub zapisujac przy pomocy sktadowych

df Vud Vus Vub di
sl = Vi Ve Vo || 50 |- (14.70)
by Via Vis Vi by

Nowe pola dolnych kwarkéw Dj diagonalizuja lagranzjan oddzialywania, ale nie
maja okreslonej masy tak jak pola primowane D] . Stad multiplet kwarkowy ma
teraz postaé

Ui / /
( DY = Vesens D1 ) : Uh, Dj,. (14.71)

Od tej pory zapominamy o wyjsciowych polach (nieprimowanych) przy pomocy
ktorych zapisalismy lagranzjan fermionowy (14.55) oraz (14.56) i postugujemy
sie polami o okreslonej masie (primowanymi). W czesci lagranzjanu dla kwar-
kowych pradéw naladowanych pojawi sie macierz mieszania CKM.

Cwiczenie 71
Udowodnié, ze macierz (14.68) jest unitarna.
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14.7 Liczba parametréow macierzy CKM

Rozumowanie przeprowadzimy dla macierzy unitarnej o wymiarze n X n.

W rozdziale 1. pokazali$émy, ze macierze z grupy SU (n) maja n? — 1 parame-
tréw rzeczywistych. Natomiast macierze unitarne z grupy U(n) maja n? para-
metréw rzeczywistych ze wzgledu na brak warunku unormowania wyznacznika
do jedynki. Posréd nich mamy n(n—1)/2 katéw obrotu w plaszczyznach dwu-
wymiarowych w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Rozwazajac bowiem
czysto rzeczywiste macierze unitarne otrzymujemy grupe ortogonalna O(n) z
n(n—1)/2 katami Eulera. Pozostale n(n+1)/2 parametréw to niezalezne fazy
exp(i¢) w zespolonych elementach macierzy unitarnej z grupy U(n).

Swoboda transformacji (14.60) dla macierzy A, B pozwala zredukowaé liczbe
niezaleznych faz w macierzy CKM wykonujac transformacje

elor 0 e~ 0
o —if2
0 e 0 Veras 0 e 0 (14.72)
0 0 eion 0 0 e~ 1bn

i tak dobierajac fazy by wyzerowaé¢ maksymalna liczbe niezaleznych faz. Tym
samym dokonujemy globalnej transformacji cechowania pél U’ i D’ (dla obu
skretnosci) przy pomocy macierzy czynnikéw fazowych.

Ul — iy, D] — &#ip!. (14.73)

W ten sposéb nie jest zachowana czastkowa liczba hadronowa w ramach jednej
generacji, ze wzgledu na rézne fazy «; i 5; w ramach tego samego dubletu.

Ile niezaleznych faz wprowadza transformacja (14.72) Zapiszmy kazda z faz
W postaci

1 . / /
ou:—E ap +o; = a+ o
Conig Z '

B = LS et Bl=p+8. (14.74)
[

Latwo udowodni¢ sumujac fazy «; i 5;, ze

Tak wiec wéréd 2n faz primowanych jest 2(n — 1) niezaleznych. Podstawiajac
parametryzacje (14.74) do (14.72) otrzymamy jako wspélny czynnik expi(a— )
dla wszystkich elementéw. Wystepujaca tu faza (o — ) jest ostatnim niezale-
znym elementem. Ostatecznie transformacja (14.72) wnosi (2n — 1) niezaleznych
faz, ktore zredukuja liczbe niezaleznych faz w macierzy CKM do

sn(n+1) — 2n—1) = j(n—1)(n-2). (14.75)
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Liczba generacji | Liczba niezal. katéw | Liczba niezal. faz
1 0 0

2 1 0
3 3 1
4 6 3

Tablica 14.1: Liczba parameréw macierzy CKM.

Pozostale n(n —1)/2 parametry to katy Eulera.

W tabeli 14.1 podsumowujemy liczbe parametréw macierzy Vog s w zalez-
nosci od liczby generacji n. Widzimy, ze dla dwéch generacji otrzymujemy tylko
jeden kat Cabibbo, natomiast dla trzech generacji mamy trzy katy i jedna faze.
W tym przypadku jedna z mozliwych parametryzacji jest

1 0 0 C13 0 513 ei‘s C12 S12 0
Vekm =1 0 co3  s23 0 1 0 —s12 c12 O
0 —s23 cCo3 —S13 e” 0 0 C13 0 0 1
(14.76)
co po wymnozeniu macierzy prowadzi do
Ci12C13 512 €13 513 et
Verky = —S812C€23 — €12 523 513 e ¥ C12C23 — 512523 513 e $23€C13 | »
$12823 — C12C23 81370 —Cla823 — S12C23813€7 0 cagcig
(14.77)

gdzie Cij = COSGU oraz s;j; = sin&ij.
Wystepujaca tu faza § # 0 prowadzi do tamania symetrii C'P w oddziatywa-

niach stabych. Z przeprowadzonych doswiadczen wynika nastepujaca herarichia
katéw mieszania

1> 019 > 093 > 013. (14.78)

Wynika stad parametryzacja Wolfensteina macierzy mieszania. Ktadac s1o = A
zapisujemy

Vi~ S93 = AN oraz Vi = s136% ~ A)\?’(p —1in),

gdzie A~ 11 |p—in| < 1. Ostatecznie, z doktadnoscia do cztonéw O(N3) otrzy-
mamy

Vud Vus Vub
Vekr = | Vea Ves Ve
Via Vis Vw
1-X2/2 A AX3(p—in)
~ - 1-)%/2 AN? . (14.79)

AN (1—p—in) —AN? 1
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Wykorzystujac warunek unitarnosci dla pierwszej i trzeciej kolumny
Vi Vao + Vg Ve + VigViw = 0, (14.80)

otrzymujemy zwiazek miedzy parametrami (p,7n) poprzez tzw. tréjkat unitar-
nosci powstaly po podzieleniu (14.80) przez V; Veq,

Visa Vb Via Vev , :
e — 414+ = = (- 1 —1- = 0. 14.81

W plaszczyznie zespolonej otrzymujemy wiec trojkat o wierzchotkach w punk-
tach (0,0), (1,0) oraz (p,n). Istnienie tréjkata jest wiec przejawem lamania
symetrii C'P poprzez rézna od zera warto$¢ parametru 7. Wznaczenie tego
parametru pozostaje wielkim wyzwaniem eksperymentalnym.

14.8 Podsumowanie
Podsumowaniem bedzie podanie pelnej postaci lagranzjanu oddzialywan elek-
trostabych w cechowaniu unitarnym (13.35):

£:£G+£H+£F' (14.82)

Lagranzjan pol cechowania to
1 1
Lo == > Wi,W™ — - BuB". (14.83)
a=1

Wystepujace tu pola nalezy wyrazi¢ przy pomocy pol cechowania Wf,ZM,AM,
zdefiniowanych poprzez réwnania (12.22) i (12.29).

Lagranzjan pola Higgsa w cechowaniu unitarnym przyjmuje postaé

A

1
Ly = =(0"H)(0,H) —Em%,HZ - \/gmHﬂ3 - ZH4

N

H\? 1
- <1+U) {m%,VW“‘WH +2m2ZZ“ZH}. (14.84)

Pierwsza linijka opisuje samoodzialywanie pola Higgsa, natomiast druga nadaje
mase bozonom posredniczacym W+ i Z0, a takze opisuje ich oddzialywanie z
polem Higgsa.

Lagranzjan dla pdl materii fermionowej to

Lp = Z{wi<i$—mi—?H)wi

7

B congW (T} —sin® Ow Qi) (V" i) Zy
~ Qi(Fi" i) A,

g — A oA
— Z 7 Liv" (WST™+ W, T) L (14.85)
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gdzie tgby = ¢’ /g oraz e = gsinfyy. Sumowanie w czlonach z v; jest przeprowa-
dzone po wszystkich mozliwych chiralnych polach fermionowych. Na przykiad,
dla pierwszej generacji

Y; € {Ver, €L, €r, ur, uR, dr,, dr}

Natomiast sumowanie po L; dotyczy lewoskretnych dubletéw leptonowych i
kwarkowych

el () (o) (o) (o) () ()

W dubletach kwarkowych dolne kwarki sa zmieszane przy pomocy macierzy
CKM. Wartoéci sktadowej izospinu 77 oraz tadunkéw elektrycznych Q; mozna
znalez¢ w tabeli 12.5

Pierwsza linijka w lagranzjnie (14.85) to czton swobodny oraz czlon opisujacy
oddzialywanie pél materii z polem Higgsa z sila sprzezenia proporcjonalna do
masy fermionu. Druga i trzecia linijka opisuje prady neutralne z wymiana Z° i
prad elektromagnetyczny, natomiast ostatnia linijka zawiera prady natadowane
z wymiana bozonéw W=

Lagranzjan oddziatywan elektrostabych ze spontanicznie ztamana symetria
cechowania ma 17 niezaleznych parametréw:

o 2 stale sprzezenia g i ¢’ (albo kat Weinberga 6y i ladunek e),

o 2 parametry pola Higgsa - warto$é¢ prézniowa pola Higgsa v (lub mase
my) oraz stala sprzezenia A,

e 9 mas fermionowch - sze$ciu kwarkéw i trzech masywnych leptondw

o 4 parametry macierzy CKM (trzy katy oraz faza).

Po dodaniu statej sprzezenia g, teorii oddziatywan silnych, chromodynamiki
kwantowej, otrzymujemy 18 niezaleznych parametréw modelu standardowego
czastek elementarych opartego o grupe cechowania:

SU@3).® SU2)@U(1)y . (14.86)

Liczba parametréow moze ulec zwiekszeniu w zwiazku z niezerowa masa neu-
trin. Tak duza liczba parametréw powoduje, ze nie mozna uzna¢ modelu (14.86)
za teorie podstawowa. W szczegdlnodci wartoéci mas fermionéw pozostaja nie-
wyjasnione. Moze to mieé zwiazek z tym, Zze nie rozwazmy oddzialywan grawi-
tacyjnych.
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Oddzialywania silne

Oddzialywania silne dotycza tylko kwarkow, gdyz leptony nie oddziatywuja sil-
nie. Na poziomie materii elementarnej oddzialywania silne nie rozrézniaja zapa-
chu kwarkéw. Jedynym stopniem swobody istotnym dla tych oddzialywan jest
kolor. W nastepnym rozdziale przedstawimy lagranzjan oddziatywan silnych.

15.1 Lagranzjan chromodynamiki

Kazde fermionowe pole kwarkowe ¢ € {u,d,s,c,t,b} istnieje w trzech stanach

Y1(x)
Y(x) = | a(x) |. (15.1)
Y3(z)

Wskazniki ¢ = 1,2,3 nazywane sa kolorem, gdyz bardziej obrazowo mozna do-
kona¢ identyfikacji kolejnych wskaznikéw z kolorem: czerwonym, zielonym i
niebieskim. Pola kwarkowe transformuja sie zgodnie z reprezentacja fundamen-
talna lokalnej grupy cechowania SU(3):

Y (z) = Ux)(z), U(z) € SU(3). (15.2)

Lagranzjan niezmienniczy wzgledem powyzszej transformacji cechowania
ma znana juz forme (11.53):

Laop = i$y" (0, +ig AT — L Fyt, PO (15.3)

gdzie g jest stala sprzezenia oddzialywan silnych. Lagranzjan ten jest réwniez
niezmienniczy wzgledem odbi¢ P i C. Stad obie sktadowe chiralne pél kwarko-
wych, ¥, i ¥ g, oddzialywuja silnie w taki sam spos6b. Ponadto zalozyliSmy, ze
kwarki sa bezmasowe. Teoria kwantowa wynikajaca z lagranzjanu (15.3) nazywa
sie chromodynamika kwantowa (QCD).

W lagranzjanie (15.3) sumujemy po powtarzajacym sie wskazniku koloro-
wym, a=1,2,...,8. Osiem p6l cechowania A, bedacych nosnikiem oddzialywai

125
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silnych, nazywa sie gluonami. Ich liczba jest zwiazana z liczba generatoréw T
grupy SU(3). Tradycyjnie uzywa sie reprezentacji Gell-Manna dla generatoréw

T =ixe, (15.4)
gdzie
010 0 —3 O 1 00
M=1 0 MN=|4i 00 NM=|l0 -10
0 0 0O 0 O 0 0 0
0 01 0 0 —1¢ 0 00
M=]1000 N=|100 0 N=1001
1 00 i 0 0 010
0 0 O 1 0 0
MN=100 —i Mo Lo ol (15.5)
0 2 O V3 0 0 -2
Kazdy z generatoréw jest macierza hermitowska i bezsladowa,
(T =17, T =0, (15.6)
ponadto
Tr(7°1°) = 149, (15.7)
Generatory tworza algebre Liego zadang przez relacje komutacji
[T%,1%] = ifobeTe, (15.8)

gdzie state struktury grupy fo¢ sa kompletnie antysymetryczne ze wzgledu na
permutacje wskaznikéw. Rozne od zera sktadowe to

72—

147 _ p246 __ £257 __ p345 __ 1
=== =

Fi58 = 813 (15.9)

15.2 Fadunki kolorowe kwarkéw

Sposréd generatorow (15.4) istnieja dokladnie dwa generator, 13 i T8, ktére ze
soba komutuja. Zinterpretujemy je jako operatory tadunkéw kolorowych jakie
niosa, kwarki, odpowiednio, Q% dla tadunku izotopowego oraz Q% dla hiperta-
dunku,

(1 00 ) L(1 oo
Qi==10 -1 0 RB=—01 o0]. (15.10)
2\o0 00 2v3| o o 2
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Wyrazy diagonalne to tadunki kolorowe kwarkéw o okreslonym kolorze. Ujmu-
jac to bardziej precyzyjnie, tadunki kolorowe to wartosci wlasne operatoréw
tadunku,

Qb qi = e ai, O qi = ;. (15.11)

gdzie wektory wlasne to

1 0 0
a=|0 Q=1 =0 |. (15.12)
0 0 1

W bazie tej pole kwarkowe (15.1) mozna zapisa¢ w formie

Y(z) = Yi(z)ar + Ya(z) a2 + ¥3(z) as. (15.13)
Wektory (15.12) rozpinaja przestrzen liniowa reprezentacji fundamentalnej gru-
py koloru SU(3).

Podsumowujac, otrzymujemy nastepujace wektory tadunkéw ¢; = (€3, ¢) dla
kwarkéw o kolorze i € {1,2,3} = {c,z,n}:

(e - Chale) am o) o

15.3 FYadunki kolorowe gluonéw

Gluony niosa analogiczne tadunki kolorowe. Inne sa tylko operatory tadunkow,
gdyz pola gluonowe istnieja w innej przestrzeni. Sa one elementami algebry Lie-
go, bedaca osmiowymiarowaq przestrzenia reprezentacji dotaczonej grupy SU (3).
Pola kwarkowe natomiast tworza trojwymiarowa przestrzen reprezentacji fun-
damentalnej (poréwnaj dyskusje reprezentacji grupy SU(2) w rozdziale 10.1.1).

Odpowiednie operatory tadunkéw dla gluonéw to
Q% = AdT? = [T, Q% = AdT® = [T8,.]. (15.15)

Sa to operatory liniowe, niewyprowadzajace poza algebre Liego ze wzgledu na
warunek komutacji (15.8). Ogdélnie mozna pokazaé, ze odwzorowanie

7% — AdT® (15.16)

jest reprezentacja algebry Liego SU(3), gdyz zachowana jest relacja komutacji
(15.8) dla nowych operatoréw

[AdT®, AdT?] = Ad[T?,T°] = if*c AdT® (15.17)

Cwiczenie 71
Udowodnié relacje (15.17). W dowodzie wykorzystaé¢ tozsamos$é Jacobiego

A A

[[Tava]7TC] + [[Tvac]vTa} + HTCvTa]va] =0.
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Aby znalez¢ wartosci tadunkéw kolorowych dla gluonéw zmienimy baze
generatorow 1% na nowa, ktéra rozwiazuje réwnania wtasne dla operatoréow
(15.15). Nowa baze tworza dwa generatory odpowiadajace zerowym tadunkom

[0 0 (110

™3 8

eT3—2] 0 -1 0 e=T5=—_| 01 o
2 0 0 o 2v3 o o o

(15.18)

oraz szed¢ generatoréw odpowiadajacych niezerowym tadunkom kolorowym

T1+iT21818 ; 1(1)88
T2 = — 7= = = T21 = T12 = — /=
2 V2l 00 V210 0 0
1 (90 (e
T3 = = — 731 Ti3= 7=
V2 V2 0 0 0 vz 1 00
o1 (190 SEVIEY
T23 = =—= T32 = To3 = —7=
V2 V2 000 v V2 010
(15.19)
Bezposredni rachunek prowadzi bowiem do nastepujacych relacji
~ 3 ~ 8
173, 755) = 0 745, (1%, 7ij] = 05 735, (15.20)
. L (3)(8) .
gdzie wektor tadunkéw n;; = (1;;",n,; ) ma postac
Nij = € — €j. (15.21)

Tak wiec tadunki kolorowe gluonéw sa réznica ladunkéw kwarkéw (15.14):

me = (1,0) M21 = — M

1 1
N3 = (27\@) N31 = — "3

11
Moz = <—273> N32 = —Tl23- (15-22)

Cwiczenie 72
Wyprowadzié¢ relacje (15.20) — (15.22).
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Jak wygladaja nowe pola gluonowe niosace powyzsze tadunki kolorowe? Ma-
cierz pél cechowania zapisana w bazie generatoréw (15.4) to

A3+ A8)\/3  AL—jAZ At —iAS

A= AT :% A +iA? AP+ AB)VB AS AT
At 4 AP AS AT —248/V/3
Gll Gl? G13
= \}i G* G* G |. (15.23)
G31 G32 G33

Nowe pola gluonowe G, bedace kombinacjami liniowymi wyjsciowych pél A?,
to pola o okreélonych tadunkach kolorowych. Biorac bowiem pod uwage postac
(15.22) generatoréw mozemy zapisaé¢ pole cechowania A w nowej bazie

A = A37'3 +A87'8 + {G12T12 + G137‘13 + G237’23}

+ {GP 7o + G + Py ) (15.24)

Pola A3 i A® (lub diagonalne pola G*) to pola neutralne kolorowo, natomiast
pola niediagonalne G% to pola niosace ladunki kolorowe. Na podstawie relacji
(15.20) zachodzi bowiem dla pél G¥ = G¥1;;

Q?Aéij _ [T3, é«ij] _ ng?) G,

QR GV = [1%,67) =) G (15.25)

Zapiszmy na koniec lagranzjan oddzialywania kwarkéw z polami cechowania
wynikajacy z lagranzjanu (15.3),

Lt = —g.gy" A, q, (15.26)

przy pomocy nowych pél. Podstawiajac postaé (15.23) otrzymujemy:

11 12 13

[~

1
Lt = —7% @@ | ¢ ¢ ¢ || e |, (15.27)
¢31 $32 G33 0
gdzie G = qufj. Sposréd trzech pdl diagonalnych tylko tylko dwa z nich sa
niezalezne, gdyz ze wzgledu na bezsladowos¢é macierzy A zachodzi

Gll _|_G22 +@33 —0.
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Wykonujac mnozenia macierzowe w (15.27) znajdujemy ostateczna postaé la-
granzjanu oddzialywania kwarkéw z gluonami

£t = — % Z{@G” gj + ;¢ Qi}

i<j

_9s {qw’”ql — 7"

aY'a + @Y e — 237 g3 8}
A3+ A° 5.
V2 V2 H V6 .

(15.28)

Pierwsza linijka opisuje oddzialywania z wymiana tadunkéw kolorowych spet-
niajacych prawo zachowania (15.21), natomiast druga linijka opisuje oddzialywa-
nia bez wymiany tadunkéw.

Cwiczenie 73
Pokazaé, ze z lagranzjanu (15.27) wynika forma (15.28).

Powyzsza konstrukcja nie jest niezmiennicza wzgledem transformacji cecho-
wania, gdyz przeksztalcenie (15.2) miesza skladowe o réznych tadunkach kolo-
rowych. Podobnie dziata transformacja cechowania pél gluonowych. Ustalajac
cechowanie mozna jednak wydoby¢ tresé fizyczna zapisujac lagranzjan oddzia-
tywania w formie (15.28).



