
Wprowadzenie do modelu standardowego
cza̧stek elementarnych

Krzysztof Golec–Biernat

Instytut Fizyki Ja‘drowej PAN w Krakowie

(12 kwietnia 2022)

Wersja robocza nie do dystrybucji

Kraków
2003/04





Spis treści

1 Model standardowy 6
1.1 Bozony pośrednicza̧ce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2 Elementarna materia fermionowa . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3 Bozon Higgsa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Geometria czasoprzestrzeni 10
2.1 Przekształcenia Lorentza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2 Tensory i ich niezmienniki . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2.1 Pseudotensor epsilon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.3 Generatory przekształceń Lorentza . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.4 Reprezentacje spinorowe grupy Lorentza . . . . . . . . . . . . . . 20

3 Równanie Kleina-Gordona 23
3.1 Nierelatywistyczne równanie falowe . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2 Relatywistyczne równanie falowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4 Równanie Diraca 27
4.1 Wyprowadzenie Diraca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.2 Równania Weyla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.3 Niezmienniczość Lorentza równania Diraca . . . . . . . . . . . . 30

5 Bispinory Diraca 32
5.1 Bispinorowa transformacja Lorentza . . . . . . . . . . . . . . . . 32
5.2 Bispinory Diraca a spinory Weyla . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
5.3 Dwuliniowe kombinacje spinorowe . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
5.4 Spinory chiralne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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Rozdział 1

Model standardowy

Identyczne cza
‘
stki kwantowe sa

‘
nierozróżnialne, dlatego najbardziej podstawo-

wym podziałem cza
‘
stek elementarnych jest podział na:

- bozony: cza
‘
stki podlegaja

‘
ce statystyce Bosego–Einsteina (w danym sta-

nie kwantowym może znajdować sie
‘
dowolna liczba bozonów) o spinie

całkowitym (0,1,2, ...),

- fermiony: cza
‘
stki podlegaja

‘
ce statystyce Fermiego–Diraca (w danym sta-

nie kwantowym może znajdować sie
‘
co najwyżej jeden fermion) o spinie

połówkowym (1
2 ,

3
2 ,

5
2 , ...).

Zwia
‘
zek mie

‘
dzy spinem cza

‘
stek a statystyka

‘
jest fundamentalnym wyni-

kiem kwantowej teorii pola, zgodnym z obserwacjami. Symetria, która pozwala
ła
‘
czyć bozony i fermiony w jeden stan kwantowy (multiplet) nazywa sie

‘
su-

persymetria
‘
.

1.1 Bozony pośrednicza̧ce

Obecnie identyfikuje sie
‘
cztery fundamentalne oddziaływania przenoszone przez

wymienione poniżej bozony pośrednicza
‘
ce:

Oddziaływanie Bozony pośrednicza
‘
ce Spin Masa

elektromagnetyczne 1 foton 1 0
słabe 3 bozony W+,W−,Z0 1 masowe
silne 8 gluonów 1 0
grawitacyjne 1 grawiton 2 0

Do chwili obecnej nie skonstruowano konsystentnej kwantowej teorii grawi-
tacji, wie

‘
c grawiton jest tylko hipotetycznym bozonem pośrednicza

‘
cym poja-

wiaja
‘
cym sie

‘
w wyniku "naiwnego" skwantowania klasycznej teorii grawitacji –

ogólnej teorii wzgle
‘
dności. Od tej chwili skoncentrujemy sie

‘
wyła

‘
cznie na pierw-

szych trzech oddziaływaniach, ignoruja
‘
c efekty grawitacyjne. Być może jest to
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1.1 Bozony pośrednicza̧ce 7

bła
‘
d, który może mieć istotne konsekwencje dla konstrukcji teorii zunifikowa-

nych oddziaływań, niemniej jednak uważa sie
‘
, że przy obecnie badanym zakresie

energii grawitacja nie odgrywa istotnej roli.
Ważna

‘
cecha

‘
odróżniaja

‘
ca

‘
fotony od reszty bozonów pośrednicza

‘
cych jest

to, iż nie oddziaływuja
‘
one same z soba

‘
. Pozostałe bozony pośrednicza

‘
ce od-

działywuja
‘
mie

‘
dzy soba

‘
ale tylko w ramach danego oddziaływania (tzn. bozony

słabe nie oddziaływuja
‘
bezpośrednio z gluonami).

Model standardowy cza
‘
stek elementarnych ła

‘
czy trzy pierwsze oddziaływa-

nia w jeden schemat opisu oparty o nieprzemienna
‘
(nieabelowa

‘
) grupe

‘
cecho-

wania
U(1)⊗SU(2)⊗SU(3) , (1.1)

gdzie grupa U(1)⊗SU(2) jest zwia
‘
zana z oddziaływaniami elektromagnetyczny-

mi i słabymi, a SU(3) z oddziaływaniami silnymi. Każda z grup wnosi niezależna
‘

stala
‘
sprze

‘
żenia określaja

‘
ca

‘
sile

‘
poszczególnych oddziaływań. Teorie

‘
oddziały-

wań elektrosłabych nazywa sie
‘
teoria

‘
Weinberga–Salama, natomiast chromody-

namika kwantowa (QCD) jest teoria
‘
oddziaływań silnych.

W ramach tego schematu bozony pośrednicza
‘
ce sa

‘
opisywane wektorowymi

polami cechowania skojarzonymi z generatorami poszczególnych grup. I tak

- pole cechowania fotonu jest skojarzone z generatorem grupy U(1): 1

- pola cechowania trzech bozonów słabych sa
‘
skojarzone z generatorami

grupy SU(2), macierzami Pauliego: σ1, σ2, σ3

- pola cechowania ośmiu gluonów sa
‘
zwia

‘
zane z generatorami grupy SU(3),

macierzami Gell-Manna: λ1,λ2, ...,λ8.

Jak zobaczymy w trakcie wykładu, w rzeczywistości pola cechowania odpo-
wiadaja

‘
ce generatorom 1 oraz σ3 sa

‘
ze soba

‘
“zmieszane” by otrzymać bezma-

sowy foton γ i masowe Z0. Dlatego zwykle mówi sie
‘
o oddziaływaniu elektro-

słabym, ktorego bozonami pośrednicza
‘
cymi sa

‘
: W±,Z0 oraz γ.

W zwia
‘
zku z istnieniem trzech różnych oddziaływań (i odpowiadaja

‘
cym im

trzem różnym stałym sprze
‘
żenia1) rozważa sie

‘
idee wielkiej unifikacji. Mia-

nowicie, przy energiach dużo wyższych niż osia
‘
galne obecnie w eksperymentach

akceleratorowych istnieje tylko jedno oddziaływanie (oprócz grawitacyjnego)
opisywane przez szersza

‘
grupe

‘
G (wnosza

‘
ca

‘
tylko jedna

‘
stała

‘
sprze

‘
żenia) taka

‘
,

że
U(1)⊗SU(2)⊗SU(3)⊂G. (1.2)

Pola cechowania nowej grupy odpowiadaja
‘
bozonom pośrednicza

‘
cym nowe-

go oddziaływania. Zwykle przyjmuje sie
‘
, że energia przy której pojawia sie

unifikuja
‘
ce oddziaływanie jest rze

‘
du 1015 GeV. Przy obecnie badanym zakresie

energii (rze
‘
du 103 GeV) grupa wielkiej unifikacji jest spontanicznie złamana

do grupy modelu standardowego. Przykładem grupy unifikuja
‘
cej jestG=SU(5)

z 24 bozonami pośrednicza
‘
cymi. Prowadzi ona do rozpadu swobodnego protonu.

1Jak zobaczymy, w rzeczywistosci stałe sprze
‘
żenia nie sa

‘
stalymi gdyż zależa

‘
od charakte-

rystycznej skali energii, przy której badamy interesuja
‘
ce nas oddziaływania.



8 Rozdział 1 Model standardowy

1.2 Elementarna materia fermionowa

Elementarna materia fermionowa (o spinie 1
2) dzieli sie‘ na:

- leptony: oddziaływuja
‘
tylko elektrosłabo; sa

‘
bezpośrednio obserwowane

w asymptotycznych stanach pocza
‘
tkowych lub końcowych procesów roz-

proszeniowych

- kwarki: oddziaływuja
‘
elektrosłabo i silnie; nie sa

‘
bezpośrednio obserwo-

wane w stanach asymptotycznych, sa
‘
uwie

‘
zione w hadronach.

Hadrony to bezpośrednio obserwowane cza
‘
stki oddziaływuja

‘
ce silnie i elektro-

słabo, zbudowane z elementarnych kwarków. I tak, mamy dwa rodzaje hadro-
nów:

- mezony to bozony be
‘
da

‘
ce stanami zwia

‘
zanymi pary kwark-antykwark

(qq),

- bariony to fermiony be
‘
da

‘
ce stanami zwia

‘
zanymi trzech (qqq) lub, być

może, pie
‘
ciu (qqqqq) kwarków.

Kwarki niosa
‘
ułamkowe wartości ładunku elektrycznego elektronu, a także po-

siadaja
‘
ładunki kolorowe, zwia

‘
zany z grupa

‘
cechowania SU(3). Bezpośrednio

obserwowane hadrony nie niosa
‘
jednak ładunku kolorowego, gdyż układy kwar-

ków tworza
‘
cych hadrony znajduja

‘
sie

‘
w stanach singletowych (białych) ze wzgle

‘
-

du na transformacje grupy SU(3). To zjawisko nazywane jest uwie
‘
zieniem.

Inna
‘
ważna

‘
cecha

‘
oddziaływań kwarków jest asymptotyczna swoboda: na

małych odległościach kwarki zachowuja
‘
sie

‘
jak cza

‘
stki swobodne, podczas gdy

przy zwie
‘
kszaniu odległości siła oddziaływań miedzy nimi rośnie.

W Modelu Standardowym leptony i kwarki ła
‘
czone sa

‘
w multiplety ze

wzgle
‘
du na transformacje SU(2). I tak, mamy do czynienie z trzema multi-

pletami (generacjami):

- dla leptonów (
νeL
eL

) (
νµL
µL

) (
ντL
τL

)
(1.3)

eR µR τR

- dla kwarków (
uL
dL

) (
cL
sL

) (
tL
bL

)
(1.4)

uR, dR cR, sR tR, bR
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gdzie L,R oznacza skre
‘
tność, odpowiednio lewa

‘
i prawa

‘
. Zauważmy, iż prawo-

skre
‘
tne leptony nie maja

‘
towarzyszy (sa

‘
singletami ze wzgle

‘
du na transformacje

SU(2)), gdyż nie obserwuje sie
‘
prawoskre

‘
tnych neutrin. Ten fakt wymusza to,

że prawoskre
‘
tne kwarki nie tworza

‘
multipletów pozostaja

‘
c singletami.

Do wymienionych cza
‘
stek należy jeszcze dodać ich antycza

‘
stki oraz uwzgle

‘
-

dnić fakt, iż kwarki istnieja
‘
w trzech różnych stanach kolorowych, rozróżnianych

tylko w oddziaływaniach silnych.

1.3 Bozon Higgsa

W modelu standardowym istnieje jeszcze jedna cza
‘
stka, kluczowa dla obserwo-

wanych mas elektrosłabych bozonów pośrednicza
‘
cych oraz materii fermionowej.

Ta
‘
cza

‘
stka

‘
jest bozon Higgsa o spinie 0. Jak dota

‘
d nie zaobserwowano jej przy

energiach osia
‘
ganych w obecnie działaja

‘
cych akceleratorach. Uważa sie

‘
, że bu-

dowany obecnie akcelerator LHC w CERN-ie powinien umożliwić jej odkrycie.
W przeciwnym wypadku trzeba be

‘
dzie w istotny sposób zmodyfikować mecha-

nizm generowania mas w Modelu Standardowym.
Podstawa

‘
opisu materii i jej oddziaływań w modelu standardowym jest

kwantowa teoria pola. Jest to schemat, który ła
‘
czy zasady szczególnej teo-

rii wzgle
‘
dności z podstawowymi zasadami mechniki kwantowej. W kwantowej

teorii pola liczba cza
‘
stek nie jest zachowana, cza

‘
stki sa

‘
tworzone i niszczone.

Pola kwantowe o określonych własnościach transformacyjnych wzgle
‘
dem trans-

formacji Lorentza sa
‘
skojarzone z omawianymi cza

‘
stkami. I tak:

- pole skalarne opisuje bozon Higgsa o spinie 0

- pola bispinorowe Diraca opisuja
‘
materie

‘
fermionowa

‘
o spinie 1

2

- pola wektorowe opisuja
‘
bozony pośrednicza

‘
ce o spinie 1.

Celem tego wykładu jest wyjaśnienie pojawiaja
‘
cych sie

‘
w tym rozdziale

poje
‘
ć, co pozwoli przedstawić rzeczywistość fizyczna

‘
opisywana

‘
przy pomocy

modelu standardowego cza
‘
stek elementarnych.



Rozdział 2

Geometria czasoprzestrzeni

W wykładzie zaniedbujemy zjawiska grawitacyjne, w zwia
‘
zku z tym pola kwan-

towe modelu standardowego sa
‘
określone na płaskiej rozmaitości zdarzeń zwa-

nej czasoprzestrzenia
‘
Minkowskiego. Punkty (zdarzenia) w tej przestrzeni

można sparametryzować przy pomocy współrze
‘
dnych zwia

‘
zanych z dowolnie

wybranym inercjalnym układem odniesienia. Wybór układu oznacza, że
wyróżniony został punkt czasoprzestrzeni O, któremu przyporza

‘
dkowane zo-

stały współrze
‘
dne zerowe:

O ←→ (0,0,0,0) .

Jest to zdarzenie “tu i teraz” wzgle
‘
dem którego obserwator inercjalny mierzy

czas i odleglość w trzech wzajemnie prostopadłych kierunkach. Dowolne zda-
rzenie P jest scharakteryzowane przez cztery liczby: czas i trzy współrze

‘
dne

przestrzenne
P ←→ (ct,x,y,z) = (x0,x1,x2,x3) ≡ (xµ) . (2.1)

Stała c jest niezmiennicza
‘
pre

‘
dkościa

‘
światla, taka

‘
sama

‘
dla wszystkich obser-

watorów inercjalnych. Po wyborze zdarzenia O czasoprzestrzeni Minkowskiego
można nadać strukture

‘
czterowymiarowa

‘
przestrzenia

‘
wektorowej. Każdemu

zdarzeniu P odpowiada czterowektor położenia OP o współrze
‘
dnych (xµ). Do-

wolne dwa zdarzenia P i P ′ sa
‘
pola

‘
czone czterowektorem ∆x o współrze

‘
dnych

∆xµ = x′µ−xµ . (2.2)

Dla dowolnych dwóch czterowektorów u i w jest określony symetryczny ilo-
czyn skalarny:

g(u,w) = g(w,u) = u0w0−u1w1−u2w2−u3w3 . (2.3)

Przy pomocy iloczynu skalarnego można określić kwadrat odległości mie
‘
dzy

dwoma dowolnymi zdarzeniami P i P ′ rozdzielonych czterowektorem ∆x

∆x2 ≡ g(∆x,∆x) = (∆x0)2− (∆x1)2− (∆x2)2− (∆x3)2 . (2.4)

Tak określony kwadrat odleglości nie jest dodatnio określony, w zwia
‘
zku z tym

zdarzenia sa
‘
rozdzielone:

10



2.1 Przekształcenia Lorentza 11

- czasowo, gdy ∆x jest wektorem czasowym: ∆x2 > 0

- przestrzennie, gdy ∆x jest wektorem przestrzennym: ∆x2 < 0

- leża
‘
na stożku światła, gdy ∆x jest wektorem zerowym: ∆x2 = 0.

Stożkiem światła zdarzenia P nazywamy zbiór wszystkich zdarzeń poła
‘
czo-

nych z P wektorem zerowym (sygnałem świetlnym). Każdy punkt P czaso-
przestrzeni Minkowskiego ma swój własny stożek światła.

Wszystkie zdarzenia oddzielone czasowo od punktu P leża
‘
wewna

‘
trz jego

stożka światła i moga
‘
być z nim poła

‘
czone sygnałem poruszaja

‘
cym sie z pre

‘
d-

kościa
‘
mniejsza

‘
niż pre

‘
dkość światła. Taki sygnał zachowuje kolejność czasowa

‘
,

której nie można odwrócić poprzez zmiane
‘
inercjalnego układu odniesienia.

Wszystkie zdarzenia oddzielone przestrzennie od punktu P leża
‘
na ze-

wna
‘
trz jego stożka światła i nie moga

‘
być powia

‘
zane z nim przyczynowo. Gdy-

by istniał sygnał, który je łaczy to kolejność czasowa zdarzeń mogłaby ulec
odwróceniu przy zmianie inercjalnego układu odniesienia, co prowadziłoby do
zamiany skutku z przyczyna

‘
.

Taki podział zdarzeń jest niezmienniczy ze wzgle
‘
du na transformacje zacho-

wuja
‘
ce strukture

‘
przestrzeni Minkowskiego – przekształcenia Lorentza.

2.1 Przekształcenia Lorentza

Przekształcenia Lorentza to transforamcje czterowektorów, u′ = Lu, które

• sa
‘
liniowe

L(u+w) = Lu+Lw, L(αu) = α(Lu) , α ∈R, (2.5)

• zachowuja
‘
iloczyn skalarny

g(Lu,Lw) = g(u,w) . (2.6)

Z ostatniej własności wynika, że zachowany jest także kwadrat długości cztero-
wektorów u2 = g(u,u).

Wprowadzaja
‘
c baze

‘
kanoniczna

‘
{eµ}, możemy znaleźć współrze

‘
dne dowol-

nego czterowektora w tej bazie

u= uµeµ . (2.7)

Z własności liniowości transformacji Lorentza u′ = Lu, znajdziemy:

u′ = u′
µ
eµ = L(uνeν) = uν(Leν) . (2.8)

Definiuja
‘
c macierz przekształcenia Lorentza,

Leν = Lµν eµ , (2.9)



12 Rozdział 2 Geometria czasoprzestrzeni

otrzymamy prawo transformacyjne współrze
‘
dnych czterowektora

u′
µ = Lµν u

ν . (2.10)

Iloczyn skalarny (2.3) to symetryczna forma dwuliniowa, zadana przez skła-
dowe tensora metrycznego gµν = g(eµ,eν), gdyż

g(u,w) = g(uµeµ ,wν eν ) = uµwν g(eµ,eν) = gµν u
µwν . (2.11)

Z symetrii iloczynu skalarnego gµν = gνµ. W przestrzeni Minkowskiego tensor
metryczny jest diagonalny

gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (2.12)

Z własności (2.6) transformacji Lorentza otrzymujemy

gµν u
′µw′

ν = gµν L
µ
αL

ν
β u

αwβ = gαβ u
αwβ . (2.13)

Sta
‘
d naste

‘
puja

‘
cy zwia

‘
zek dla elementów macierzy przekształcenia Lorentza

gµν L
µ
αL

ν
β = gαβ . (2.14)

Ze wzgle
‘
du na symetrie

‘
tensora metrycznego warunki (2.14) nakładaja

‘
10 nieza-

leżnych równań na 16 elementów macierzy Lµν . Sta‘d najogólnijesze przekształce-
nie Lorentza ma 6 parametrów. Łatwo je znaleźć w przypadku infinitezymalnej
transformacji Lorentza

Lµν = δµν + εµν . (2.15)

Po podstawieniu do (2.14) otrzymujemy z dokładnościa
‘
do wyrazów liniowych

w małych parametrach

gαβ + gαν ε
ν
β + gµβ ε

µ
α = gαβ . (2.16)

Definiuja
‘
c εαβ = gαν ε

ν
β, znajdujemy bezpośrednio 6 infnitezymalnie małych pa-

rametrów tworza
‘
cych antysymetryczna

‘
macierz 4×4:

εαβ =−εβα (2.17)

Warunek (2.14) można zapisać w formie macierzowej definiuja
‘
c macierz

transponowana
‘
:

(LT ) µ
α = Lµα . (2.18)

Interpretuja
‘
c pierwszy wskaźnik jako numer wiersza, a drugi jako numer kolu-

mny otrzymujemy
LT gL = g . (2.19)

Zbiór macierzy przekształceń Lorentza spełniaja
‘
cych powyższy zwia

‘
zek two-

rzy grupe
‘
z elementem jednostkowym L = 1 i elementem odwrotnym L−1 dla

każdego przekształcenia L.
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Ćwiczenie 1
Udowodnić, że zbiór macierzy przekształceń Lorentza tworzy grupe

‘
.

Obliczmy wyznacznik obu stron równania (2.19)

detLT detg detL = detg .

Ponieważ detLT = detL oraz detg =−1, otrzymujemy

detL = ±1 . (2.20)

Zapiszmy naste
‘
pnie równanie (2.14) dla składowej α= β = 0

g00 = 1 = (L0
0)2− (L1

0)2− (L2
0)2− (L3

0)2

i sta
‘
d

(L0
0)2 = 1 + (L1

0)2 + (L2
0)2 + (L3

0)2 ­ 1 . (2.21)

Tak wie
‘
c na podział wynikaja

‘
cy z równania (2.20) nakłada sie

‘
podział wynika-

ja
‘
cy z powyższego zwia

‘
zku

L0
0 ­ 1 lub L0

0 ¬−1 . (2.22)

Ostatecznie grupa przekształceń Lorentza dzieli sie
‘
na cztery składowe

Przekształcenie Lorentza detL sgnL0
0

właściwe ortochroniczne +1 +
odbicie czasowe −1 −
odbicie przestrzenne −1 +
odbicie zupełne +1 −

Właściwe ortochroniczne przekształcenia Lorentza stanowia
‘
składowa

‘
spój-

na
‘
grupy Lorentza, gdyż każda transformacja tej klasy może być sprowadzo-

na do przekształcenia jednostkowego poprzez cia
‘
gła

‘
zmiane

‘
jej parametrów.

Składowa ta jest izomorficzna z grupa
‘
SO(1,3), składaja

‘
ca

‘
sie

‘
z rzeczywistych

macierzy o wymiarze 4× 4 i wyznaczniku równym 1, zachowuja
‘
cych iloczyn

skalarny (2.3) o sygnaturze (+−−−).

Ćwiczenie 2
Udowodnić, że transformacja

x′
0 = x0 coshβ+x1 sinhβ

x′
1 = x0 sinhβ+x1 coshβ

x′
2 = x2

x′
3 = x3 (2.23)
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jest właściwym ortochronicznym przekształceniem Lorentza oraz, że w granicy
β→ 0 otrzymujemy przekształcenie jednostkowe. Pokazać, że jeśli układ iner-
cjalny S′ porusza sie

‘
w kierunku dodatnim wzdłuż osi 1̂ z pre

‘
dkościa

‘
v to

coshβ = 1√
1− (v/c)2 sinhβ = −v/c√

1− (v/c)2 . (2.24)

Właściwe ortochroniczne przekształcenie Lorentza opisuja
‘
zmiane

‘
współ-

rze
‘
dnych czasoprzestrzeni zwia

‘
zana

‘
ze zmiana

‘
inercjalnego układu odniesienia.

Trzy naste
‘
pne przekształcenia odpowiadaja

‘
odbiciom czasu, t→−t, lub odbi-

ciom w trójwymiarowej przestrzeni, x→−x.

Ćwiczenie 3
Podać postać przekształceń Lorentza realizuja

‘
cych odbicia składowych czaso-

wych lub przestrzennych czterowektorów.

Współzmienniczość równań fizyki wzgle
‘
dem przekształceń Lorentza wyraża

zasade
‘
wzgle

‘
dności Galileusza o niemożności wyróżnienia jakiegokolwiek iner-

cjalnego układu odniesienia. W szczególności, nie jest możliwy pomiar absolut-
nej pre

‘
dkości układu inercjalnego.

Przekształcenie Lorentza
x′
µ = Lµν x

ν (2.25)
nie zmienia wyróżnionego punktu odniesienia O. Niejednorodne przekształcenie
Lorentza,

x′
µ = Lµν x

ν + aµ , (2.26)
które przesuwa punkt odniesienia o stały wektor aµ nazywa sie

‘
przekształce-

niem Poincarego. Zauważmy, że w ten sposób współrze
‘
dne każdego punktu

zostana
‘
przesunie

‘
te o ten sam wektor, dlatego kwadrat odległości (2.4) nie ule-

gnie zmianie. Jest to najogólniejsza, dziesie
‘
cioparametrowa transformacja prze-

strzeni Minkowskiego zachowuja
‘
ca kwadrat odległości (2.4). Do 6 parametrów

jednorodnego przekształcenia Lorentza dochodza
‘
4 dodatkowe: aµ.

2.2 Tensory i ich niezmienniki

Obiekt o składowych uµ transformuja
‘
cych sie

‘
przy zmianie inercjalnego układu

odniesienia tak jak czterowektor polożenia (2.25) nazywamy wektorem kon-
trawariantnym:

u′
µ = Lµν u

ν . (2.27)

Wektor kowariantny to obiekt o składowych wµ transformuja
‘
cy sie

‘
przy

zmianie inercjalnego układu odniesienia przy pomocy macierzy odwrotnej L−1:

w′µ = wα (L−1)αµ . (2.28)

Sumuja
‘
c (zwe

‘
żaja

‘
c) składowe wektora ko- i kontrawariantnego otrzymujemy

niezmiennik transformacji Lorentza, gdyż

w′µu
′µ = wα (L−1)αµLµν uν = wα δ

α
ν u

ν = wαu
α .
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Wektory uµ i wµ sa
‘
przykładami tensorów, obiektów wielowskaźnikowych

transformuja
‘
cych sie

‘
w sposób jednorodny. W ogólności, tensorem T typu

(p,q) o p wskaźnikach kontrawariantnych i q wskaźnikach kowariantnych nazy-
wamy obiekt, którego składowe transformuja

‘
sie

‘
w naste

‘
puja

‘
cy sposób:

T ′
µ1...µp

ν1...νq = Lµ1
α1 ...L

µp
αp (L−1)β1

ν1
...(L−1)βqνq T

α1...αp
β1...βq

, (2.29)

Niezmienniki tensorowe otrzymuje sie
‘
zwe

‘
żaja

‘
c wszystkie górne i dolne wskaź-

niki, na przykład dla tensora typu (p,p)

T = T µ1...µp
µ1...µp ,

lub maja
‘
c do dyspozycji dwa tensory typu (p,q) i (q,p)

T ·R = T µ1...µp
ν1...νqR

ν1...νq
µ1...µp .

Ćwiczenie 4
Pokazać, że operatory

∂µ = ∂

∂xµ
=
(
∂

∂x0 ,
∂

∂x

)
∂µ = ∂

∂xµ
=
(
∂

∂x0 ,−
∂

∂x

)
(2.30)

transformuja
‘
sie

‘
jak wektory, odpowiednio, ko- i kontrawariantne.

∂ ′µ = (L−1)νµ∂ν ∂ ′
µ = Lµν ∂

ν . (2.31)

Tak wie
‘
c jeśli φ jest funkcja

‘
skalarna

‘
to ∂µφ i ∂µφ sa

‘
wektorami ko- i

kontrawariantnymi. Z ćwiczenia tego wynika tekże, iż operator d’Alamberta,

� = gµν∂µ∂ν = ∂µ∂
µ = ∂2

∂x2
0
− ∂2

∂x2 , (2.32)

jest niezmiennikiem przekształceń Lorentza. Podobnie niezmiennicze jest też
równanie d’Alamberta dla funkcji skalarnej:

�φ= 0

.
Zdefiniujmy tensor gµν odwrotny do tensora metrycznego gµν :

gµα gαν = δµν . (2.33)

W przestrzeni Minkowskiego ma on ta
‘
sama

‘
postać (2.12) co tensor gµν . Przy

pomocy obu tensorów można opuszczać i podnosić wskaźniki tensorów, utożsa-
miaja

‘
c na przykład wektory ko- i kontrawariantne

xµ = gµν x
ν , (2.34)

lub
xµ = gµν xν . (2.35)
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Jeżeli w wybranym układzie wpółrze
‘
dnych xµ = (x0,x) to po opuszczeniu wskaź-

ników xµ = (x0,−x).
Łatwo sprawdzić, że operacja podnoszenia i opuszczania wskaźników jest

dobrze określona, gdyż, na przykład, składowe xµ ze wzoru (2.34) transformuja
‘

sie
‘
jak kowariantne składowe wektora (2.28)

x′µ = gµν x
′ν = gµν L

ν
αx

α = (L−1)βµ gβαxα = xβ (L−1)βµ ,

gdzie wykorzystaliśmy własność macierzy Lorentza

gµν L
ν
α = (L−1)βµ gβα , (2.36)

wynikaja
‘
ca

‘
ze wzoru (2.14). Zgodnie z tym co otrzymaliśmy w poprzednim

rozdziale, niezmiennicza długość czterowektora x przyjmuje naste
‘
puja

‘
ca

‘
postać

x2 = gµν x
µxν = xµx

µ = (x0)2− (x)2 . (2.37)

Bardzo ważna
‘
operacja

‘
jest rozkład tensora na sume

‘
tensorów o określonych

własnościach ze wzgle
‘
du na przestawianie wskaźników. Na przykład, dowolny

tensor Tµν można rozłożyć na sume
‘
tensora symetrycznego i tensora antysyme-

trycznego:

Tµν = T (s)
µν + T (as)

µν = 1
2(Tµν +Tνµ) + 1

2(Tµν−Tνµ) ,

gdyż
T (s)
µν = T (s)

νµ , T (as)
µν = −T (as)

νµ . (2.38)
Łatwo sprawdzić, że zwe

‘
żenie tensora symetrycznego z antysymetrycznym daje

zero
T (s)
µν F

(as)µν = 0 . (2.39)

Ćwiczenie 5
Udowodnić własność (2.39).

2.2.1 Pseudotensor epsilon

Bardzo ważnym obiektem jest całkowicie antysymetryczny pseudotensor εµναβ ,
którego składowa ε0123 = 1. Nieparzysta permutacja wskaźników zmienia war-
tość tensora na przeciwna

‘
(1 lub −1), natomiast permutacja parzysta nie prowa-

dzi do zmiany wartości. Wynika sta
‘
d, że przy powtarzaja

‘
cych sie

‘
wskaźnikach

składowe tensora sa
‘
równe 0.

Zobaczmy jak transformuje sie
‘
ten obiekt, tzn. zbadajmy wyrażenie

Eµ
′ν′α′β′ = Lµ

′
µL

ν′
ν L

α′
αL

β′

β ε
µναβ . (2.40)

Zauważmy, że E 0123 = det(L). Ponadto obiekt E jest całkowicie antysymetry-
czny. Na przykład, przestawiaja

‘
c pierwsze dwa wskaźniki µ′,ν ′ otrzymamy

Eν
′µ′α′β′ = Lν

′
µL

µ′
νL

α′
αL

β′

β ε
µναβ = Lµ

′
ν L

ν′
µL

α′
αL

β′

β(−ενµαβ) =−Eµ′ν′α′β′ .
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Udowodniliśmy tym samym, że E ∼ ε, dokładniej

Lν
′
µL

µ′
ν L

α′
αL

β′

β ε
µναβ = det(L)εµ′ν′α′β′ (2.41)

Tak wie
‘
c przy właściwych przekształceniach Lorentza ε jest tensorem numery-

cznie niezmienniczym, natomiast przy odbiciach z det(L) =−1 składowe zmie-
niaja znak. Sta

‘
d εµναβ jest pseudotensorem.

Podobnie zdefiniować można całkowicie antysymetryczny tensor z dolnymi
wskaźnikami

εµναβ = gµµ′ gνν′ gαα′ gββ′ ε
µ′ν′α′β′ , (2.42)

dla którego zachodzi ε0123 =−1. Pod wpływem transformacji Lorentza

Lνµ′L
µ
ν′L

α
α′L

β
β′ εµναβ = det(L)εµ′ν′α′β′ . (2.43)

Ćwiczenie 6
Udowodnić prawo transformacyjne (2.43).

2.3 Generatory przekształceń Lorentza

Dowolne właściwe ortochroniczne przekształcenie Lorentza można zapisac
w postaci

L = eΩ , (2.44)

gdzie Ω jest macierza
‘
, której postać znajdziemy z warunku definiuja

‘
cego trans-

formacje
‘
Lorentza: LT gL= g. Mnoża

‘
c z prawej strony przez macierz odwrotna

‘

L−1 = e−Ω (2.45)

otrzymamy
eΩT g = g e−Ω . (2.46)

Rozwijaja
‘
c w szereg,(
1 + ΩT + 1

2! (ΩT )2 + ...

)
g = g

(
1 − Ω + 1

2! Ω2 + ... ,

)
, (2.47)

a naste
‘
pnie porównuja

‘
c wyrażenia liniowe w Ω, otrzymujemy naste

‘
puja

‘
cy wa-

runek zapewniaja
‘
cy także równość wyrażeń dowolnego wyższego rze

‘
du

ΩT g = −gΩ . (2.48)

Definiuja
‘
c naste

‘
pnie macierz

ω = gΩ , (2.49)

znajdujemy
ωT = (gΩ)T = ΩT g = −gΩ = −ω . (2.50)

Tak wie
‘
c macierz ω jest antysymetryczna.
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Znaleźliśmy w ten sposób 6 parametrów transformacji Lorentza β i φ,

ω =


0 β1 β2 β3

−β1 0 φ3 −φ2
−β2 −φ3 0 φ1
−β3 φ2 −φ1 0

 . (2.51)

lub odwracaja
‘
c relacje

‘
(2.48)

Ω = gω =


0 β1 β2 β3
β1 0 −φ3 φ2
β2 φ3 0 −φ1
β3 −φ2 φ1 0

 . (2.52)

Zapiszmy macierz transformacji (2.44) w postaci

L = exp(−iβ ·K − iφ ·J) , (2.53)

która definiuje 6 generatorów przekształceń Lorentza K oraz J. Poprzez porów-
nanie z (2.52) znajdujemy

K1 =


0 i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 K2 =


0 0 i 0
0 0 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0

 K3 =


0 0 0 i
0 0 0 0
0 0 0 0
i 0 0 0

 (2.54)

oraz

J1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0

 J2 =


0 0 0 0
0 0 0 i
0 0 0 0
0 −i 0 0

 J3 =


0 0 0 0
0 0 −i 0
0 i 0 0
0 0 0 0

 (2.55)

Zauważmy, że generatory J sa
‘
macierzami hermitowskimi, natomiast K sa

‘
ma-

cierzami antyhermitowskimi:

J† = J K† =−K . (2.56)

Bezpośrednim rachunkiem można sprawdzić, że spełnione sa
‘
naste

‘
puja

‘
ce reguły

komutacji:

[Ji, Jj ] = iεijk Jk (2.57)
[Ji, Kj ] = iεijkKk (2.58)

[Ki, Kj ] = −iεijk Jk , (2.59)

gdzie εijk jest tensorem całkowicie antysymetrycznym z warunkiem ε123 = 1.
Reguły te definiuja

‘
algebre

‘
Liego grupy Lorentza so(1,3).

Traktuja
‘
c macierz ω jako obiekt z dolnymi wskaźnikami

ωµν ≡ gµαΩα
ν = −ωνµ , (2.60)



2.3 Generatory przekształceń Lorentza 19

możemy zidentyfikować wprowadzone parametry transformacji Lorentza jako

βi = ω0i , φi = 1
2εijkωjk . (2.61)

Umożliwia nam to zapisanie macierzy transformacji Lorenza (2.53) w formie

L = exp
{
− i

2 ωµνJ
µν
}
, (2.62)

gdzie operatory Jµν =−Jνµ. Poprzez porównanie z (2.53), znajdujemy

Ki = J0i , Ji = 1
2 εijkJ

jk . (2.63)

lub po odwróceniu tych relacji

J0i = Ki , J ij = εijk Jk . (2.64)

Pozwala to zapisać Jµν jako antsymetryczna
‘
macierz z elementami be

‘
da

‘
cymi

generatorami K i J

Jµν =


0 K1 K2 K3

−K1 0 J3 −J2
−K2 −J3 0 J1
−K3 J2 −J1 0

 . (2.65)

Ćwiczenie 7
Udowodnić relacje (2.61) oraz (2.65).

Reguły (2.57) definiuja
‘
algebre

‘
Liego grupy obrotów SO(3). Transformacja

Lorentza
L = e−iφ·J (2.66)

generuje wie
‘
c trójwymiarowe obroty w przestrzeni euklidesowej położeń. Jest to

transformacja unitarna ze wzgle
‘
du na hermitowskość generatorów J. Dodajmy,

że kierunek wektora φ określa oś obrotu, a jego długość jest równa ka
‘
towi

obrotu. Obliczaja
‘
c operator Casimira dla grupy obrotów otrzymujemy

J2 = (J1)2 + (J2)2 + (J3)2 =


0 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 . (2.67)

Tak wie
‘
c w podprzestrzeni położeń: J2 = j(j+ 1) = 2. Sta

‘
d reprezentacja wek-

torowa (2.44) grupy Lorentza, która
‘
tutaj dyskutujemy, opisuje spin j = 1.

Ćwiczenie 8
Pokazać poprzez rozwinie

‘
cie w szereg (2.53), że transformacja z φ= (φ,0,0) jest
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obrotem wokół osi 1̂, tzn. macierz przekształcenia Lorentza przyjmuje naste
‘
pu-

ja
‘
ca

‘
postać:

L(φ) = e−iφJ1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cosφ −sinφ
0 0 sinφ cosφ

 . (2.68)

Udowodnić, że L(φ1)L(φ2) = L(φ1 +φ2).

Przekształcenie Lorentza
L = e−iβ·K (2.69)

jest czystym pchnie
‘
ciem (boostem) w kierunku wektora β. Transformacja ta

nie jest unitarna, gdyż generatory K sa
‘
antyhermitowskie. Powodem topologi-

cznym jest fakt, iż grupa Lorentza nie jest grupa
‘
zwarta

‘
, w przeciwieństwie do

grupy czystych obrotów euklidesowych.

Ćwiczenie 9
Pokazać poprzez rowinie

‘
cie w szereg (2.69), że transformacja z β = (β,0,0) jest

pchnie
‘
ciem Lorentza wzdłuż osi 1̂ w kierunku dodatnim, tzn. macierz prze-

kształcenia Lorentza przyjmuje postać transformacji z Ćwiczenia 2:

L(β) = e−iβK1 =


coshβ sinhβ 0 0
sinhβ coshβ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 . (2.70)

Udowodnić, że L(β1)L(β2) = L(β1 +β2).

2.4 Reprezentacje spinorowe grupy Lorentza

Utwórzmy z generatorów K i J właściwej ortochronicznej grupy Lorentza na-
ste

‘
puja

‘
ce kombinacje:

J± = 1
2(J± iK) . (2.71)

Reguły komutacji (2.57)-(2.59) prowadza
‘
do naste

‘
puja

‘
cych relacji przemienno-

ści dla nowych generatorów [
J+
i , J

+
j

]
= iεijk J

+
k[

J−i , J
−
j

]
= iεijk J

−
k[

J+
i , J

−
j

]
= 0 . (2.72)

Ćwiczenie 10
Wyprowadzić relacje komutacji (2.72).
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Identyfikacja ta oznacza, że możemy znaleźć różnowymiarowe reprezentacje
grupy SO(1,3) poprzez znane nieredukowalne reprezentacje grupy SU(2). Jak
wiemy sa

‘
one numerowane wartościa

‘
spinu j = 0, 1

2 ,1,
3
2 , ... . Przestrzeń liniowa

tych reprezentacji jest 2j+ 1 wymiarowa z wektorami bazowymi określonymi
przez warunek

J3ψm =mψm , m=−j, (−j+ 1), ... (j−1), j . (2.73)

Reprezentacje grupy Lorentza be
‘
da

‘
wie

‘
c numerowane przez pary (j+, j−), a

odpowiadaja
‘
ca im przestrzeń reprezentacji jest (2j+ + 1)(2j−+ 1) wymiarowa.

Kolejne reprezentacje, rosna
‘
ce wzgle

‘
dem wymiaru macierzy to

(0,0) , (1
2 ,0) , (0, 1

2) , (1,0) , (0,1) , (1
2 ,

1
2) , ... (2.74)

Jednowymiarowa reprezentacja (0,0) jest reprezentowana przez liczbe
‘

1, a
generatory J±i = 0.

Dwie naste
‘
pne reprezentacje tworza

‘
nierównoważne dwuwymiarowe repre-

zentacje spinorowe grupy Lorentza, izomorficzne z grupa
‘
SU(2). Generatory

tej grupy, 1
2σi, sa‘ zadane przez trzy macierze Pauliego

σ1 =
(

0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, (2.75)

które spełniaja
‘
ogólna

‘
relacje

‘

σiσj = δij + iεijk σk . (2.76)

Wynikaja
‘
sta

‘
d naste

‘
puja

‘
ce relacje

σ2
i = 1 i= 1,2,3 (2.77)

σiσj = −σjσi i 6= j . (2.78)

Ćwiczenie 11
Sprawdzić, że generatory Ti = 1

2σi spełniaja‘ reguły komutacji dla grupy SU(2)

[Ti, Tj ] = iεijk Tk (2.79)

Tak wie
‘
c, reprezentacji (1

2 ,0) odpowiadaja
‘
generatory J+

i = 1
2σi oraz J

−
i = 0.

Odwracaja
‘
c relacje (2.71) znajdziemy generatory grupy Lorentza:

Ji = 1
2 σi Ki =− i2 σi . (2.80)

Podobnie, dla reprezentacji (0, 1
2) generatory J+

i = 0 oraz J−i = 1
2σi, natomiast

Ji = 1
2 σi Ki = i

2 σi . (2.81)
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W obu przypadkach dwuwymiarowa przestrzeń reprezentacji jest rozpie
‘
ta

na obiektach ψm, gdzie m= 1,2. Nazywa sie
‘
je spinorami Weyla i wprowadza

specjalne oznaczenie:

φα =
(
φ1
φ2

)
, χ α̇ =

(
χ1

χ2

)
(2.82)

dla odpowiednio reprezentacji (1
2 ,0) oraz (0, 1

2). Oznaczenia składowych spi-
norów: α,α̇ = 1,2 pozwalaja

‘
skonstruować rachunek spinorowy, w analogii do

rachunku tensorowego.
Podstawiaja

‘
c znalezione generatory do wzoru (2.53) znajdziemy prawo trans-

formacyjne spinorów Weyla dla przekształceń Lorentza:

φ′ = e−
i
2 φ·σ+ 1

2 β·σ φ

χ′ = e−
i
2 φ·σ−

1
2 β·σ χ. (2.83)

Jak widzimy, spinory Weyla transformuja
‘
sie

‘
tak samo dla obrotów euklideso-

wych i różnia
‘
sie

‘
znakiem przy boostach lorentzowskich.

Rozważaja
‘
c tylko obroty euklidesowe, znajdziemy macierz transformacji w

postaci
exp

(
− i

2 φ ·σ
)

= cos
(

1
2φ
)
− in ·σ sin

(
1
2φ
)
, (2.84)

gdzie wektor φ = φn jest zadany przez ka
‘
t obrotu i jednostkowy wektor n

określaja
‘
cy oś obrotu. Wynika sta

‘
d, że przy przy obrocie o ka

‘
t φ= 2π spinory

zmieniaja
‘
znak !

Ćwiczenie 12
Udowodnić wzór (2.84) poprzez rozwinie

‘
cie eksponenty w szereg Taylora i po-

grupowanie wyrazów wzgle
‘
dem parzystości pote

‘
g rozwinie

‘
cia.

Ćwiczenie 13
Udowodnić, że czterowymiarowa reprezentacja (1

2 ,
1
2) odpowiada reprezentacji

wektorowej grupy Lorentza z poprzedniego rozdziału.



Rozdział 3

Równanie Kleina-Gordona

Be
‘
dziemy sie

‘
starali skonstruować mechanike

‘
kwantowa

‘
jednej cza

‘
stki z syme-

tria
‘
lorentzowska

‘
, innymi słowy pogodzić podstawowe zasady mechaniki kwan-

towej z warunkiem niezmienniczości relatywistycznej. Jak zobaczymy nie jest to
w pełni możliwe. Musimy zrezygnować z interpretacji jednocza

‘
stkowej i dopu-

ścić możliwość kreacji i anihilacji cza
‘
stek, z niezachowana

‘
ich całkowita

‘
liczba

‘
.

Podstawowymi elementami mechniki kwantowej sa
‘
stany (tworza

‘
ce prze-

strzeń liniowa
‘
Hilberta) i działaja

‘
ce na nie operatory liniowe. W 1923 roku

de Broglie wysuna
‘
ł genialna

‘
idee, by stan swobodnej cza

‘
stki materialnej opisać

zespolona
‘
fala

‘
płaska

‘
,

ψ(x, t) ∝ exp{−i(ωt−k ·x)}= exp{−i(Et−p ·x)/~} , (3.1)

z Einsteinowska
‘
relacja

‘
mie

‘
dzy energia

‘
i pe

‘
dem cza

‘
stki, a cze

‘
stościa

‘
i wektorem

falowym fali:
E = ~ω p = ~k . (3.2)

Działaja
‘
c na “fale

‘
materii” ψ operatorami różniczkowymi:

i~
∂

∂t
ψ = Eψ (3.3)

−i~ ∂

∂x ψ = pψ (3.4)

otrzymujemy energie
‘
i pe

‘
d jako wartość własna

‘
tych operatorów. Sta

‘
d pomysł

by przyporza
‘
dkować operator z równania (3.3) operatorowi energii, a operator

z równania (3.4) operatorowi pe
‘
du.

3.1 Nierelatywistyczne równanie falowe

Przepiszmy na pocza
‘
tek klasyczna

‘
relacje

‘
mie

‘
dzy energia

‘
i pe

‘
dem swobodnej

cza
‘
stki materialnej,

E = p2

2m , (3.5)

23
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przy pomocy wprowadzonych operatorów:

i~
∂

∂t
ψ = 1

2m

(
−i~ ∂

∂x

)2
ψ = −~

2

2m
∂2

∂x2 ψ . (3.6)

Otrzymujemy w ten sposób podstawowe równanie dynamiczne nierelatywistycz-
nej mechaniki kwantowej, równanie Schrödingera. Jego uogólnienie na przy-
padek cza

‘
stki oddziaływuja

‘
cej polega na dodaniu do prawej strony równania

członu z klasycznym potencjałem:

i~
∂

∂t
ψ = −~

2

2m
∂2

∂x2 ψ + V (x, t)ψ . (3.7)

Użyta procedura (zwana kwantowaniem) jest heureza
‘
, której słuszność może być

potwierdzona tylko poprzez użyteczność otrzymanego w ten sposób równania
do opisu mechaniki cza

‘
stek mikroświata.

Pomnóżmy obie strony równania (3.7) przez funkcje
‘
sprze

‘
żona

‘
ψ∗, a równa-

nie sprze
‘
żone zespolono,

−i~ ∂

∂t
ψ∗ = −~

2

2m
∂2

∂x2 ψ
∗ + V (x, t)ψ∗ , (3.8)

przez funkcje
‘
ψ. Naste

‘
pnie odejmujemy tak otrzymane równania od siebie stro-

nami, otrzymuja
‘
c

ψ∗
∂ψ

∂t
+ ∂ψ∗

∂t
ψ = −~2

2mi~

(
ψ∗
∂2ψ

∂x2 −
∂2ψ∗

∂x2 ψ

)
.

Łatwo sprawdzić, że powyższe równanie można zapisać w naste
‘
puja

‘
cy sposób

∂

∂t
ψ∗ψ = − ∂

∂x

[ ~
2mi

(
ψ∗
∂ψ

∂x −
∂ψ∗

∂x ψ

)]
. (3.9)

Jest to równanie cia
‘
głości

∂ρ

∂t
= − ∂ j

∂x (3.10)

dla dodatnio określonej ge
‘
stości ρ i pra

‘
du j:

ρ = ψ∗ψ (3.11)

j = ~
2mi

(
ψ∗
∂ψ

∂x −
∂ψ∗

∂x ψ

)
. (3.12)

Całkuja
‘
c obustronnie równanie (3.10) po kuli o promieniu R, otrzymamy

d

dt

[∫
KR

d3x ρ
]

=−
∫
KR

d3x ∂ j
∂x =−

∫
SR

d2s · j , (3.13)

gdzie skorzystaliśmy w ostatniej równości z twierdzenia Stokesa. Przechodza
‘
c

z R do nieskończoności i zakładaja
‘
c, że calka z ge

‘
stości istnieje (funkcja falo-

wa ψ spada dostatecznie szybko) można pokazać, że prawa strona powyższego



3.2 Relatywistyczne równanie falowe 25

równania da
‘
ży do zera. Tak wie

‘
c udowodniliśmy, iż całka po całej przestrzeni

z dodatnio określonej ge
‘
stości jest zachowana∫
d3x ψ∗(x, t)ψ(x, t) = const . (3.14)

Możemy wie
‘
c interpretować ψ∗ψ (po unormowaniu) jako ge

‘
stość prawdopo-

dobieństwa znalezienia cza
‘
stki w przestrzeni, a całke

‘
(3.14) jako całkowite

prawdopodobieństwo, zachowane w czasie.

3.2 Relatywistyczne równanie falowe

Powtórzmy rozumowanie z poprzedniego rozdziału dla przypadku relatywistycz-
nej cza

‘
stki swobodnej. Klasyczny zwia

‘
zek miedzy energia

‘
a pe

‘
dem ma w tym

wypadku naste
‘
puja

‘
ca

‘
postać:

E2 = p2c2 +m2c4 . (3.15)

Zaste
‘
puja

‘
c liczby operatorami dostaniemy(

i~
∂

∂t

)2
φ = c2

(
−i~ ∂

∂x

)2
φ + m2c4φ

i ostatecznie
1
c2
∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂x2 + m2c2

~2 φ = 0 . (3.16)

Jest to relatywistyczne równanie falowe Kleina–Gordona. Zbadajmy czy do-
puszcza ono interpretacje

‘
probabilistyczna

‘
funkcji φ.

Podobnie jak poprzednio, mnożymy równanie (3.16) przez φ∗, a jego zespo-
lono sprzeżona

‘
wersje

‘
przez φ, a naste

‘
pnie odejmujemy tak otrzymane równania

od siebie stronami otrzymuja
‘
c

1
c2

(
φ∗
∂2φ

∂t2
− ∂

2φ∗

∂t2
φ

)
= φ∗

∂2φ

∂x2 −
∂2φ∗

∂x2 φ,

co można zapisać w naste
‘
puja

‘
cy sposób

∂

∂t

(
φ∗
∂φ

∂t
− ∂φ

∗

∂t
φ

)
= ∂

∂x

[
c2
(
φ∗
∂φ

∂x −
∂φ∗

∂x φ

)]
. (3.17)

Równanie to ma forme
‘
równania cia

‘
głości (3.10) po identyfikacji

ρ = i

(
φ∗
∂φ

∂t
− ∂φ

∗

∂t
φ

)
(3.18)

j = −ic2
(
φ∗
∂φ

∂x −
∂φ∗

∂x φ

)
, (3.19)

gdzie czynnik zespolony i został wprowadzony by ρ i j były rzeczywiste.
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Podobnie jak w przypadku nierelatywistycznym, całka po trójwymiarowej
przestrzeni z ρ jest zachowana. Nie można jej niestety interpretować proba-
bilistycznie, gdyż ge

‘
stość (3.18) nie jest dodatnio określona i nie może być

interpretowana jako ge
‘
stość prawdopodobieństwa znalezienia cza

‘
stki w prze-

strzeni. Podsumowuja
‘
c, relatywistyczne równanie falowe (3.16) nie prowadzi do

interpretacji probablistycznej φ jako kwantowomechanicznej funkcji falowej. Jak
zobaczymy w rozdziale 7, równanie Kleina–Gordona odzyskuje swoje znaczenie
w kwantowej teorii pola, gdzie opisuje cza

‘
stki o spinie 0.



Rozdział 4

Równanie Diraca

4.1 Wyprowadzenie Diraca

Przyczyna
‘
, dla której nie udało sie skontruować dodatnio okrełonej ge

‘
stości sa

‘
drugie pochodne w równaniu Kleina–Gordona. Dirac zaproponował naste

‘
puja

‘
-

ce równanie pierwszego rze
‘
du w pochodnych po czasie i przestrzeni, którego

“kwadrat” prowadzi do równania Kleina–Gordona

i~
∂ψ

∂t
= (cα · p̂+βmc2)ψ , (4.1)

gdzie p̂ =−i~∂/∂x jest operatorem pe
‘
du, natomiast α= (α1,α3,α3) oraz β sa

‘
nieznanymi na razie obiektami, które moga

‘
być nieprzemienne. Równanie to

ma postać równiania Schroedingera z hamiltonianem

H = cα · p̂+βmc2 . (4.2)

Działaja
‘
c operatorem i~∂/∂t po obu stronach równania (4.1), otrzymujemy

−~2 ∂
2ψ

∂t2
= (cα · p̂+βmc2)2ψ .

Obliczaja
‘
c kwadrat operatora po prawej stronie pamie

‘
taja

‘
c, że wyste

‘
puja

‘
ce tam

wielkości moga
‘
być nieprzemienne, znajdujemy

−~2 ∂
2ψ

∂t2
=
{
c
αiαj +αj αi

2 p̂i p̂j + mc3 (αiβ + βαi) p̂i + β2m2c4
}
ψ ,

co prowadzi do równania Kleina-Gordona (3.16) dla funkcji ψ pod warunkiem,
że α i β spełniaja

‘
zwia

‘
zki

αiαj + αjαi = 2δij , αiβ + βαi = 0 , β2 = 1 . (4.3)

Obiektami spełniaja
‘
cymi reguły (4.3) sa

‘
macierze o najmniejszym wymiarze

4×4, na które dodatkowo nakładamy warunek hermitowskości

β† = β , α† = α, (4.4)

tak by hamiltonian Diraca generował unitarna
‘
ewolucje

‘
czasowa

‘
.

27
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W takim wypadku funkcja ψ jest obiektem czteroskładnikowym – bispino-
rem Diraca:

ψ =


ψ1
ψ2
ψ3
ψ4

 . (4.5)

Dwie najbardziej popularne reprezentacje macierzy α i β to

- reprezentacja Diraca (D):

β =
(

1 0
0 −1

)
αk =

(
0 σk

σk 0

)
, (4.6)

gdzie 1 jest dwuwymiarowa
‘
macierza

‘
jednostkowa

‘
, natomiast σk sa

‘
trzema

dwuwymiarowymi macierzami Pauliego (2.75),

- reprezentacja chiralna

β =
(

0 1
1 0

)
αk =

(
σk 0

0 −σk

)
. (4.7)

Ćwiczenie 14
Sprawdzić, że macierze αk i β spełniaja

‘
relacje (4.3).

Równanie Diraca ((4.1)) prowadzi do równania cia
‘
głości (3.10) z dodatnio

określona
‘
ge

‘
stościa

‘
ρ= ψ+ψ i pra

‘
dem j = cψ+αψ

∂

∂t
(ψ+ψ) = − ∂

∂x

(
cψ+αψ

)
. (4.8)

Tym samym ψ można nadać interpretacje
‘
probabilistyczna

‘
: ψ+ψ jest ge

‘
sto-

ścia
‘
prawdopodobieństwa, a

∫
d3xψ+ψ jest zachowanym całkowitym prawdopo-

dobieństwem.

Ćwiczenie 15
Wyprowadzić równanie (4.8) wychodza

‘
c z równania (4.1) i korzystaja

‘
c z her-

mitowskości macierzy αk i β.

Równanie Diraca ma dla ustalonego pe
‘
du p cztery rozwia

‘
zania w posta-

ci fali płaskiej (3.1): dwa z dodatnia
‘
wartościa

‘
energii E = +

√
p2c2 +m2c4 i

dwa z ujemna
‘
wartościa

‘
energii E = −

√
p2c2 +m2c4. W zwia

‘
zku z istnieniem

rozwia
‘
zań o ujemnej energii pojawia sie

‘
problem ich interpretacji, istnieja

‘
cy

również dla równania Kleina–Gordona. Cza
‘
stki o dodatniej energii oddziaływuja

‘
c

z promieniowaniem powinny przechodzić do stanów o ujemnej energii wyzwalaja
‘
c

ogromna
‘
ilość energii. Materia jest jednak stabilna i takich przejść sie

‘
nie ob-

serwuje. Dirac zaproponował rozwia
‘
zanie tego problemu poprzez wypełnienie

wszystkich stanów o ujemnej energii elektronami spełniaja
‘
cymi zakaz Pauliego.
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W takiej sytuacji żaden elektron o dodatniej energii nie może przejść do stanu
o ujemnej energii.

Postuluje sie
‘
, że tak określony stan o najniższej energii (próżnia Diraca)

nie wpływa na własności obserwowanego wszechświata maja
‘
c zerowa

‘
energie

‘
i ładunek. Na skutek oddziaływania z promieniowaniem (o energii E > 2mc2)
elektrony z próżni moga

‘
byc wzbudzone do stanu o dodatniej energii. Jednocze-

śnie próżnia, traca
‘
c ladunek −e i ujemna

‘
energie

‘
, zachowuje sie

‘
jak antycza

‘
stka

(dziura) o dodatnim ładunku e i dodatniej energii. Tak wie
‘
c foton promieniowa-

nia wykreował pare
‘
elektron-pozytron o dodatnich energiach. Podsumowuja

‘
c,

sprze
‘
gnie

‘
cie równania Diraca z promieniowaniem wyprowadza poza jednocza

‘
-

stkowa
‘
mechanike

‘
kwantowa

‘
poprzez procesy kreacji i anihilacji cza

‘
stek. Ich

całkowita liczba nie jest zachowana.
Rozwia

‘
zanie z próżnia

‘
Diraca nie stosuje sie

‘
do cza

‘
stek o spinie zero, bo-

zonów. Nie można wie
‘
c traktować antycza

‘
stek jako dziur w próżni bozonowej.

Cza
‘
stki takie jednak istnieja

‘
, sa

‘
to na przykład mezony π±. Niezbe

‘
dny jest wie

‘
c

relatywistycznie niezmienniczy opis procesów kwantowch, w którym cza
‘
stki i

antycza
‘
stki sa

‘
traktowane symetrycznie, i który w sposób naturalny dopuszcza

kreacje
‘
i anihilacje

‘
cza

‘
stek bez uciekania sie

‘
do tak sztucznej konstrukcji jak

próżnia Diraca. Opis taki dostarcza kwantowa teoria pola.

4.2 Równania Weyla

Kłada
‘
c m = 0 w równaniu (4.1) z macierzami α i β w reprezentacji chiralnej

otrzymujemy dwa niezależne równania Weyla:

i~
∂φ

∂t
= cσ · p̂φ

i~
∂χ

∂t
= −cσ · p̂χ, (4.9)

gdzie φ oraz χ sa
‘
dwuskładnikowymi spinorami Weyla (2.82), co udowodnimy

w rozdziale 5.1.
Równania Weyla można także otrzymać zauważaja

‘
c, że m= 0 w równaniu

Diraca eliminuje z rozważań β. Istotny jest wtedy tylko pierwszy ze zwia
‘
zków

(4.3) dla trzech macierzy α. Jest on spełniony przez trzy dwuwymiarowe ma-
cierze Pauliego σ (2.75), gdyż z relacji (2.76) wynika

σiσj + σjσi = 2δij . (4.10)

Zwia
‘
zek ten jest również słuszny dla macierzy −σ. Sta

‘
d otrzymujemy dwa nie-

zależne równania (4.9).
W przeciwieństwie do równania Diraca, równania Weyla nie sa

‘
one nie-

zmiennicze wzgle
‘
dem odbić przestrzennych: x→−x i w zwia

‘
zku z tym zostały

zaakceptowane dopiero po odkryciu łamania parzystości P przez oddziaływania
słabe, opisuja

‘
c bezmasowe neutrina o określonej skre

‘
tności.
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4.3 Niezmienniczość Lorentza równania Diraca

Aby znaleźć jawnie niezmiennicza
‘
postać równania Diraca pomnóżmy równanie

(4.1) z lewej strony przez macierz β

i~β
∂ψ

∂t
= (−i~cβα · ∂

∂x + mc2)ψ . (4.11)

Wprowadźmy naste
‘
pnie macierze gamma Diraca γµ = (γ0,γ):

γ0 = β , γ = βα. (4.12)

Dziela
‘
c obie strony równania (4.11) przez ~c oraz wykorzystuja

‘
c definicje

‘
gra-

dientu ∂µ = (∂ct,∂x), otrzymujemy naste
‘
puja

‘
ca

‘
postać równania Diraca(

iγµ∂µ−
mc

~

)
ψ(x) = 0 . (4.13)

Przedyskutujmy własności macierzy gamma. Korzystaja
‘
c z relacji (4.3) otrzy-

mujemy nast-",,-aa
‘
-ee

‘
-AA

‘
-EE

‘
-lł-LŁ-oó-OÓ-cć-CĆ-nń-NŃ-sś-SŚ-xź-XŹ-zż-ZŻepu-

ja
‘
ce reguły antykomutacji

γµγν +γνγµ = 2gµν . (4.14)

gdzie gµν = diag(1,−1,−1,−1). Macierze β i α sa
‘
hermitowskie, a wie

‘
c dla

macierzy gamma zachodzi

(γ0)† = γ0 (γk)† =−γk (4.15)

co prowadzi do ogólnej relacji

(γµ)† = γ0 γµ γ0 . (4.16)

Dla dwóch najbardziej popularnych reprezentacji (4.6) i (4.7) znajdujemy:

- reprezentacja Diraca (D):

γ0
D =

(
1 0
0 −1

)
γkD =

(
0 σk

−σk 0

)
(4.17)

- reprezentacja chiralna (C):

γ0
C =

(
0 1
1 0

)
γkC =

(
0 −σk
σk 0

)
. (4.18)

W 3+1 wymiarach wszystkie reprezentacje macierzy gamma sa
‘
unitarnie rów-

noważne. Na przykład, dla powyższych reprezentacji istnieje unitarna macierz
U taka, że zachodzi

γµD = U γµC U
† . (4.19)
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Ćwiczenie 16
Pokazać, że unitarna macierz transformacji we wzorze (4.19) to

U = 1√
2

(
1 1
1 −1

)
. (4.20)

Po tym przygotowaniu możemy powrócić do głównego problemu. Równanie
(4.13) jest niezmiennicze wzgle

‘
dem właściwych ortochronicznych przekształceń

Lorentza pod warunkiem, że ψ transformuje sie
‘
w naste

‘
puja

‘
cy sposób

ψ′(x′) = S(L)ψ(x) , (4.21)

gdzie S(L) jest nieosobliwa
‘
, czterowymiarowa

‘
macierza

‘
, niezależna

‘
od punktów

czasoprzestrzeni.
Aby znaleźć postać tej macierzy pomnóżmy (4.13) przez S(L) z lewej strony

oraz wykorzystajmy zwia
‘
zek ∂µ = Lαµ∂

′
α ,(

iSγµS−1Lαµ︸ ︷︷ ︸∂ ′α−mc~
)
ψ′(x′) = 0 . (4.22)

Otrzymane równanie ma postać równania Diraca w zmiennych primowanych
pod warunkiem, że podkreślone wyrażenie jest równe γα,

S(Λ)γµS−1(Λ)Lαµ = γα . (4.23)

Innymi słowy, macierze S musza
‘
spełniać równoważna

‘
relacje

‘

S−1(L)γαS(L) = Lαµ γ
µ . (4.24)

Wzór ten definiuje reprezentacje
‘
bispinorowa

‘
grupy Lorentza, gdyż dla dowol-

nych przekształceń Lorentza L1, L2 zachodzi

S(L1)S(L2) = S(L1L2) . (4.25)

Ćwiczenie 17
Udowodnić relacje

‘
(4.25) i pokazać, że zbiór macierzy S(L) tworzy reprezentacje

‘
grupy Lorentza.

W naste
‘
pnym rozdziale skonstruujemy macierze S(L), które spełniaja zwia

‘
zek

(4.24), warunkuja
‘
cy niezmienniczość Lorentza równania Diraca. Tym samym,

znajdziemy prawo transformacyjne dla bispinorów Diraca.
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Bispinory Diraca

5.1 Bispinorowa transformacja Lorentza

Poszukajmy macierz S(L), ktoa spełnia zwia
‘
zek (4.24), w naste

‘
puja

‘
cej postaci

S(L) = exp
{
− i

4 ωµν σ
µν
}
, (5.1)

gdzie ωµν = −ωνµ sa
‘
6-oma rzeczywistymi parametrami (2.61) transformacji

Lorentza, natomiast
σµν =−σνµ (5.2)

jest układem 6-u macierzy 4×4, których postać chcemy znaleźć.
Rozważmy w tym celu infinitezymalne przekształcenie Lorentza (2.15), dla

którego ωµν = εµν � 1. Odpowiadaja
‘
ca mu macierz spinorowa to

S = 1− i
4 εµν σ

µν S−1 = 1 + i
4 εµν σ

µν . (5.3)

Po podstawieniu do warunku (4.24) otrzymujemy

(1 + i
4 εµν σ

µν)γα (1− i
4 εµν σ

µν) = (δαν + εαν)γν . (5.4)

Porównuja
‘
c wyrażenia pierwszego rze

‘
du w ε po obu stronach, dostajemy

[γα , σµν ] = 2i(gαµγν−gανγµ) . (5.5)

Warunek antysmetrii (5.2) prowadzi do wniosku, że σµν = c[γµ,γν ]. Współczyn-
nik proporcjonalności c wyznaczymy z warunku (5.5). Policzmy

1
c

[γα , σµν ] = γα (γµγν−γνγµ)− (γµγν−γνγµ)γα

= (γαγµγν−γµ γνγα︸ ︷︷ ︸)− (γαγν︸ ︷︷ ︸γµ−γνγµγα)

= (γαγµ+γνγα)γν− 2gανγµ+ γν(γαγµ+γµγα)− 2gανγµ

= 4gαµγν− 4gανγµ (5.6)

32
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Sta
‘
d znajdujemy 4c= 2i i ostatecznie

σµν = i

2 [γµ,γν ] . (5.7)

Korzystuja
‘
c z relacji (4.16) łatwo udowodnić zwia

‘
zek

(σµν)† = γ0σµν γ0 , (5.8)

który zapisać można dla składowych

(σ0i)† =−σ0i , (σik)† = σik . (5.9)

Ćwiczenie 18
Udowodnić relacje (5.8) i (5.9).

Porównuja
‘
c postać (5.1) transformacji Lorentza z postacia

‘
(2.62) dla trans-

formacji wektorowej widzimy, że macierze

Jµν = 1
2 σ

µν = i
4 [γµ,γν ] (5.10)

sa
‘
spinorowymi generatorami transformacji Lorentza. Obroty euklidesowe wokól

osi 1̂, 2̂, 3̂ sa
‘
generowane przez operatory

Si = 1
2εijkJ

jk = 1
4 εijk σ

jk . (5.11)

Ze wzgle
‘
du na warunek hermitowskości macierzy σjk (drugi ze zwiazków (5.9))

jest to operator hermitowski i spinorowa transformacja obrotów euklidesowych
jest realizowana przez operator unitarny. Podobnie, pchnie

‘
cia lorentzowskie

wzdłuż tych samych osi sa
‘
generowane przez

Ki = J0i = 1
2 σ

0i = i
2γ

0γi . (5.12)

Tym razem nie sa
‘
to operatory hermitowskie ze wzgle

‘
du na własność anyther-

mitowskości macierzy σ0i. Spinorowe operatory pchnie
‘
ć nie sa

‘
wie

‘
c operatorami

unitarnymi.
Generatory Si oraz Ki spełniaja‘ algebre‘ Liego grupy Lorentza

[Si, Sj ] = iεijkSk

[Si, Kj ] = iεijkKk

[Ki, Kj ] = −iεijkSk . (5.13)

Macierze Si spełniaja‘ algebre‘ grupy trójwymiarowych obrotów. Identyfikujemy
je jako operatory wewne

‘
trznego kre

‘
tu cza

‘
stki Diraca – spinu. Licza

‘
c wartość

spinu s z relacji

S2 = s(1 +s) = 1
4

{
(σ23)2 + (σ31)2 + (σ12)2

}
= 3

4 , (5.14)

przekonujemy sie
‘
, że spin s= 1

2 dla cza
‘
stki Diraca.
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Ćwiczenie 19
Sprawadzić, że słuszne sa

‘
relacje komutacji (5.13). Znaleźć jawna

‘
postać gene-

ratorów w reprezentacji Diraca.

Wprowadzaja
‘
c parametry φ oraz β zgodnie z definicja

‘
(2.61), dostaniemy

dla transformacji bispinorowej

S(L) = exp(−iφ ·S− iβ ·K) . (5.15)

Podsumujmy, że z własności (5.9) wynika

S† = S , K† =−K . (5.16)

Tak wie
‘
c macierz transformacji spinorowej S(L) jest macierza

‘
unitarna

‘
tylko

dla obrotów euklidesowych. W ogólności otrzymujemy

S†(L)γ0 = γ0S−1(L) , (5.17)

gdyż na podstawie (5.8) zachodzi

S†(L) =
(
e−

i
4 ωµν σ

µν
)†

= e
i
4 ωµν (σµν)† = γ0 e

i
4 ωµν σ

µν
γ0 = γ0S

−1(L)γ0 .

Dla obrotów euklidesowych można przestawić γ0 w relacji (5.17) i otrzymać
warunek unitarności dla genertorów obrotów S.

Ćwiczenie 20
Korzystaja

‘
c ze wzoru (7.40) i relacji komutacji (5.5) pokazać, że

S(L) = exp{− i
2 βσ

01} (5.18)

generuje boost wzdłuż osi 1̂ z pre
‘
dkościa β (porównaj Ćwiczenie 9):

S−1(L)γ0S(L) = γ0 coshβ + γ1 sinhβ
S−1(L)γ1S(L) = γ0 sinhβ + γ1 coshβ .

Ćwiczenie 21
Podobnie udowodnić, że transformacja

S(L) = exp{− i
2 φσ

23} (5.19)

generuje obrót w płaszczyźnie (2̂3̂) o ka
‘
t φ:

S−1(L)γ2S(L) = γ2 cosφ − γ3 sinφ
S−1(L)γ3S(L) = γ2 sinφ + γ3 cosφ.
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Ćwiczenie 22
Udowodnić, że transformacja (5.19) zmienia znak przy obrocie o ka

‘
t φ= 2π.

Zmiana znaku bispinora jest zwia
‘
zana z kwadratowa

‘
relacja

‘
(4.24) pomie

‘
dzy

macierzami reprezentacji spinorowej grupy Lorenzta S(L) a przekształceniem
Lorentza L. Sta

‘
d zmiana znaku S(L) przy obrocie o ka

‘
t 2π nie wpływa na

macierz L. Spinor powraca do wyjściowej wartości dopiero po obrocie o ka
‘
t 4π.

W ten sposób każdemy przekształceniu Lorentza odpowiadaja
‘
dwie macierze

±S(L) i reprezentacja bispinorowa dwukrotnie nakrywa grupe
‘
Lorentza.

5.2 Bispinory Diraca a spinory Weyla

Interesuja
‘
cy jest zwia

‘
zek bispinorów Diraca z dwuskładnikowymi spinorami

Weyla (2.82). Rozważmy reprezentacje
‘
chiralna

‘
(4.18) macierzy Diraca. W re-

prezentacji tej generatory spinu S i boostu K sa
‘
kwasidiagonalne:

S = 1
2

(
σ 0
0 σ

)
K = i

2

(
σ 0
0 −σ

)
. (5.20)

W takim przypadku macierz transformacji bispinorowej (5.15) przyjmuje postać

S(Λ) =
(

e− i
2 φ·σ+ 1

2 β·σ 0
0 e− i

2 φ·σ−
1
2 β·σ

)
. (5.21)

Widzimy, że dwie górne i dwie dolne składowe bispinora Diraca w reprezentacji
chiralnej,

ψC =
(
φ
χ

)
, (5.22)

transformuja
‘
sie

‘
zgodnie z regułami (2.83) dla spinorów Weyla. Sta

‘
d wynika

uzasadnienie dla nazwy bispinor.

Ćwiczenie 23
Korzystaja

‘
c z postaci macierzy (4.19) pokazać, że w reprezentacji Diraca za-

chodzi

ψD = U ψC = 1√
2

(
φ+χ
φ−χ

)
. (5.23)

5.3 Dwuliniowe kombinacje spinorowe

Zdefiniujmy najpierw macierz

γ5 ≡ γ5 = iγ0γ1γ2γ3. (5.24)
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Z relacji (4.14) i (4.16) wynikaja
‘
naste

‘
puja

‘
ce zwia

‘
zki:

(γ5)† = γ5 (γ5)2 = 1 γ5γµ+γµγ5 = 0 . (5.25)

W reprezentacjach (4.6) oraz (4.7) macierzy Diraca, γ5 przyjmuje naste
‘
puja

‘
ca

‘
postać:

- reprezentacja Diraca

γ5 =
(

0 1
1 0

)
(5.26)

- reprezentacja chiralna

γ5 =
(

1 0
0 −1

)
. (5.27)

Macierz γ5 spełnia nate
‘
puja

‘
cy zwia

‘
zek

S−1(L)γ5S(L) = det(L)γ5 . (5.28)

Aby go udowodnić, zapiszmy γ5 w formie

γ5 =− i

4! εµνµν γ
µγνγαγβ , (5.29)

a naste
‘
pnie rozważmy

S−1 γ5S = − i

4! εµνµν S
−1 γµγνγαγβ S

= − i

4! εµνµν (S−1γµS)(S−1γνS)(S−1γαS)(S−1γβS)

= − i

4! εµνµν L
µ
µ′L

ν
ν′L

α
α′L

β
β′γ

µ′γν
′
γα
′
γβ
′

= − i

4! det(L)εµ′ν′α′β′ γµ
′
γν
′
γα
′
γβ
′ = det(L)γ5 .

W dowodzie wpisaliśmy SS−1 = 1 pomie
‘
dzy każda

‘
z macierzy gamma, a naste

‘
-

pnie wykorzystaliśmy wzór (4.24) oraz prawo transformacyjne (2.43).

Ćwiczenie 24
Sprawdzić relacje (5.25) oraz wyprowadzić postać (5.26) i (5.27).

Wzór (5.17) pozwala udowodnić, że poniższe biliniowe formy, zwane pra
‘
dami,

transformuja
‘
sie

‘
odpowiednio jak skalar (S), wektor (V), tensor (T), pseudo-

skalar (P) i pseudowektor (A):

S : ψψ = j → j′ = j (5.30)
V : ψγµψ = jµ → j′µ = Lµν j

ν (5.31)
T : ψσµνψ = jµν → j′µν = LµαL

ν
β j

µν (5.32)
P : ψγ5ψ = j5 → j′5 = det(L)j5 (5.33)
A : ψγµγ5ψ = jµA → j′µA = det(L)Lµν jνA . (5.34)
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Rozważmy pra
‘
d wektorowy V . Udowodnimy na jego przykładzie tensorowy

charakter pierwszych trzech pra
‘
dów:

ψ′γµψ′ = ψ†S† γ0 γµSψ = ψ†γ0(S−1γµS)ψ = Lµν (ψγνψ) , (5.35)

gdzie wykorzystaliśmy najpierw własność (5.17), a naste
‘
pnie (4.24).

Aby uzasadnić pseudotensorowy charakter dwóch ostatnich pra
‘
dów wyko-

rzystamy zwia
‘
zek (5.28). Na przykład, dla pseudoskalara S otrzymamy

ψ′ γ5ψ′ = ψ†S†γ0γ5Sψ = ψ† γ0(S−1γ5S)ψ = det(L)ψγ5ψ . (5.36)

Obecność wyznacznika powoduje, że przy odbiciach z det(L) =−1, pseudoskalar
zmienia znak na przeciwny. Podobnie zachowuja

‘
sie

‘
składowe pra

‘
du axialnego,

tworza
‘
ce pseudowektor jµ5 .

Macierze
Γ = {1, γµ, σµν , γµγ5, γ5} (5.37)

tworza
‘
układ zupełny 16 macierzy w przestrzeni liniowej macierzy 4×4 o współ-

czynnikach zespolonych. Tak wie
‘
c, dowolna macierz O z tej przestrzeni może by

przedstawiona jako kombinacja liniowa macierzy Γ. W szczególności, najogól-
niejsza postać biliniowej kombinacja bispinorów może byc rozłożona w bazie
pra

‘
dów (5.30)–(5.34).

ψOψ = cj + cµ j
µ + cµν j

µν + cAµ j
µ
A + c5j5 . (5.38)

Jak pokazuje doświadczenie, pra
‘
dy naładowane oddziaływań słabych maja

‘
struk-

ture
‘
V −A, czyli

lµ = jµ− jµA = ψγµ(1−γ5)ψ . (5.39)

Ćwiczenie 25
Udowodnić pozostałe reguły transformacyjne dla pra

‘
dów.

Ćwiczenie 26
Udowodnić wykorzystuja

‘
c równanie Diraca, że pra

‘
d wektorowy jest zachowany

∂µ j
µ = ∂µ

(
ψγµψ

)
= 0 . (5.40)

Znaleźć składowe tego pra
‘
du i porównać z równaniem cia

‘
głości (4.8). Pra

‘
d jµ

jest wie
‘
c pra

‘
dem prawdopodobieństwa dla równania Diraca.

Ćwiczenie 27
Pokazać, że gdy masa w równaniu Diraca jest równa zeru, to zachowany jest
również pra

‘
d aksjalny:

∂µ j
µ
A = ∂µ

(
ψγµγ5ψ

)
= 2imψγ5ψ = 0 . (5.41)
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5.4 Spinory chiralne

Macierz γ5 pełni role
‘
operatora chiralności. Z własności (γ5)2 = 1 oraz hermi-

towskości wynika, że jego wartości własne (zwane chiralnościa
‘
) wynosza

‘
±1,

γ5ψ± = ±ψ± . (5.42)

Wektory własne ψ± sa
‘
nazywane bispinorami chiralnymi (lub bispinorami Wey-

la). Chiralność jest niezmiennikiem transformacji Lorentza , gdyż

[γ5, σµν ] = 0 => [γ5, S(L)] = 0 . (5.43)

dla dowolnej transformacji Lorentza L. Tak wie
‘
c przetransformowany bispinor

ψ′± = S(L)ψ± (5.44)

spełnia równanie (5.42) dla tych samych wartości chiralności.
Dowolny bispinor można rozłożyć na sume

‘
bispinorów o przeciwnych chiral-

nościach przy pomocy operatorów:

P± = 1
2 (1±γ5) . (5.45)

Zachodzi bowiem
γ5P± = ±P± , (5.46)

ska
‘
d wynika, że

ψ± = P±ψ . (5.47)

Operatory P± sa
‘
ortogonalnymi operatorami rzutowymi

(P±)† = P± (P±)2 = P± P+P− = P−P+ = 0 . (5.48)

Rozkładaja
‘
one przestrzeń liniowa

‘
bispinorów na sume

‘
prosta

‘
dwóch podprze-

strzeni o określonej chiralności, gdyż

P+ + P− = 1 (5.49)

i wtedy dla dowolnego bispinora otrzymujemy

ψ = (P+ +P−)ψ = (P+ψ) + (P−ψ) = ψ+ + ψ− . (5.50)

Ćwiczenie 28
Udowodnić własności (5.46) – (5.50).

Rzutuja
‘
c równanie Diraca (4.13) na podprzestrzenie o określonej chiralności

i korzystaja
‘
c z własności

P± γ
µ = γµP∓ , (5.51)

dostaniemy (po położeniu ~ = c= 1)

iγµ∂µψ+−mψ− = 0 (5.52)
iγµ∂µψ−−mψ+ = 0 (5.53)
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Tak wie
‘
c, niezerowa masa miesza bispinory o różnych chiralnościach.

Ćwiczenie 29
Udowodnić, że w reprezentacji chiralnej spinory o określonej chiralności to

ψ+ =
(
φ
0

)
, ψ− =

(
0
χ

)
, (5.54)

Bispinory chiralne maja
‘
wie

‘
c o połowe

‘
mniej składowych rzeczywistych niż

bispinory Diraca.

5.5 Chiralność a skŗetność

W przypadku bezmasowym równania Diraca (5.52) rozpadaja sie
‘
na dwa nie-

zależne równania dla bispinorów chiralnych

iγµ∂µψ±(x) = 0 . (5.55)

Podstawiaja
‘
c rozwia

‘
zanie w postaci fal płaskich

ψ±(x) = ψ̃±(k)e−i(k0t−k·x) , (5.56)

znajdziemy
(γ0k0−γ ·k) ψ̃±(k) = 0 . (5.57)

Mnoża
‘
c obie strony równania przez (γ0k0−γ ·k), otrzymamy po wykorzystaniu

reguł komutacji (4.14): {
(k0)2−k2

}
ψ̃±(k) = 0 . (5.58)

Niezerowe rozwia
‘
zania powyższego równania istnieja

‘
dla k0 =±|k|.

Wybieraja
‘
c rozwia

‘
zanie z dodatnia

‘
wartościa

‘
k0, zapiszemy równanie (5.57)

w postaci
γ0γ ·k
|k| ψ̃±(k) = ψ̃±(k) . (5.59)

Zdefiniujmy naste
‘
pnie operator skre

‘
tności, czyli rzutu spinu na kierunek pe

‘
du

cza
‘
stki,

h= 2 S ·k
|k|

, (5.60)

gdzie operator spinu S jest zdefiniowany we wzorze (5.11), a czynnik 2 jest
wygodna

‘
konwencja

‘
. Operator ten można zapisać przy pomocy macierzy gam-

ma,

h= i

|k|

(
k1γ2γ3 +k2γ3γ1 +k3γ1γ2

)
. (5.61)
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Obliczmy naste
‘
puja

‘
ce wyrażenie

γ5h = i

|k|

(
k1γ5γ

2γ3 +k2γ5γ
3γ1 +k3γ5γ

1γ2
)

= i

|k|

(
k1(−iγ0γ1) +k2(−iγ0γ2) +k3(−iγ0γ3)

)
= γ0γ ·k
|k| .

Tak wie
‘
c równanie (5.59) można zapisać w postaci

γ5hψ̃±(k) = ψ̃±(k) . (5.62)

Mnoża
‘
c z lewej strony przez γ5, otrzymujemy:

hψ̃± = γ5 ψ̃± = ± ψ̃± . (5.63)

Widzimy, że w przypadku bezmasowym spinory chiralne spełniaja
‘
ce równanie

Weyla sa
‘
stanami własnymi operatora skre

‘
tności. Sta

‘
d dla rozwia

‘
zań z dodatnia

‘
energia

‘
k0 = |k| (cza

‘
stek) zachodzi:

CHIRALNOŚĆ = SKRE
‘
TNOŚĆ .

Łatwo sprawdzić, że wybór k0 =−|k| w równaniu (5.57) (antycza
‘
stek) prowadzi

do zwia
‘
zku:

CHIRALNOŚĆ = −SKRE
‘
TNOŚĆ .

W obu przypadkach równania Weyla opisuja
‘
bezmasowe cza

‘
stki o określonej

skre
‘
tności. Masowe spinory chiralne nie maja

‘
określonej skre

‘
tności. Można ja

‘
bowiem zmienić przy pomocy transformacji Lorentza, w przeciwieństwie do
chiralności, która jest niezmiennikiem tej transformacji.

Ćwiczenie 30
Pokazać, wykonuja

‘
c obrót wokół kierunku pe

‘
du k, że spinory spełniaja

‘
ce rów-

nania Weyla “kre
‘
ca

‘
sie

‘
w przeciwne strony”, tzn. pod wpływem obrotu o ka

‘
t

φ, zachodzi
φ+ → e−iφ/2φ+ φ− → eiφ/2φ− . (5.64)

5.6 Odbicie przestrzenne bispinora

Rozważmy operacje
‘
odbicia przestrzennego x→ −x wraz z towarzysza

‘
ca

‘
jej

transformacja
‘
spinora

ψP (t,x) = P ψ(t,−x) , (5.65)

gdzie P jest macierza
‘
, która

‘
należy znaleźć z warunku niezmienniczości równa-

nia Diraca wzgle
‘
dem tej operacji.

Dokonuja
‘
c transformacji x→−x w równaniu Diraca{

iγ0∂t+ iγ ·∂x−m
}
ψ(t,x) = 0 (5.66)
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otrzymujemy {
iγ0∂t− iγ ·∂x−m

}
ψ(t,−x) = 0 . (5.67)

Zauważmy, że jeśli macierze (γ0,γ) spełniaja
‘
algebre

‘
Clifforda (4.14) to speł-

niaja
‘
ja
‘
również macierze (γ0,−γ). W czterowymiarowej czasoprzestrzeni wszy-

stkie reprezentacje algebry Clifforda sa
‘
równoważne. Istnieje wie

‘
c nieosobliwa

macierz podobieństwa P łacza
‘
ca te dwie reprezentacje, tzn. zachodzi

γ0 = P−1γ0P −γ = P−1γP . (5.68)

Podstawiaja
‘
c te zwia

‘
zki do równania (5.67), otrzymujemy równanie Diraca dla

odbitego spinora (5.65){
iγ0∂t+ iγ ·∂x−m

}
ψP (t,x) = 0 . (5.69)

Z warunków (5.68) i reguł przestawiania dla macierzy gamma wynika, że

P = P−1 = γ0 (5.70)

może pełnić role
‘
operatora parzystości.

Zauważmy, że dla operatorów rzutowych na stany o określonej chiralności
P± zachodzi

γ0P± = P∓γ
0 . (5.71)

Wynika sta
‘
d, że odbicie przestrzenne zmienia chiralność na przeciwna

‘

(ψ±)P (x) = P P±ψ(−x) = P∓Pψ(−x) = P∓ψ
P (x) = (ψP )∓(x) .

Teorie ze złamana
‘
symetria

‘
P , na przykład teoria oddziaływań elektrosłabych,

nie sa
‘
niezmiennicze ze wzgle

‘
du na zamiane

‘
spinorów chiralnych.

Transformacja odbicia przestrzennego wia
‘
że również dwa równania Weyla,

przekształcaja
‘
c jedno z nich w drugie. Wynika sta

‘
d, że teoria, w której istnie-

je pole bezmasowe o tylko jednej skre
‘
tności (na przykład, pole lewoskre

‘
tnych

neutrin w modelu standardowym) nie jest niezmiennicza wzgle
‘
dem odbić prze-

strzennych.

5.7 Sprz̧eżenie ładunkowe

Zdefiniujemy operacje
‘
sprze

‘
żenia ładunkowego dla bispinora Diraca. W tym

celu sprze
‘
gnijmy pole Diraca z polem elektromagnetycznym Aµ przy pomocy

zasady minimalnego sprze
‘
żenia omówiona

‘
szczegółowo w rozdziale 11:

∂µ→ ∂µ+ ieAµ , (5.72)

gdzie e> 0 jest elementarnym ładunkiem elektrycznym. Równanie Diraca (4.13)
przyjmuje wie

‘
c naste

‘
puja

‘
ca

‘
postać

{iγµ(∂µ+ ieAµ)−m}ψ(x) = 0 . (5.73)
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Pole sprze
‘
żone ładunkowo ψc, spełnia analogiczne równanie z przeciwna

‘
warto-

ścia
‘
ładunku

{iγµ(∂µ− ieAµ)−m}ψc(x) = 0 . (5.74)

Operacja sprze
‘
żenia ładunkowego przeprowadza bispinor ψ w jego sprze

‘
że-

nie ładunkowe ψc. Aby znaleźć jej jawna
‘
postać dokonajmy sprze

‘
żenia zespolo-

nego równania (5.73)

{−i(γµ)∗(∂µ− ieAµ)−m}ψ∗(x) = 0 . (5.75)

Zarówno macierze γµ jaki i −(γµ)∗ spełnia algebre
‘
(4.14). Istnieje wie

‘
c w czte-

rech wymiarach nieosobliwa macierz podobieństwa C taka, że zachodzi

−(γµ)∗ = C−1γµC . (5.76)

Podstawiaja
‘
c ten zwia

‘
zek do równania (5.75), a naste

‘
pnie mnoża

‘
c je z lewej

strony przez C, otrzymamy

{iγµ(∂µ− ieAµ)−m}Cψ∗(x) = 0 . (5.77)

Poprzez porównanie z (5.74) znajdujemy

ψc(x) = Cψ∗(x) . (5.78)

Macierz sprze
‘
żenia ładunkowego C spełnia zwia

‘
zek (5.76) lub relacje

‘
równo-

ważna
‘

γµ = −C (γµ)∗C−1 . (5.79)
Na macierze C można nałożyć dodatkowy warunek zgodny z relacja

‘
(5.76):

C−1 = C∗ => CC∗ = C∗C = 1 , (5.80)

co łatwo sprawdzić sprze
‘
gaja

‘
c (5.76) i porównuja

‘
c z (5.79). Ponadto zachodzi

(σµν)∗ = −C−1σµνC (5.81)
(γ5)∗ = −C−1γ5C . (5.82)

Bispinor ψc transformuje sie
‘
tak samo jak bispinor ψ. Korzystaja

‘
c bowiem

z wyniku (5.81), znajdziemy

(ψc)′ = (Cψ∗)′ = C(ψ∗)′ = C e
i
4 ωµν (σµν)∗ ψ∗

= C e−
i
4 ωµν C

−1σµνC ψ∗ = CC−1 e−
i
4 ωµν σ

µν
Cψ∗

= e−
i
4 ωµν σ

µν
ψc . (5.83)

Ćwiczenie 31
Udowodnić relacje (5.81) i (5.82). Ponadto, korzystaja

‘
c z warunku (5.80) udo-

wodnić
(ψc)c = ψ . (5.84)
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Zapiszmy na koniec warunek sprze
‘
żenia ładunkowego dla bispinorów chiral-

nych. Wykorzystuja
‘
c własność (5.82) sprze

‘
żenia ładunkowego, otrzymujemy

(ψ±)c = C
1± (γ5)∗

2 ψ∗ = C
1∓C−1γ5C

2 ψ∗ = 1∓γ5
2 Cψ∗ = (ψc)∓ . (5.85)

Tak wie
‘
c, sprze

‘
żenie ładunkowe zmienia chiralność na przeciwna

‘
.

Ćwiczenie 32
W reprezentacji chiralnej i reprezentacji Diraca jedynie γ2 ma elementy zespo-
lone: (γ2)∗ =−γ2. Pokazać, że relacja (5.76) z C−1 = C∗ przyjmuje postać

C∗γ2C = γ2 , C∗γkC =−γk , k = 0,1,3 ,

ska
‘
d wynika naste

‘
puja

‘
ca postać macierzy sprze

‘
żenia ładunkowego

C = eiφ γ2 = eiφ
(

0 −σ2
σ2 0

)
, (5.86)

gdzie φ jest dowolna
‘
faza

‘
. Otrzymujemy w ten sposób macierz symetryczna

‘
:

CT = C.
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Równanie Majorany

Bispinory ψ oraz ψc transformuja
‘
sie

‘
tak samo pod wplywem transformacji

Lorentza, sta
‘
d w sytuacji gdy ψ 6= ψc istnieje oprócz równania Diraca dwa inne

równania niezmiennicze wgle
‘
dem właściwych ortochronicznych transformacji

Lorentza, zwane równaniami Majorany

iγµ∂µψ−Mψc = 0 (6.1)

iγµ∂µψ
c−Mψ = 0 . (6.2)

Równania te nie sa
‘
niezależne, gdyż ła

‘
czy je sprze

‘
żenie ładunkowe. Sprze

‘
gaja

‘
c

zespolono na przykład pierwsze z nich, dostaniemy:

−i(γµ)∗∂µψ∗ −MC∗ψ = 0 . (6.3)

Mnoża
‘
c obie strony przez macierz sprze

‘
żenia ładunkowego C, a naste

‘
pnie wy-

korzystuja
‘
c relacje (5.79) i (5.80), dostaniemy drugie równanie. Dla ustalenia

uwagi odta
‘
d rozważać be

‘
dziemy równanie (6.1).

Wyste
‘
puja

‘
cy w równaniach Majorany parametr M jest masa

‘
, zwana

‘
masa

‘

Majorany, gdyż ψ (i podobnie ψc) spełnia równanie Kleina–Gordona z masa
‘

M . Działaja
‘
c bowiem operatorem i/∂ = iγµ∂µ po obu stronach równania (6.1) i

korzystaja
‘
c z (6.2), otrzymujemy

(�+M2)ψ = 0 . (6.4)

Masa Majorany jest na ogół różna od masy Diraca.
Równanie Majorany nie jest niezmiennicze wgle

‘
dem transformacji fazo-

wych: ψ→ exp{−iλ}ψ. Nie istnieje wie
‘
c zachowany ładunek elektryczny, tak jak

w teorii Diraca. Równania Majorany nadawałoby sie
‘
wie

‘
c do opisu neutralnych

fermionów z masa
‘
– masowych neutrin. Podobnie, nie jest zachowana cza

‘
stkowa

liczba leptonowej istnieja
‘
ca w standardowym sformułowaniu teorii oddziaływań

elektrosłabych, w którym neutrina pozostaja
‘
bezmasowe. Tak wie

‘
c, w przypad-

ku istnienia neutrin masowych cza
‘
stkowa liczba leptonowa nie jest zachowana.

Zapiszmy równanie Majorany dla składowych chiralnych. Działaja
‘
c opera-

torami rzutowymi P± na równanie (6.1), a naste
‘
pnie wykorzystuja

‘
c zwia

‘
zki

44
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(5.85), otrzymujemy dwa równania

i/∂ψ+−M(ψ+)c = 0 (6.5)
i/∂ψ−−M(ψ−)c = 0 (6.6)

W przeciwieństwie do równania Diraca składowe chiralne bispinora nie mieszaja
‘

sie
‘
. Tak wie

‘
c masowe neutrina maja

‘
określona

‘
chiralność, tak jak neutrina bez-

masowe posiadaja
‘
określona

‘
skre

‘
tności.

6.1 Spinory Majorany

Spinory Majorany sa
‘
zdefiniowane poprzez narzucenie dodatkowego warunku

na bispinor Diraca
ψ = ψc . (6.7)

Dzie
‘
ki regule (5.83) warunek ten jest niezmienniczy wzgle

‘
dem właściwej trans-

formacji Lorentza. Redukuje on liczbe
‘
stopni swobody bispinora Diraca o połowe

‘
.

Można to wprost zobaczyć zapisuja
‘
c warunek Majorany dla bispinorów chiral-

nych. Podstawiaja
‘
c powyższy warunek do relacji (5.85), (ψ±)c = (ψc)∓, otrzy-

mujemy
(ψ+)c = ψ− , (ψ−)c = ψ+ . (6.8)

Tak wie
‘
c składowe chiralne bispinorów Majorany nie sa

‘
niezależne, jeden z

nich można otrzymać z drugiego poprzez sprze
‘
żenia zespolone. W zależności od

tego, który ze spinorów chiralnych traktujemy jako niezależny, dostajemy dla
bispinorów Majorany

ψ = ψ+ + (ψ+)c (6.9)

lub
ψ = ψ− + (ψ−)c . (6.10)

Warunek Majorany powoduje, że równania Majorany dla składowych chiralnych
(6.5) staja

‘
sie

‘
zależne poprzez operacje

‘
sprze

‘
żenia ładunkowego. W takim przy-

padku pozostaje tylko jedno równanie dla składowej chiralnej, która
‘
traktujemy

jako niezależna
‘
,

i/∂ψ+−M(ψ+)c = 0 . (6.11)

lub
i/∂ψ−−M(ψ−)c = 0 . (6.12)

6.2 Reprezentacja Majorany

Zauważmy, że operacja sprze
‘
żenia ładunkowego (5.78) bispinora byłaby szcze-

gólnie prosta gdyby istniała reprezentacja macierzy gamma Diraca, dla której
C = 1. Wtedy

ψc = ψ∗ . (6.13)
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Warunek (5.79) przyjmuje wtedy postać

(γµ)∗ = −γµ (6.14)

co oznacza, że macierze γµ powinny być czysto urojone. Taka reprezentacja,
znaleziona przez Majorane

‘
, to

γ0 =
(

0 σ2
σ2 0

)
γ1 =

(
iσ3 0

0 iσ3

)

γ2 =
(

0 −σ2
σ2 0

)
γ3 =

(
−iσ1 0

0 −iσ1

)
. (6.15)

Ponadto

γ5 = γ5 =
(
σ2 0
0 −σ2

)
. (6.16)

Zachowane sa
‘
własności hermitowskości γ0 i γ5 oraz antyhermitowskości γ1,2,3.

W reprezentacji Majorany operator (iγµ∂µ−m) jest czysto rzeczywisty i
równanie Diraca

(i/∂−m)(ψre+ iψim) = 0

rozpada sie
‘
na dwa identyczne, niezależne równania dla cze

‘
ści rzeczywistej ψre

i urojonej ψim bispinora Diraca

(i/∂−m)ψre = 0
(i/∂−m)ψim = 0 . (6.17)

Równanie Majorany

i/∂ (ψre+ iψim)−M(ψre− iψim) = 0 (6.18)

prowadzi do dwóch różnych równań rzeczywistych

(i/∂−M)ψre = 0
(i/∂+M)ψim = 0 . (6.19)

Warunek Majorany ψ∗ = ψ eliminuje składowe urojone bispinora. Tak wie
‘
c spi-

nor Majorany ma tylko 4 składowe rzeczywiste

ψM =


ψ1
ψ2
ψ3
ψ4

 . (6.20)

Równanie Majorany, podobnie jak równanie Diraca, przyjmuje teraz postać

(i/∂−M)ψre = 0 . (6.21)
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Ćwiczenie 33
Pokazać, że w reprezentacji Majorany opreratory rzutowe P± przyjmuja

‘
postać

P+ = 1
2


1 −i 0 0
i 1 0 0
0 0 1 i
0 0 −i 1

 P− = 1
2


1 i 0 0
−1 1 0 0

0 0 1 −i
0 0 i 1

 , (6.22)

a spinory chiralne dla spinora Majorany (6.20) to

ψ+ = 1
2


ψ1− iψ2
ψ2 + iψ1
ψ3 + iψ4
ψ4− iψ3

 ψ− = 1
2


ψ1 + iψ2
ψ2− iψ1
ψ3− iψ4
ψ4 + iψ3

 (6.23)

Sprawdzić, że zachodzi
(ψ±)c = ψ∓ ,

a także
ψ = ψ+ + (ψ+)c = ψ−+ (ψ−)c .
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Cza̧stki o spinie 0

Jak pamie
‘
tamy, nie jest możliwe skonstruowanie mechaniki kwantowej z funkcja

‘
falowa

‘
φ spełniaja

‘
ca

‘
równanie Kleina–Gordona (3.16). Potraktujmy ja

‘
jednak

jako klasyczne pole – funkcje
‘
liczbowa

‘
określona

‘
w każdym punkcie czasoprze-

strzeni x. Zaża
‘
dajmy by było to pole skalarne, tzn. prawo transformacyjne dla

przekształceń Lorentza miało postać

φ′(x′) = φ(x) x′ = Lx. (7.1)

Równanie Kleina–Gordona jest teraz jawnie relatywistycznie niezmienni-
czym równaniem falowym. Zapisuja

‘
c je bowiem przy pomocy operatora (2.32)

otrzymamy (
� + m2c2

~2

)
φ(x) = 0 . (7.2)

Określenie “klasyczne pole” może być nieco myla
‘
ce, gdyż w równaniu pola

wyste
‘
puje stala Plancka ~. Termin ten oznacza tylko, że punktem startowym do

dalszych rozważań jest funkcja liczbowa φ, a nie operator φ̂. Ten ostatni otrzy-
mamy w wyniku kwantowania pola φ. Po tej uwadze możemy wybrać układ
jednostek, w którym c= ~ = 1, by odta

‘
d rozważać równanie(

� + m2
)
φ(x) = 0 . (7.3)

7.1 Rozwia̧zanie klasyczne

Rozważmy na pocza
‘
tek pole rzeczywiste: φ= φ∗. Poszukajmy rozwia

‘
zania rów-

nania (7.3), wykonuja
‘
c transformate

‘
Fouriera

φ(x) =
∫

d3k
(2π)3 eikx φ̃k(t) . (7.4)

Podstawiaja
‘
c do (7.3), otrzymamy równanie oscylatora harmonicznego dla współ-

czynników fourierowskich

d2φ̃k
dt2

+ (k2 +m2) φ̃k = 0 . (7.5)

48
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Ogólne rozwia
‘
zanie to

φ̃k(t) = e−iEktAk + eiEktBk . (7.6)

gdzie energia
Ek =

√
k2 +m2 > 0 , (7.7)

a Ak i Bk sa
‘
dowolnymi współczynnikami zespolonymi. Podstawiaja

‘
c to rozwia

‘
-

zanie do (7.4) otrzymujemy, po uprzedniej zmianie k→−k w drugim członie,

φ(x) =
∫

d3k
(2π)3

{
e−ikxAk + eikxB−k

}
, (7.8)

gdzie kx=Ek t−k ·x. Warunek rzeczywistości pola prowadzi do wniosku B−k =
A∗k. Tak wie

‘
c ostateczna postać klasycznego rozwia

‘
zania równania Kleina–

Gordona to
φ(x) =

∫
d3k

2Ek(2π)3

{
e−ikxAk + eikxA∗k

}
. (7.9)

Wprowadziliśmy tu dodatkowo czynnik 2Ek, tak by miara całkowa była relaty-
wistycznie niezmiennicza.

Ćwiczenie 34
Pokazać całkuja

‘
c po k0, że miara całkowa w rozwia

‘
zaniu (7.9) jest niezmien-

nicza dla właściwego ortochronicznego przekształcenia Lorentza:

d3k
2Ek

= d4kδ(k2−m2)Θ(k0) . (7.10)

Skorzystać z własności delty Diraca

δ((k0)2−k2−m2) = 1
2Ek

{
δ(k0−Ek) + δ(k0 +Ek)

}
. (7.11)

7.2 Pole kwantowe

Skwantujemy rozwia
‘
zanie klasyczne (7.9) poprzez zasta

‘
pienie współczynników

fourierowskich operatorami (Âk, Â
†
k). Otrzymamy w ten sposób hermitowskie

(φ̂= φ̂†) pole kwantowe

φ̂(x) =
∫

d3k
2Ek(2π)3

{
e−ikx Âk + eikx Â†k

}
, (7.12)

spełniaja
‘
ce równanie Kleina–Gordona (7.3).

Zasta
‘
pienie liczb operatorami wnosi nowy aspekt, reguły przemienności

otrzymanych w ten sposób operatorów. W ogólności reguły przemienności dla
operatorów sa

‘
zadane poprzez komutatory (−) lub antykomutatory (+). Dla

dowolnych operatorów A i B:

[A,B ]± = AB ± BA. (7.13)
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NInteresuja
‘
nas reguły przemienności dla operatorów pola w dwóch różnych

punktach czasoprzestrzeni

[ φ̂(x), φ̂(y) ]± ≡ D̂±(x,y) . (7.14)

Chcemy by D̂±(x,y) było niezmiennicze wzgle
‘
dem najszerszej grupy transfor-

macji symetrii przestrzeni Minkowskiego: przekształceń Poincarego (2.26). Pro-
wadzi to do wniosku, że D̂± musi być funkcja

‘
różnicy współrze

‘
dnych

D̂±(x,y) = D̂± (x−y) . (7.15)

Żadanie niezmienniczości pozwoli określić reguły przemienności dla operatorów
w rozwinie

‘
ciu Fouriera.

Podstawiaja
‘
c pola (7.12) do (7.15), policzymy korzystaja

‘
c z prostych wła-

sności (anty)komutatorów

[ φ̂(x), φ̂(y) ]± =
∫

d3k
2Ek(2π)3

∫
d3q

2Eq(2π)3{
[ Âk, Âq ]± e−i(kx+qy) + [ Âk, Â

†
q ]± e−i(kx−qy)

+ [ Â†k, Âq ]± ei(kx−qy) + [ Â†k, Â
†
q ]± ei(kx+qy)

}
. (7.16)

Załóżmy, że każdy z (anty)komutatorów po prawej stronie jest proporcjonalny
do δ3(k−q). Pozwoli to wykonać całkowanie po d3q, utożsamiaja

‘
c czterope

‘
dy

k = q. W wykładnikach eksponent pojawia
‘
sie

‘
zatem wspólrze

‘
dne z plusem

(x+ y) oraz z minusem (x− y). Kombinacje z plusem sa
‘
źródłem trudności,

gdyż nie be
‘
dzie mógł być spełniony warunek (7.15). Jedynym rozwia

‘
zeniem jest

założenie, iż znikaja
‘
(anty)komutatory przy “złych” eksponentach. Tak wie

‘
c

[ Âk, Âq ]± = [ Â†k, Â
†
q ]± = 0 . (7.17)

Dla pozostałych (anty)komutatorów założymy:

[ Âk, Â
†
q ]± = f(k)δ3(k−q) , (7.18)

gdzie f(k) jest na razie dowolna
‘
funkcja

‘
liczbowa

‘
. Podstawiaja

‘
c powyższe re-

guły komutacji do równania (7.16) otrzymamy

[ φ̂(x), φ̂(y) ]± =
∫

d3k
2Ek(2π)3

f(k)
2Ek(2π)3

{
e−ik(x−y)± eik(x−y)

}
. (7.19)

Korzystaja
‘
c z wyniku (7.10) stwierdzamy, że wyrażenie po prawej stronie jest

niezmiennikiem lorentzowskim gdy

f(k) = 2Ek(2π)3 . (7.20)

Zatem otrzymamy

[ φ̂(x), φ̂(y) ]± =
∫

d3k
2Ek(2π)3

{
e−ik(x−y)± eik(x−y)

}
. (7.21)
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Pozostaje do roztrzygnie
‘
cia jeszcze jeden zasadniczy problem: wybór reguł

komutacji. Pomaga w tym zasada mikroprzyczynowości. Ża
‘
damy by opera-

tory pola były nieskorelowane dla zdarzeń rozdzielonych przestrzennie, tzn.

[ φ̂(x), φ̂(y) ]± = 0 dla (x−y)2 < 0 . (7.22)

Udowidnimy, że dla pola skalarnego warunek ten może być spełniony tylko dla
komutatorów.

Mianowicie, dla zdarzeń rozdzielonych wektorem przestrzennym zawsze ist-
nieje układ odniesienia, w którym czterowektor x−y = (0,x−y). W tym ukła-
dzie

[ φ̂(x), φ̂(y) ]± =
∫

d3k
2Ek(2π)3

{
eik·(x−y) ± e−ik·(x−y)

}
Po rozdzieleniu na dwie całki i zamianie k → −k w jednej z nich, wyraże-
nie po prawej stronie znika tylko po wyborze znaku minus czyli komutatora,
dla którego wprowadzimy oznaczenie: [· , ·]− = [· , ·]. Ponieważ (anty)komutator
dwóch pól był skonstruowany w sposób niezmienniczy, wynik ten nie zależy od
wyboru układu współrze

‘
dnych. Ostatecznie, warunek przemienności dla pola

skalarnego przyjmuje naste
‘
puja

‘
ca

‘
niezmiennicza

‘
postać

[ φ̂(x), φ̂(y) ] =
∫

d3k
2Ek(2π)3

{
e−ik(x−y)− eik(x−y)

}

≡ i∆(x−y) . (7.23)

Kwantowanie pola skalarnego przy pomocy komutatorów prowadzi do bo-
zonowej algebry operatorów kreacji i anihilacji. Definiuja

‘
c bowiem nowe ope-

ratory ak i a†k takie, że

Âk =
√

2Ek(2π)3 ak Â†k =
√

2Ek(2π)3 a†k , (7.24)

otrzymujemy

[ak, aq ] = [a†k, a
†
q ] = 0

[ak, a
†
q ] = δ3(k−q) , (7.25)

a pole kwantowe (7.12) przybiera ostatecznie postać:

φ̂(x) =
∫

d3k√
2Ek(2π)3

{
ak e−ikx + a†k e

ikx
}
. (7.26)

Kwantowanie pola skalarnego przy pomocy algebry bozonowej jest przypadkiem
szczególnym twierdzenia o zwiazku spinu ze statystyka

‘
. Ponieważ pole φ̂ma spin

0, pojawiaja
‘
ce sie

‘
w wyniku kwantowania cza

‘
stki sa

‘
bezspinowymi bozonami.



52 Rozdział 7 Cza̧stki o spinie 0

Ćwiczenie 35
Udowodnić wzór

i∆(x−y) =
∫

d4k

(2π)3 δ(k
2−m2)ε(k0)e−ik(x−y) , (7.27)

gdzie ε(k0) = k0/|k0| oraz naste
‘
puja

‘
ce własności dystrybucji ∆:

(�+m2)∆(x) = 0 i ∂0∆(0,x) =−δ3(x) . (7.28)

Wyprowadzić sta
‘
d równoczasowe (x0 = y0 = t), kanoniczne reguły komutacji,

które również moga
‘
być użyte do kwantowania pola skalarnego:[

φ̂(t,x), φ̂(t,y)
]

= 0 (7.29)

[
φ̂(t,x), ∂0φ̂(t,y)

]
= iδ3(x−y) . (7.30)

7.3 Przestrzeń stanów wielocza̧stkowych

Kwantowanie skalarnego pola Kleina-Gordona prowadzi do układu nieodróż-
nialnych, swobodnych cza

‘
stek podlegaja

‘
cych statystyce Bosego–Einsteina. Sta-

ny wielocza
‘
stkowe sa

‘
konstruowane w naste

‘
puja

‘
cy sposób. Próżnia, czyli stan

0-cza
‘
stkowy, jest zdefiniowana jako stan |0〉 taki, że

ak |0〉 = 0 dla każdego k . (7.31)

Nienormowalne stany wielocza
‘
stkowe to

a†k1
|0〉 = |k1 〉

a†k1
a†k2
|0〉 = |k1, k2 〉

a†k1
a†k2

...a†kn |0〉 = |k1, k2, ...kn 〉 . (7.32)

Dzie
‘
ki regułom (7.25) stany te sa

‘
symetryczne ze wzgle

‘
du na dowolne przes-

tawienia pe
‘
dów (cza

‘
stek), np. |k1, k2 〉 = |k2, k1 〉 , a wie

‘
c opisywane cza

‘
stki

sa
‘
bozonami. Stany (7.32) tworza

‘
zespolona

‘
przestrzeń liniowa

‘
. Można wie

‘
c

konstruować liniowe kombinacje stanów o różnej liczbie cza
‘
stek, otrzymuja

‘
c

stan o nieokreślonej liczbie cza
‘
stek.

Zdefiniowane poniżej komutuja
‘
ce mie

‘
dzy soba

‘
, hermitowskie operatory sa

‘
odpowiednio, operatorami liczby cza

‘
stek, energii i pe

‘
du:

N =
∫
d3p a†pap (7.33)

H =
∫
d3p Ep a†pap (7.34)

P =
∫
d3p p a†pap . (7.35)



7.4 Operacje symetrii 53

Działaja
‘
c bowiem na stany (7.32) dostajemy

N |k1, k2, ...kn 〉 = n |k1, k2, ...kn 〉

H |k1, k2, ...kn 〉 = (Ek1 +Ek2 + ...+Ekn) |k1, k2, ...kn 〉

P |k1, k2, ...kn 〉 = (k1 +k2 + ...+kn) |k1, k2, ...kn 〉 , (7.36)

natomiast dla stanu próżni zachodzi

N |0〉 =H |0〉 = P |0〉 = 0 . (7.37)

Jak widzimy, spektrum energetyczne w tak określonej teorii jest ograniczone od
dołu przez zerowa

‘
energie

‘
próżni. Wynika to z ustawienia operatorów anihilacji

po prawej stronie (“porza
‘
dek normalny”) w zdefiniowanych operatorach. Nie

mamy wie
‘
c problemu ze stabilnościa

‘
cza

‘
stek, z których każda ma dodatnia

‘
energie

‘
Ek =

√
k2 +m2.

Korzystaja
‘
c z reguł komutacji (7.25), otrzymujemy

[N, a†k ] = a†k [H, a†k ] = Ek a
†
k [P, a†k ] = ka†k

(7.38)
[N, ak ] =−ak [H, ak ] =−Ek ak [P, ak ] =−kak.

Powyższe relacje pozwalaja
‘
sie

‘
przekonać, że istotnie operatory a†k kreuja

‘
cza

‘
stki

o energii Ek pe
‘
dzie k, a operatory ak ja

‘
niszcza

‘
. Rozważaja

‘
c bowiem dowolny

stan własny |n,E,p〉 operatorów (7.33), dostaniemy

Ha†k |n,E,p〉 = (a†kH+a†kEk) |n,E,p〉 = (E+Ek)a†k |n,E,p〉

Hak |n,E,p〉 = (akH−akEk) |n,E,p〉 = (E−Ek)ak |n,E,p〉 .

i podobnie dla operatorów liczby cza
‘
stek i pe

‘
du.

Ćwiczenie 36
Wyprowadzić relacje (7.38) by naste

‘
pnie udowodnić (7.36) dla n= 2.

7.4 Operacje symetrii

Operatory energii i pe
‘
du sa

‘
generatorami unitarnych transformacji przesunie

‘
ć

w czasie i przestrzeni. Zachodzi bowiem dla pola swobodnego (7.26)

eiHt′ φ̂(t,x) e−iHt′ = φ̂(t+ t′,x)

e−iP·x′ φ̂(t,x) eiP·x′ = φ̂(t,x +x′) . (7.39)
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Takie prawa transformacyjne zapewniaja
‘
niezmienniczość równanie Kleina-Gor-

dona dla pola oraz reguł komutacji (7.23) wzgle
‘
dem translacji czasoprzestrzen-

nych. W konsekwencji algebra operatorów kreacji i anihilacji jest niezależna od
przesunie

‘
ć. Podobnie, zachowany jest relatywistyczny zwia

‘
zek mie

‘
dzy energia

‘
a pe

‘
dem wynikaja

‘
cy z równania ruchu.

Ćwiczenie 37
Rozwijaja

‘
c funkcje

‘
operatorowa

‘
F (λ) = exp(λA)B exp(−λA) w szereg Taylora

wokół λ= 0, a naste
‘
pnie kłada

‘
c λ= 1 udowodnić relacje

‘

eAB e−A = B + [A,B] + 1
2! [A, [A,B]] + 1

3! [A, [A, [A,B]]] + ... , (7.40)

gdzie A,B sa
‘
dowolnymi operatorami, dla których wyste

‘
puja

‘
ce tu wyrażenia

maja
‘
sens.

Przy pomocy wzoru (7.40) i regul komutacji (7.38) łatwo udowodnić relacje

exp{iHt′}ak exp{−iHt′} = e−iEkt′ ak ,

exp{−iP ·x′}ak exp{iP ·x′} = e ik·x′ ak , (7.41)

Dokonuja
‘
c sprze

‘
żenia hermitowskiego obu stron znajdziemy analogiczne relacje

dla operatorów kreacji a†k,

exp{iHt′}a†k exp{−iHt′} = e iEkt′ a†k ,

exp{−iP ·x′}a†k exp{iP ·x′} = e−ik·x′ a†k . (7.42)

Przy pomocy powyższych zwia
‘
zków łatwo już udowodnimy prawa transforma-

cyjne (7.39).
Rozważaja

‘
c infinitezymalne przesunie

‘
cia i rozwijaja

‘
c równania (7.39) z do-

kładnościa
‘
do wyrażeń pierwszego rze

‘
du, dostajemy równania

i[H, φ̂ ] = ∂φ̂

∂t
− i[P, φ̂ ] = ∂φ̂

∂x . (7.43)

Wyrażaja
‘
one w różniczkowej formie własności transformacyjne pola φ̂ wzgle

‘
-

dem przesunie
‘
ć w czasoprzestrzeni.

Równania (7.43) można zapisać w formie kowariantnej traktuja
‘
c operatory

H i P jako składowe operatora czterope
‘
du Pµ = (H,−P):

i[Pµ, φ̂ ] = ∂µφ̂ . (7.44)

Ćwiczenie 38
Pokazać, że równanie Kleina-Gordona wynika z równań (7.43) dla pola swo-
bodnego (7.26).
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7.5 Zespolone pole skalarne

Rozważmy dwa niezależne rzeczywiste pola skalarne φ1 i φ2 spełniaja
‘
ce rów-

nania Kleina–Gordona z tym samym parametrem masowym i utwórzmy z nich
dwie zespolone kombinacje:

φ= φ1 + iφ2√
2

, φ∗ = φ1− iφ2√
2

. (7.45)

Traktujemy te kombinacje jako dwa niezależne pola (φ 6= φ∗).
Kwantuja

‘
c pola φ1 i φ2 zgodnie ze wzorem (7.26) otrzymamy dwa układy

niezależnych od siebie operatorów kreacji i anihilacji (a1k,a
†
1k) i (a2k,a

†
2k) dla

każdego modu pe
‘
dowego k. Tak wie

‘
c dla skwantowanych pól (7.45) otrzymamy

φ̂(x) =
∫

d3k√
2Ek(2π)3

{
ak e−ikx + b†k e

ikx
}

φ̂†(x) =
∫

d3k√
2Ek(2π)3

{
bk e−ikx + a†k e

ikx
}
, (7.46)

gdzie operatory a i b maja
‘
naste

‘
puja

‘
ca

‘
postać dla każdego pe

‘
du k

ak = 1√
2

(a1k + ia2k) b†k = 1√
2

(
a†1k + ia†2k

)
bk = 1√

2
(a1k− ia2k) a†k = 1√

2

(
a†1k− ia

†
2k

)
. (7.47)

Łatwo sprawdzić, że powyższa transformacja nie zmienia reguł komutacji, tak
wie

‘
c (ak,a

†
k) oraz (bk, b

†
k) tworza

‘
w dalszym cia

‘
gu dwa niezależne układy ope-

ratorów kreacji i anihilacji

[ak , aq ] = 0 [bk , bq ] = 0 (7.48)

[a†k , a
†
q ] = 0 [b†k , b

†
q ] = 0

[ak , a
†
q ] = δ3(k−q) [bk , b

†
q ] = δ3(k−q)

i dodatkowo operatory typu a komutuja
‘
z operatorami typu b.

Pola (7.46) opisuja
‘
wie

‘
c dwa rodzaje cza

‘
stek. Tak jak poprzednio stan próżni

jest określony przez warunek

ak|0〉 = bk|0〉 = 0 dla każdego k . (7.49)

Stan wielocza
‘
stkowy to

|k1r1,k2r2 ...knrn 〉 = r†k1
r†k2

... r†kn |0〉 , (7.50)

gdzie r = a lub b rozróżnia rodzaj cza
‘
stki. Ze wzgle

‘
du na bozonowe reguły

komutacji (7.48), dowolne przestawienie cza
‘
stek nie prowadzi do zmiany stanu.

W tym samym stanie kwantowym może być dowolna liczba cza
‘
stek.
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Hermitowskie, komutuja
‘
ce mie

‘
dzy soba

‘
, operatory całkowitej liczby cza

‘
stek,

energii i pe
‘
du sa

‘
określone, odpowiednio

N = Na+Nb =
∫
d3p (a†pap + b†p bp)

H = Ha+Hb =
∫
d3p Ep (a†pap + b†p bp)

P = Pa+Pb =
∫
d3p p(a†pap + b†p bp) . (7.51)

Otrzymana w ten sposób teoria prowadzi do stabilnego spektrum energetycz-
nego, a najniższy stan (próżnia) ma energie

‘
równa

‘
zeru:

H |0〉 = P |0〉 =N |0〉 = 0 . (7.52)

Tak jak dla pola rzeczywistego, operatory energii i pe
‘
du sa

‘
generatorami uni-

tarnych transformacji przesunie
‘
ć w czasoprzestrzeni dla obu pól.

7.6 Operator ładunku i transformacja cechowania

Dla pola zespolonego istnieje niezależny od operatorów (7.51) operator całko-
witego ładunku:

Q = e

∫
d3p (a†pap− b†p bp) = eNa−eNb , (7.53)

gdzie przyje
‘
liśmy, że kwanty a niosa

‘
ładunek e, a kwanty b ładunek −e. Łatwo

bowiem udowodnić, że

[Q,a†k ] = ea†k [Q, b†k ] = (−e)b†k

[Q,ak ] = −eak [Q, bk ] =−(−e)bk . (7.54)

Sta
‘
d a†k kreuje a ak anihiluje cza

‘
stke

‘
o ładunku e, natomiast b†k kreuje a bk

anihiluje cza
‘
stke

‘
o ładunku −e. Tak wie

‘
c a jest antycza

‘
stka

‘
b (lub na odwrót).

Ponadto, dla stanu próżni zachodzi

Q |0〉 = 0 . (7.55)

Operator Q komutuje ze wszystkim operatorami (7.51). W szczególności wynika
sta

‘
d, że operator ładunku jest zachowany w czasie, gdyż

Q(t) = eiHtQ e−iHt = Q. (7.56)

Operator ładunku jest generatorem nowego typu transformacji symetrii. Je-
śli λ jest rzeczywistym parametrem tej transformacji to

eiλQ φ̂(x) e−iλQ = e−iλe φ̂(x)

eiλQ φ̂†(x) e−iλQ = eiλe φ̂†(x) . (7.57)
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Jest to globalna transformacja cechowania, która przemnaża pole kwan-
towe przez niezależny od x czynnik fazowy, nie zmieniaja

‘
c jednocześnie współ-

rze
‘
dnych czasoprzestrzennych pola.

Ćwiczenie 39
Korzystaja

‘
c ze wzoru (7.40) i relacji (7.54) udowodnić prawo transformacyjne

(7.57).

Dla inifinitezymalnie małej wartości parametru λ relacje (7.57) przyjmuja
‘

naste
‘
puja

‘
ca

‘
postać

[Q,φ̂(x) ] = −eφ̂(x)

[Q,φ̂†(x) ] = eφ̂†(x) . (7.58)

Tak wie
‘
c operator φ̂(x) kreuje w punkcie x stan o ładunku −e, a operator φ̂†(x)

kreuje stan o ładunku e, gdyż

Qφ̂(x)|0〉 = [Q,φ̂(x)] |0〉 = −eφ̂(x)|0〉

Qφ̂†(x)|0〉 = [Q,φ̂†(x)] |0〉 = eφ̂†(x)|0〉 . (7.59)

Łatwo sprawdzić, że wykreowane stany nie maja
‘
określonej energii i pe

‘
du gdyż

nie sa
‘
stanami własnymi operatorów energii i pe

‘
du, ze wzgle

‘
du na relacje (7.43).

Jest to zgodne z zasada
‘
nieoznaczoności, gdyż wykreowany stan opisuje cza

‘
stke

‘
(a) lub jej antycza

‘
stke

‘
(b) w określonym punkcie x

φ̂(x) |0〉 =
∫

d3k√
2Ek(2π)3 eikx b†k |0〉 ≡ |x, t, b〉

φ̂†(x) |0〉 =
∫

d3k√
2Ek(2π)3 e−ikx a†k |0〉 ≡ |x, t,a〉 . (7.60)

Transformacje cechowania, podobnie jak translacje czasoprzestrzenne, za-
chowuja

‘
równanie pola oraz podstawowe reguły komutacji dla pól zespolonych:

[ φ̂(x) , φ̂(y) ] = [ φ̂†(x) , φ̂†(y) ] = 0

[ φ̂(x) , φ̂†(y) ] = i∆(x−y) . (7.61)

Tym samym bozonowa algebra opratorów kreacji i anihilacji jest niezmiennicza
wzgle

‘
dem transformacji cechowania. Globalne transformacje cechowania sa

‘
wie

‘
c

symetria
‘
dla skonstruowanej teorii swobodnego pola zespolonego.

Ćwiczenie 40
Udowodnić relacje (7.61), wychodza

‘
c z relacji (7.23) dla dwóch niezależnych pól

rzeczywistych φ̂1 i φ̂2, z których zbudowaliśmy pola zespolone.
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7.7 Propagator Feynmana–Stuckelberga

Propagator Feynmana DF (x,y) określa amplitude
‘
prawdopodobieństwa propa-

gacji cza
‘
stki kwantowej a z punktu (y, t) do punktu (x, t′) pod warunkiem,

że t′ > t. Natomiast gdy t > t′ rozważamy propagacje
‘
antycza

‘
stki b z punktu

o chwili wcześniejszej (x, t′) do punktu (y, t) . Oznacza to, że interpretujemy
antycza

‘
stke

‘
jako cza

‘
stke

‘
propaguja

‘
ca

‘
sie

‘
wstecz w czasie. Zapisuja

‘
c

DF (x,y) =
〈
x, t′a|y, t,a

〉
Θ(t′− t) +

〈
y, t, b |x, t′, b

〉
Θ(t− t′) , (7.62)

gdzie Θ jest funkcja Heaviside równa
‘
1 dla wartości argumentu wiekszych od

zera i równa
‘
zeru dla argumentów mniejszych od zera. Wykorzystuja

‘
c relacje

(7.60) oraz wprowadzaja
‘
c oznaczenia x0 = t′ i y0 = t, otrzymujemy

DF (x,y) =
〈
0 | φ̂(x) φ̂†(y) |0

〉
Θ(x0−y0) +

〈
0 | φ̂†(y) φ̂(x) |0

〉
Θ(y0−x0)

≡
〈
0 |T φ̂(x) φ̂†(y) |0

〉
. (7.63)

Symbol T jest oznaczeniem dla operatora iloczynu chronologicznego, porza
‘
d-

kuja
‘
cego operatory wzgle

‘
dem rosna

‘
cych wartości argumentów czasowych licza

‘
c

od prawa, tzn.

T φ̂(x) φ̂†(y) =


φ̂(x) φ̂†(y) dla x0 > y0

φ̂†(y) φ̂(x) dla y0 > x0 .

(7.64)

Podstawiaja
‘
c rozwinie

‘
cie (7.26) dla operatorów pola, otrzymamy

〈
0 | φ̂(x) φ̂†(y) |0

〉
=
∫

d3k
2Ek(2π)3 e−ik(x−y) (7.65)

Dla drugiego wyrażenia w (7.63) otrzymujemy wynik (7.65) z zamienionymi
argumentami czasoprzestrzennymi. Tak wie

‘
c DF (x,y) =DF (x−y), gdzie

DF (x−y) =
∫

d3k
2Ek(2π)3

{
e−ik(x−y) Θ(x0−y0) + e ik(x−y) Θ(y0−x0)

}
(7.66)

oraz k = (Ek,k).
Pokażemy, że propagator Feynmana można zapisać w postaci czterowymia-

rowej transformaty Fouriera

DF (x−y) =
∫

d4k

(2π)4 e−ik(x−y) i

k2−m2 + iε
. (7.67)

Czterope
‘
d k= (k0,k) nie spełnia w tym przypadku relacji dla cza

‘
stek rzeczywi-

stych, k2 =m2, w szczególności k0 przyjmuje dowolne wartości rzeczywiste. Tym
samym w przestrzeni pe

‘
dowej propagator Feynmana jest superpozycja

‘
ampli-

tud propagacji cza
‘
stek wirtualnych o dowolnej wirtualności k2. Po odwróceniu

relacji (7.67) otrzymamy propagator Feynmana w reprezentacji pe
‘
dowej

D̃F (k) =
∫
d4x eikxDF (x) = i

k2−m2 + iε
. (7.68)
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Dowód wzoru (7.68) be
‘
dzie polegał na wykonaniu całkowania po k0 w (7.67)

i pokazaniu, że w wyniku otrzymujemy wyrażenie (7.66). Tak wie
‘
c

DF (x−y) =
∫

d3k
(2π)3 eik(x−y)

∫ ∞
−∞

dk0

2π
ie−ik0(x0−y0)

(k0−Ek + iε)(k0 +Ek− iε)
, (7.69)

gdzie wykorzystaliśmy relacje
‘
prawdziwa

‘
dla wielkości nieskończenie małej ε,

(k0−Ek + iε)(k0 +Ek− iε) = (k0)2− (Ek)2 + 2iεEk + ε2 = k2−m2 + iε .

W płaszczyźnie zespolonego k0 funkcja podcałkowa w (7.69) ma dwa proste
bieguny w punktach

k0 = Ek− iε k0 =−Ek + iε (7.70)

Pierwszy z biegunów leży tuż poniżej osi rzeczywistej, natomiast drugi biegun
jest położony tuż powyżej. Przepis z iε we wzorze (7.68) służy wie

‘
c określeniu

sposobu obejścia (przesunie
‘
cia) biegunów k0 =±Ek podczas całkowania wzdłuż

osi rzeczywistej k0. Pozostaje jeszcze do określenia sposób zamknie
‘
cia kontu-

ru całkowania w nieskończoności wzdłuż pólokre
‘
gu k0 = |k0|(cosφ+ isinφ) .

Podstawiaja
‘
c te

‘
postać do eksponenty exp{−ik0(x0−y0)} stwierdzamy, że klu-

czowy dla znikania wkładu od półokre
‘
gu w granicy |k0| → ∞ jest czynnik

exp{|k0|(x0−y0)sinφ} . Wkład od pólokre
‘
gu be

‘
dzie równy zeru, gdy

(x0−y0)sinφ < 0 .

Tak wie
‘
c, dla x0 > y0 zamykamy kontur w dolnej półpłaszczyźnie wybieraja

‘
c

biegun k0 = Ek. Dla y0 > x0 kontur jest zamknie
‘
ty w górnej półpłaszczyźnie z

biegunem k0 = −Ek. Obliczaja
‘
c w ten sposób całke

‘
po k0 metoda

‘
residuuów

otrzymamy∫ ∞
−∞

dk0

2π {· · ·}= e−iEk(x0−y0)

2Ek
Θ(x0−y0) + e iEk(x0−y0)

2Ek
Θ(y0−x0) .

Podstawiaja
‘
c ten wynik do (7.69) otrzymamy postać (7.66) propagatora pod

warunkiem, że dokonamy jeszcze zamiany zmiennych k→−k dla y0 > x0.
Zakończmy stwierdzaja

‘
c, że propagator Feynmana jest funkcja

‘
Green rów-

nania Kleina–Gordona. Działaja
‘
c bowiem operatorem �+m2 po obu stronach

równania (7.67), otrzymamy

(�+m2)DF (x) = −iδ4(x) . (7.71)
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7.8 Pola versus cza̧stki

Podsumujmy przedstawiona
‘
w tym rozdziale konstrukcje

‘
. Rozważane hermi-

towskie skalarne pole kwantowe φ̂(x) spełnia szereg warunków.

1. Pole φ̂ spełnia równanie Kleina-Gordona:

(�+m2)φ̂(x) = 0 .

2. Komutator pól w różnych punktach czasoprzestrzeni jest niezmiennicza
‘

funkcja
‘
(7.23), znikaja

‘
ca

‘
dla przestrzennopodobnych zdarzeń

[ φ̂(x) , φ̂(y) ] = i∆(x−y) .

3. Istnieje unitarna transformacja odpowiadaja
‘
ca translacjom w czasoprze-

strzeni, zadana przez hermitowskie generatory Pµ = (H,P):

U(a) = exp{iaµPµ} ,

pod wpływem której

U(a) φ̂(x)U †(a) = φ̂(x+a) .

Równanie Kleina–Gordona oraz reguła komutacji z punktu 2 sa
‘
niezmien-

nicze wzgle
‘
dem tej transformacji. Translacje sa

‘
wie

‘
c symetria

‘
dla kwan-

towego pola skalarnego.

4. Dla pól zespolonych istnieje unitarna transformacja cechowania z genera-
torem Q, komutuja

‘
cym z generatorami przesunie

‘
ć Pµ,

U(λ) = exp{iλQ} ,

dla której zachodzi

U(λ) φ̂(x) U †(λ) = exp{−iλe} φ̂(x) .

Transformacja cechowania, zachowuja
‘
c reguły komutacji (7.61) oraz rów-

nanie pola, sa
‘
symetria

‘
dla pola skalarnego.

Cza
‘
stki pojawiaja

‘
sie

‘
w przestrzeni dualnej do czasoprzestrzeni, przestrze-

ni czterope
‘
dów. Te dwie przestrzenie łaczy transformata Fouriera. Własności

1.− 4. pól kwantowych maja
‘
swój odpowiednik we własnościach otrzymanych

cza
‘
stek. I tak:

Ad 1. Energia i pe
‘
d cza

‘
stek spełniaja

‘
relacje

‘
relatywistyczna

‘
: E2

p = p2 +m2.

Ad 2. Cza
‘
stki sa

‘
bozonami.

Ad 3. Generatory symetrii przesunie
‘
ć w czasie (P 0 = H) i przestrzeni (P k) sa

‘
odpowiednio, zachowanymi w czasie operatorami całkowitej energii i cał-
kowitego pe

‘
du cza

‘
stek.

Ad 4. Generator symetrii cechowania Q jest zachowanym w czasie operatorem
całkowitego ładunku.



Rozdział 8

Cza̧stki o spinie 1/2

W rozdziale tym skonstruujemy pola kwantowe opisuja
‘
ce swobodne cza

‘
stki o

spinie 1/2 – cza
‘
stki Diraca. Jak zobaczymy, musza

‘
one być fermionami. Roz-

ważmy w tym celu równanie Diraca (4.1),

(iγµ∂µ−m)ψ(x) = 0 , (8.1)

gdzie dla uproszczenia notacji przyje
‘
liśmy układ jednostek, w którym ~= c= 1.

Zrezygnujmy z jednocza
‘
stkowej interpretacji opisanej w rozdziale 4 i potrak-

tujmy bispinor ψ jako klasyczne pole spełniaja
‘
ce równanie Diraca (8.1). Tak

zdefiniowane pole poddamy procedurze kwantowania.

8.1 Rozwia̧zanie klasyczne

Jak pamie
‘
tamy, każda z czterech zespolonych składowych bispinora ψ speł-

nia równanie Kleina-Gordona, a wie
‘
c słuszny jest rozkład (7.46) zapisany dla

zespolonego pola klasycznego

ψ(x) =
∫

d3k√
2Ek(2π)3

{
a(k)e−ikx + b∗(k)eikx

}
, (8.2)

gdzie współczynniki liczbowe a(k) i b(k) sa
‘
czteroskładnikowymi wielkościami

niosa
‘
cymi wskaźnik spinorowy tak jak pole ψ. Podstawiaja

‘
c ten rozkład do

równania (4.13), znajdziemy∫
d3k√

2Ek(2π)3

{
(γµkµ−m)a(k)e−ikx − (γµkµ+m)b∗(k)eikx

}
= 0 .

Tak wie
‘
c na wspólczynniki Fouriera sa

‘
nałożone dodatkowe warunki wynikaja

‘
ce

z równania Diraca:

(/k−m)a(k) = 0 (/k+m)b∗(k) = 0 . (8.3)

gdzie /k = γµkµ oraz kµ = (Ek,−k).
Każde z powyższych równań ma dwa liniowo niezależne rozwia

‘
zania, odpo-

wiednio u(k,α) dla a(k) i v(k,α) dla b∗(k) (α = 1,2). Można je skonstruować

61
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rozwia
‘
zuja

‘
c równania (8.3) z macierzami γ w reprezentacji Diraca (4.17). Do-

staniemy wtedy

u(k,α) =

 φ(α)

σ·k
Ek+m φ

(α)

 = /k+m

Ek +m

(
φ(α)

0

)
(8.4)

v(k,α) =


σ·k

Ek+m χ
(α)

χ(α)

 = −/k+m

Ek +m

(
0
χ(α)

)
, (8.5)

gdzie dla zależnych od k, dwuskładnikowych spinorów φ(α),χ(α) słuszne sa
‘
re-

lacje ortogonalności

[φ(α)]†φ(β) ∼ δαβ , [χ(α)]†χ(β) ∼ δαβ (8.6)

oraz relacje zupełności∑
α=1,2

φ(α) [φ(α)]† ∼ 1 ,
∑
α=1,2

χ(α) [χ(α)]† ∼ 1 . (8.7)

Przykładem takich spinorów sa
‘

φ(1) = χ(1) ∼
(

1
0

)
φ(2) = χ(2) ∼

(
0
1

)
.

Ćwiczenie 41
Wyprowadzić zwia

‘
zki (8.4) oraz pokazać, że zachodzi

(/k−m)(/k+m) = k2−m2 = 0 . (8.8)

Korzystaja
‘
c z wyniku powyższego ćwiczenia łatwo pokazać, że zachodzi

(/k−m)u(k,α) = 0 (/k+m)v(k,α) = 0 . (8.9)

Wprowadzaja
‘
c bispinory barowane u= u†γ0 oraz v = v†γ0, otrzymujemy

u(k,α)(/k−m) = 0 v(k,α)(/k+m) = 0 . (8.10)

Ponadto, przy odpowiednim wyborze normalizacji dla spinorów φα i χα, bispi-
nory u i v spełniaja

‘
naste

‘
puja

‘
ce zwia

‘
zki ortogonalności

u(k,α)u(k,β) = 2mδαβ u(k,α)v(k,β) = 0

v(k,α)v(k,β) = −2mδαβ v(k,α)u(k,β) = 0 . (8.11)
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Przy tak przyje
‘
tej normalizacji, otrzymujemy naste

‘
puja

‘
ce relacje zupełności∑

α=1,2
uA(k,α)uB(k,α) = (/k+m)AB∑

α=1,2
vA(k,α)vB(k,α) = (/k−m)AB . (8.12)

gdzie A,B = 1,2,3,4 to wskaźniki bispinorowe. Pamie
‘
tajmy, że k = (Ek,k) w

powyższych relacjach.
Wracaja

‘
c do rozwia

‘
zań równań (8.3), znaleźliśmy

a(k) =
∑
α=1,2

akαu(k,α) b∗(k) =
∑
α=1,2

b∗kα v(k,α) , (8.13)

gdzie akα i b∗kα sa
‘
dowolnymi współczynnikami liczbowymi, które nie niosa

‘
wskaźników spinorowych, gdyż te pozostaja

‘
przy bispinorach u i v. Ostatecznie,

rozwia
‘
zania klasyczne równania Diraca maja

‘
naste

‘
puja

‘
ca

‘
postać (ψ = ψ†γ0)

ψ(x) =
∫

d3k√
2Ek(2π)3

∑
α=1,2

{
akαu(k,α)e−ikx + b∗kα v(k,α)eikx

}

ψ(x) =
∫

d3k√
2Ek(2π)3

∑
α=1,2

{
bkα v(k,α)e−ikx + a∗kαu(k,α)eikx

}
.

(8.14)

gdzie jak zwykle kx= Ekt−k ·x.

Ćwiczenie 42
Udowodnić relacje (8.9) – (8.12) pokazuja

‘
c jednocześnie, że w takim przypadku

współczynnik proporcjonalności we wzorach (8.6) i (8.7) wynosi Ek +m.

8.2 Fermionowe pola kwantowe

Powtórzymy konstrukcje
‘
przedstawiona

‘
dla pól skalarnych zaste

‘
puja

‘
c współ-

czynniki w rozwinie
‘
ciach (8.14) odpowiednio operatorami (â, â†) i (b̂, b̂†). Za-

chowamy w ten sposób relacje
‘
ψ̂ = ψ̂† γ0 dla pól kwantowych. Algebra wprowa-

dzonych operatorów zostanie wyznaczona na podstawie relacji przemienności
dla pól spinorowych. Ża

‘
damy by słuszne były zwia

‘
zki analogiczne do relacji

(7.61) dla zespolonego pola skalarnego. Wprowadzaja
‘
c wskaźniki spinorowe

[ ψ̂A(x), ψ̂B(y) ]± = [ ψ̂A(x), ψ̂B(y) ]± = 0

[ ψ̂A(x), ψ̂B(y) ]± = iD±AB(x−y) . (8.15)

gdzie podobnie jak poprzednio nie przesa
‘
dzamy na pocza

‘
tku czy pola Diraca sa

‘
kwantowane przy pomocy komutatorów (−) czy antykomutatorów (+). Tak jak
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dla pola skalarnego, algebra (8.15) jest niezmiennicza wzgle
‘
dem transformacji

cechowania. Cza
‘
stki kwantowe be

‘
da

‘
wie

‘
c niosły ładunek. Operator D±AB(x−y)

zostanie wyznaczony z ża
‘
dania niezmienniczości wzgle

‘
dem transformacji Poin-

carego oraz zasady mikroprzyczynowości.
Jak łatwo sie

‘
przekonać po podstawieniu rozkładów (8.14), pierwsze dwie z

relacji (8.15) moga
‘
być tożsamościowo spełnione tylko wtedy, gdy naste

‘
puja

‘
ce

operatory (anty)komutuja
‘
ze soba

‘
dla każdej pary modów (kα) i (qβ) (odta

‘
d

opuszczamy symbol ˆ nad operatorami)

[a,a ]± = [a†,a† ]± = [b,b ]± = [b†, b† ]± = 0

[a,b ]± = [a,b† ]± = [a†, b ]± = [a†, b† ]± = 0 . (8.16)

Nieokreślone pozostaja
‘
tylko dwie relacje, dla których przyjmiemy

[akα,a
†
qβ ]± = fa(k)δαβ δ3(k−q)

[bkα, b
†
qβ ]± = fb(k)δαβ δ3(k−q) . (8.17)

Podstawiaja
‘
c te równości do ostatniej relacji przemienności (8.15) i wykonuja

‘
c

wprowadzone delty, otrzymamy

[ ψ̂A(x), ψ̂B(y) ]± =
∫

d3k
2Ek(2π)3

{
fa(k)e−ik(x−y)

2∑
α=1

uA(k,α)uB(k,α)

±fb(k)eik(x−y)
2∑

α=1
vA(k,α)vB(k,α)

}
.

Wykorzystuja
‘
c zwia

‘
zki (8.12) przekonujemy sie

‘
, że prawa strona jest jawnie

niezmiennicza wzgle
‘
dem przekształceń Poincarego, gdy

fa(k) = fb(k) = 1 . (8.18)

Wtedy bowiem

[ ψ̂A(x), ψ̂B(y) ]± =
∫

d3k
2Ek(2π)3

{
(/k+m)e−ik(x−y) ± (/k−m)eik(x−y)

}
AB

= (i/∂x+m)AB
∫

d3k
2Ek(2π)3

{
e−ik(x−y) ∓ eik(x−y)

}
,

(8.19)

gdzie /∂x = γµ∂/∂xµ. Zauważmy zmiane
‘
znaków pod całka

‘
w ostatniej linijce,

teraz antykomutatorowi odpowiada górny znak minus.
Pozostaje wybór typu relacji przemienności. Tak jak dla pola skalarnego

przyjmujemy zasade
‘
mikroprzyczynowości, ża

‘
daja

‘
c by

[ ψ̂A(x), ψ̂B(y) ]± = 0 dla (x−y)2 < 0 . (8.20)
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Dla zdarzeń przestrzennopodobnych, w układzie, w którym x− y = (0,x−y),
relacja (8.19) przyjmuje naste

‘
puja

‘
ca

‘
postać

[ ψ̂A(x), ψ̂B(y) ]± = (i/∂x+m)AB
∫

d3k
2Ek(2π)3

(
eik·(x−y) ∓ e−ik·(x−y)

)
.

Rozdzielaja
‘
c całke

‘
na sume

‘
dwóch całek i zamieniaja

‘
c k→−k w drugiej z nich

przekonujemy sie
‘
, że prawa strona znika tylko przy wyborze znaku minus, tym

razem odpowiadaja
‘
cemu antykomutatorowi, który oznaczymy: [· · ·]+ = {· · ·}.

Udowodniliśmy wie
‘
c, że pola Diraca musza

‘
być kwantowane przy pomocy

antykomutatorów, a podstawowe relacje przemienności to

{ ψ̂A(x), ψ̂B(y)} = { ψ̂A(x), ψ̂B(y)} = 0

{ ψ̂A(x), ψ̂B(y)} = (i/∂x+m)AB i∆(x−y) , (8.21)

gdzie dystrybucja i∆ jest zdefiniowana we wzorze (7.27).
Z relacji (8.21) wynika, że operatory (a,a†) i (b,b†) sa

‘
dwoma niezależnymi

układami fermionowych operatorów kreacji i anihilacji,

{akα,aqβ } = 0 {bkα, bqβ } = 0 (8.22)

{a†kα,a
†
qβ } = 0 {b†kα, b

†
qβ } = 0

{akα,a
†
qβ } = δαβ δ

3(k−q) {bkα, b
†
qβ } = δαβ δ

3(k−q) .

Prowadza
‘
one do układu cza

‘
stek i antycza

‘
stek spełniaja

‘
cych zakaz Pauliego.

8.3 Stany wielocza̧stkowe i operacje symetrii

Podobnie jak w przypadku bozonowym, zdefiniujmy najpierw stan próżni

akα |0〉 = bkα |0〉 = 0 (8.23)

dla każdego modu (kα). Stany wielocza
‘
stkowe tworzy sie

‘
poprzez działanie

operatorów kreacji, na przykład dla stanu dwucza
‘
stkowego

|k1α1a,k2α2b〉 = a†k1α1
b†k1α2

|0〉 , (8.24)

Przy przestawianiu tych cza
‘
stek, ze wzgle

‘
du na reguły antykomutacji (8.22),

naste
‘
puje zmiana znaku stanu. Natomiast warunek (a†kα)2 = (b†kα)2 = 0 powo-

duje, że może istnieć co najwyżej jedna cza
‘
stka o danych liczbach kwantowych.

W ten sposób zakaz Pauliego jest wbudowany w reguły antykomutacji (8.22) i
generowane cza

‘
stki sa

‘
fermionami.
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Wzajemnie komutuja
‘
ce operatory liczby cza

‘
stek, energii-pe

‘
du i ładunku sa

‘
zdefiniowane tak jak dla pola skalarnego

N =
∑
α=1,2

∫
d3p (a†pαapα+ b†pαbpα)

Pµ =
∑
α=1,2

∫
d3p pµ (a†pαapα+ b†pαbpα)

Q =
∑
α=1,2

∫
d3p e (a†pαapα− b†pαbpα) (8.25)

Dla stanu próżni zachodzi

N |0〉 = Pµ |0〉 = Q |0〉 = 0 . (8.26)

Spektrum energetyczne jest ograniczone od dołu przez zerowa
‘
wartość energii

próżni. Nie ma wie
‘
c problemów z ujemnymi energiami w próżni Diraca. Jak

zobaczymy poniżej oba typy cza
‘
stek generowanych przez operatory a i b sa

‘
traktowane w pełni symetrycznie.

Łatwo sprawdzić, że dla fermionowych operatorów kreacji i anihilacji słusz-
ne sa

‘
te same reguły przestawiania z operatorami (8.25) co dla operatorów

bozonowych

[Pµ, a†kα ] = kµa†kα [Pµ, b†kα ] = kµ b†kα

[Pµ, akα ] = −kµakα [Pµ, bkα ] = −kµ bkα (8.27)

oraz

[Q, a†kα ] = ea†kα [Q, b†kα ] = (−e)b†kα

[Q, akα ] = −eakα [Q, bkα ] =−(−e)bkα . (8.28)

Tak wie
‘
c a jest antycza

‘
stka

‘
b (lub na odwrót). Operator a†kα kreuje, natomiast

akα anihiluje cza
‘
stke

‘
o czterope

‘
dzie kµ i ładunku e. Podobnie b†kα kreuje, a

bkα anihiluje cza
‘
stke

‘
o czterope

‘
dzie kµ i ładunku −e. Dodatkowo α określa

polaryzacje
‘
cza

‘
stek.

Ćwiczenie 43
Korzystaja

‘
c z relacji (8.22) udowodnić reguły komutacji (8.27) i (8.28).

Analogicznie jak dla pola skalarnego, powyższe relacje przestawiania pozwa-
laja

‘
udowodnić, że operator Pµ jest generatorem czterowymiarowych translacji,

eiaµPµ ψ̂(x)e−iaµPµ = ψ̂(x+a)

eiaµPµ ψ̂(x)e−iaµPµ = ψ̂(x+a) , (8.29)
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a operator ładunku Q jest generatorem globalnej transformacji cechowania:

eiλQ ψ̂(x)e−iλQ = e−iλe ψ̂(x)

eiλQ ψ̂(x)e−iλQ = eiλe ψ̂(x) . (8.30)

Rówanie Diraca dla pola spinorowego oraz reguły przestawiania (8.21) sa
‘
nie-

zmiennicze ze wzgle
‘
du na powyższe transformacje symetrii.

Warunek (8.26) anihilacji próżni przez generatory Pµ i Q oznacza, że stan
próżni jest niezmienniczy wzgle

‘
dem generowanych przez nie transformacji sy-

metrii
eiaµPµ |0〉 = eiλQ |0〉 = |0〉 , (8.31)

o czym łatwo sie
‘
przekonać rozwijaja

‘
c eksponenty w szereg, na przykład

(
1 + iaµP

µ+ (iaµPµ)2

2! + ...

)
|0〉 = |0〉 .

Jedynym czynnikiem nie anihiluja
‘
cym stanu próżni jest operator jednostkowy.

W teorii ze spontanicznie złamana
‘
symetria

‘
stan próżni nie jest niezmien-

niczy wzgle
‘
dem operacji symetrii,

eiαaTa |0〉 6= |0〉 ,

i co najmniej jeden generator transformacji symetrii T a nie anihiluje próżni

T a |0〉 6= 0 . (8.32)

Mechanizm ten odgrywa podstawowa
‘
role

‘
w teorii oddziaływań elektrosłabych,

generuja
‘
c mase

‘
cza

‘
stek, na przykład bozonów pośrednicza

‘
cych W i Z.

8.4 Fermionowy propagator Feynmana

Policzmy naste
‘
puja

‘
ca

‘
wartość średnia

‘
dla swobodnych operatorów pola (8.14)

z fermionowymi operatorami kreacji i anihilacji

〈
0 | ψ̂A(x) ψ̂B(y) |0

〉
=

∫
d3k

2Ek(2π)3 e
−ik(x−y) ∑

α

uA(k,α)uB(k,α)

=
∫

d3k
2Ek(2π)3 (/k+m)AB e−ik(x−y)

= (i/∂x+m)AB
∫

d3k
2Ek(2π)3 e−ik(x−y) , (8.33)
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gdzie w powyższych wyrażeniach k = (Ek,k). Podobnie dla wartości średniej z
przestawionymi polami otrzymujemy

〈
0 | ψ̂B(y) ψ̂A(x) |0

〉
=

∫
d3k

2Ek(2π)3 e
ik(x−y) ∑

α

vA(k,α)vB(k,α)

=
∫

d3k
2Ek(2π)3 (/k−m)AB e ik(x−y)

= −(i/∂x+m)AB
∫

d3k
2Ek(2π)3 e ik(x−y) . (8.34)

Ze wzgle
‘
du na pojawiaja

‘
cy sie

‘
znak minus w ostatnim wyrażeniu zdefiniu-

jemy propagator Feynmana dla fermionów SF inaczej niż dla bozonów

SF (x,y) =
〈
0 |T ψ̂(x) ψ̂(y) |0

〉
(8.35)

≡
〈
0 | ψ̂(x) ψ̂(y) |0

〉
Θ(x0−y0) −

〈
0 | ψ̂(y) ψ̂(x) |0

〉
Θ(y0−x0) ,

gdzie opuściliśmy wskaźniki spinorowe. Tak wie
‘
c przestawienie dwóch pól fer-

mionowych w iloczynie chronologicznym prowadzi do zmiany znaku. Podsta-
wiaja

‘
c wyrażenia (8.33) i (8.34) otrzymujemy

SF (x,y) = (i/∂x+m)
∫

d3k
2Ek(2π)3

{
e−ik(x−y)Θ(x0−y0) +e ik(x−y)Θ(y0−x0)

}
= (i/∂x+m)DF (x−y) , (8.36)

gdzie powyżej k = (Ek,k), a DF jest propagatorem bozonowym (7.67). Po jego
podstawieniu, znajdziemy

SF (x−y) = (i/∂x+m)
∫

d4k

(2π)4 e−ik(x−y) i

k2−m2 + iε

=
∫

d4k

(2π)4 e−ik(x−y) i(/k+m)
k2−m2 + iε

, (8.37)

gdzie tym razem k = (k0,k). Sta
‘
d reprezentacja pe

‘
dowa

‘
propagatora fermiono-

wego
S̃F (k) = i(/k+m)

k2−m2 + iε
. (8.38)

Działaja
‘
c operatorem (i/∂x−m) po obu stronach równania (8.37) otrzymu-

jemy

(i/∂x−m)SF (x−y) = −(�+m2)DF (x−y) = iδ4(x−y) . (8.39)



Rozdział 9

Pola oddziaływuja̧ce

9.1 Formalizm Lagrange’a

Rozważmy układ mechaniczny o N stopniach swobody, opisany przy pomocy
zmiennych uogólnionych qn(t), n= 1,2, ...,N . Równania dynamiczne dla takiego
układu znajdziemy korzystaja

‘
c z zasady stacjonarnego działania

S[qn] =
∫ t2

t1
dtL(qn(t), q̇n(t)) , (9.1)

gdzie q̇n = dqn/dt sa‘ uogólnionymi pre
‘
dkościami. Wielkość L nazywamy funkcja

‘
Lagrange’a, w skrócie lagranżjanem. Działanie S jest funkcjonałem, przyporza

‘
-

dkowuje ono zbiorowi funkcji czasu liczbe
‘
, wartość całki (9.1).

Trajektoria rzeczywista układu, q̄n(t), spełnia warunek stacjonarności dzia-
łania. Warunek ten oznacza, że dla każdej trajektorii porównawczej, ifinitezy-
malnie bliskiej trajektorii rzeczywistej: q̄n(t) + δqn(t), zachodzi

δS ≡ S[q̄n+ δqn]−S[q̄n] = 0 , (9.2)

przy warunku brzegowym:

δqn(t1) = δqn(t2) = 0 . (9.3)

Rozwijaja
‘
c larganżjan dla trajektorii porównawczej z dokładnościa

‘
do pierw-

szego rze
‘
du

L(q̄n+ δqn, ˙̄qn+ δq̇n) = L(q̄n, ˙̄qn) + ∂L

∂q̄n
δqn + ∂L

∂ ˙̄qn
δq̇n , (9.4)

a naste
‘
pnie podstawiaja

‘
c do (9.2) otrzymamy

δS =
∫ t2

t1
dt

{
∂L

∂q̄n
δqn+ ∂L

∂ ˙̄qn
δq̇n

}
= 0 . (9.5)

W powyższych wyrażeniach stosujemy konwencje
‘
sumacyjna

‘
Einsteina. Zapisuja

‘
c

drugi wyraz przy pomocy reguły Leibnitza
∂L

∂ ˙̄qn
δq̇n = d

dt

(
∂L

∂ ˙̄qn
δqn

)
− d

dt

(
∂L

∂ ˙̄qn

)
δqn , (9.6)

69
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znajdziemy

δS =
∫ t2

t1
dt

(
∂L

∂q̄n
− d

dt

∂L

∂ ˙̄qn

)
δqn +

∫ t2

t1
dt
d

dt

(
∂L

∂ ˙̄qn
δqn

)
= 0 . (9.7)

Druga całka znika gdyż spełniony jest warunek brzegowy (9.3). Ostatecznie, ze
wzgle

‘
du na dowolność wariacji δqn, otrzymujemy równania Eulera-Lagrange’a

dla trajektorii rzeczywistej

d

dt

∂L

∂q̇n
− ∂L

∂qn
= 0 . (9.8)

W równaniach tych opuściliśmy dodatkowy wskaźnik nad oznaczeniem trajek-
torii.

9.2 Formalizm Hamiltona i kwantowanie kanoniczne

Wielkości
pn = ∂L

∂q̇n
(q, q̇) (9.9)

sa
‘
nazywane pe

‘
demi uogólnionymi. Zależa

‘
one, tak jak lagranżjan L, od położeń

i pre
‘
dkości. Po odwróceniu powyższych relacji otrzymujemy

q̇n = q̇n(q,p). (9.10)

Skonstruujmy naste
‘
pnie hamiltonian zależny tylko od położeń i pe

‘
dów

H(q,p) = pn q̇n(q,p) − L(qn, q̇n(q,p)) . (9.11)

Równania ruchu dla trajektorii (qn(t),pn(t)) w przestrzeni fazowej to równania
Hamiltona

∂H

∂pn
= dqn

dt

∂H

∂pn
= −dpn

dt
. (9.12)

Wyprowadza sie
‘
je różniczkuja

‘
c hamiltonian po pe

‘
dach i położeniach, a naste

‘
-

pnie wykorzystuja
‘
c równania Eulera–Lagrange’a i relacje

‘
(9.9). Równania te sa

‘
podstawa

‘
formalizmu hamiltonowskiego opisu dynamiki układu mechanicznego.

Wprowadzaja
‘
c nawiasy Poissona

{· , ·}=
∑
n

(
∂

∂qn

∂

∂pn
− ∂

∂pn

∂

∂qn

)
, (9.13)

zapiszemy równania Hamiltona w naste
‘
puja

‘
cy sposób

dqn
dt

= {qn ,H}
dpn
dt

= {pn ,H} . (9.14)

Nawiasy Poissona dla położeń i pe
‘
dów wynosza

‘

{qi , qj}= 0 , {pi ,pj}= 0 , {qi ,pj}= δij . (9.15)
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Schemat kwantowania układów klasycznych oparty na sformułowaniu hamilto-
nowskim, w którym zaste

‘
pujemy wielkości dynamicznych operatorami, a na-

wiasy Poissona komutatorami,

{· , ·} → 1
i~

[ · , · ] , (9.16)

nazywamy kwantowaniem kanonicznym. Nawiasy Poissona dla pe
‘
dów i położeń

(9.15) przechodza
‘
w kanoniczne reguły komutacji dla operatorów położenia q̂i

i pe
‘
du p̂i:

[ q̂i , q̂j ] = 0 , [ p̂i , p̂j ] = 0 , [ q̂i , p̂j ] = i~δij . (9.17)

Odwrócenie relacji mie
‘
dzy pe

‘
dami i pre

‘
dkościami (9.10), prowadza

‘
ce do

formalizmu hamiltonowskiego, nie zawsze jest możliwe. Mamy wtedy do czy-
nienia z wie

‘
zami, czyli relacjami mie

‘
dzy pe

‘
dami i położeniami, w których nie

wyste
‘
puja

‘
pre

‘
dkości. Z taka

‘
sytuacja

‘
spotykamy sie

‘
w teoriach z symetria

‘
ce-

chowania. Sposób konstrukcji formalizmu hamiltonowskiego w tym przypadku
został podany przez Diraca.

Przykładem lagranżjanu dla układu cza
‘
stek punktowych o masie m, oddzia-

ływuja
‘
cych przy pomocy potencjału V jest

L=
∑
n

mq̇2
n

2 − V (qn) , (9.18)

a hamiltonian wynosi

H =
∑
n

p2
n

2m + V (qn) . (9.19)

Ćwiczenie 44
Znaleźć równania Eulera–Lagrange’a i Hamiltona dla takiego układu.

9.3 Formalizm Largange’a dla pól klasycznych

Pole klasyczne φ(x) = φ(t,x) może być interpretowane jako układ mechaniczny
o nieskończonej liczbie stopni swobody. Formalna analogia polega na potrakto-
waniu zmiennej przestrzennej x jako cia

‘
gły wskaźnik numeruja

‘
cy stopień swo-

body:
qn(t) ←→ φx(t)≡ φ(t,x) . (9.20)

Działanie dla takiego układu to funkcjonał pola

S[φ] =
∫ t2

t1
dtL =

∫ t2

t1
dt

∫
d3x L(φx(t), φ̇x(t),∇φx(t))

=
∫

Ω
d4xL(φ(x),∂µφ(x)) , (9.21)

gdzie obszar czasoprzestrzeni Ω jest ograniczony dwiema trójwymiarowymi po-
wierzchniami czasowymi Σ1(t = t1) i Σ2(t = t2). Całkowanie d3x odpowiada
sumowaniu po stopniach swobody.



72 Rozdział 9 Pola oddziaływuja̧ce

Wielkość L jest nazywana ge
‘
stościa

‘
lagranżjanu. Przy jej pomocy łatwo

sformułować warunku niezmienniczości lorentzowskiej dla klasycznej teorii pola,
wystarczy bowiem by L był skalarem. Równania Eulera–Lagrange’a be

‘
da

‘
wte-

dy niezmiennicze wzgle
‘
dem transformacji Lorentza w przypadku układu zam-

knie
‘
tego, lub współzmiennicze w przypadku wyste

‘
powania zewne

‘
trznego pola

o charakterze geometrycznym.
Równania Eulera–Lagrange’a wyprowadza sie

‘
analogicznie jak dla przypad-

ku mechnicznego. Zmiana działania dla dowolnej infinitezmalnej wariacji pola
rzeczywistego: φ(x) + δφ(x), wynosi zero

δS =
∫
Ω

d4x {L(φ+ δφ,∂µφ+ δ∂µφ)−L(φ,∂µφ)}

=
∫
Ω

d4x

{
δL
δφ

δφ + δL
δ(∂µφ) δ(∂µφ)

}
= 0 , (9.22)

gdzie rozwine
‘
liśmy ge

‘
stość lagranżjanu z dokładnościa

‘
do wyrażeń liniowych w

wariacjach pola. Spełniaja
‘
one na brzegu obszaru Ω warunki

δφ(Σ1) = δφ(Σ2) = 0 , (9.23)

be
‘
da

‘
ce analogiem znikania wariacji trajektorii układu mechanicznego (9.3). Wa-

riacja pochodnej pola we wzorze (9.22) jest równa pochodnej wariacji, gdyż
różniczkuja

‘
c wariacje

‘
pola otrzymujemy

∂µ(δφ) = ∂µ(φ′−φ) = ∂µφ
′−∂µφ ≡ δ(∂µφ) . (9.24)

Możemy wie
‘
c drugi wyraz pod całka

‘
(9.22) zapisać w naste

‘
puja

‘
cej formie

δL
δ(∂µφ) δ(∂µφ) = ∂µ

(
δL

δ(∂µφ) δφ
)
−∂µ

(
δL

δ(∂µφ)

)
δφ. (9.25)

Podstawiaja
‘
c to wyrażenie do (9.22), otrzymamy

δS =
∫
Ω

d4x

{
δL
δφ
−∂µ

(
δL

δ(∂µφ)

)}
δφ +

∫
Ω

d4x∂µ

(
δL

δ(∂µφ) δφ
)

= 0 .

Druga całka na mocy twierdzenia Stokesa jest określona na brzegu obszaru Ω,
tworzonym przez powierzchnie czasowe Σ1,2 oraz powierzchnie

‘
przestrzenna

‘
w

nieskończoności: ∫
∂Ω

dΣµ δL
δ(∂µφ) δφ. (9.26)

Całka ta jest równa zeru ze wzgle
‘
du na warunek znikania wariacji pól (9.23)

oraz dostatecznie szybkie znikanie pól w przestrzennej nieskończoności. Wariacji
δφ jest dowolna, sta

‘
d otrzymujemy równania ruchu Eulera–Lagrange’a:

∂µ

(
δL

δ(∂µφ)

)
− δL
δφ

= 0 . (9.27)



9.3 Formalizm Largange’a dla pól klasycznych 73

Równania ruch nie zmianiaja
‘
sie

‘
jeśli do lagranżjanu dodamy pełna

‘
cztero-

dywergencje
‘

L → L +∂µK
µ . (9.28)

Działanie S ulega wtedy zmianie o wartość całki na brzegu obszaru Ω. Ta
jednak nie zmienia sie

‘
przy wariacji pola ze wzgle

‘
du na warunek (9.23), co nie

wpływa na wariacje
‘
δS. Człony brzegowe zwia

‘
zane z pełna

‘
czterodywergen-

cja
‘
odgrywaja

‘
ważna

‘
role

‘
w teorii kwantowej, w sytuacji gdy charakteryzuja

‘
nietrywialne własności topologiczne konfiguracji pól.

Formalizm hamiltonowski dla pól można skonstruować podobnie jak w me-
chanice klasycznej, definiuja

‘
c uogólnione pe

‘
dy

π(x) = δL
δ(∂tφ) , (9.29)

naste
‘
pnie odwracaja

‘
c te

‘
relacje

‘
ze wzgle

‘
du na pre

‘
dkości: ∂tφ= g(φ,∇φ,π), by

skonstruować ge
‘
stość hamiltonianu,

H= π∂tφ−L , (9.30)

z podstawionymi pre
‘
dkościami jako funcjami pe

‘
dów i położen. W teoriach z

lokalna
‘
symetria

‘
cechowania nie można odwrócić relacji (9.29) dla wszystkich

pre
‘
dkości, gdyż pojawiaja

‘
sie

‘
wie

‘
zy, czyli zwia

‘
zki mie

‘
dzy położeniami i pe

‘
dami

bez udziału pre
‘
dkości. Musimy wtedy stososwać sformułowanie Diraca forma-

lizmu hamiltonowskiego z wie
‘
zami.

Kwantowanie kanoniczne klasycznej teorii pola polega na narzuceniu rów-
noczasowych kanonicznych reguł komutacji na operatory pola, analogicznych
do zwia

‘
zków (9.17),[

φ̂(x, t) , φ̂(y, t)
]

=
[
π̂(x, t) , π̂(y, t)

]
= 0

[
φ̂(x, t) , π̂(y, t)

]
= i~δ3(x−y) . (9.31)

Ćwiczenie 45
Udowodnić, że dla swobodnego pola skalarnego reguły (9.31) można otrzymać
z relacji (7.23).

Poniżej podajemy przykłady lagranżjanów pól swobodnych.

• Rzeczywiste pole skalarne:

L = 1
2 (∂µφ)(∂µφ) − 1

2m
2φ2 . (9.32)

• Zespolone pole skalarne:

L = (∂µφ)(∂µφ) −m2φφ. (9.33)
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• Pole bispinorowe Diraca:

L = i

2
[
ψγµ(∂µψ) − (∂µψ)γµψ

]
−mψψ. (9.34)

Lagranżjan Dirac zapisuje sie
‘
najcze

‘
ściej w niezbyt poprawnej, ale bardziej

zwartej formie
L = ψ (iγµ∂µ −m)ψ . (9.35)

Nie jest on rzeczywisty, ale prowadzi do równania Diraca. Lagranżjan (9.35)
można również zapisać przy pomocy pól chiralnych: ψ=ψL+ψR. Otrzymujemy
wtedy

L = i(ψL /∂ψL + ψR /∂ψR) −m(ψLψR + ψRψL) , (9.36)
gdzie /∂ = γµ∂µ. Jak widzimy człon kinetyczny nie miesza składowych bispinora
o różnych chiralnościach. Czyni to natomiast człon masowy.

Ćwiczenie 46
Pokazać, że równanie Kleina–Gordona oraz równanie Diraca sa

‘
równaniami

ruchu Eulera–Lagrange’a dla powyższych lagranżjanów.

9.4 Twierdzenie Noether a pra̧dy

Niech pole lub zespół pól φ spełnia równania ruchu (9.27). Rozważmy jednopa-
rametrowa

‘
cia

‘
gła

‘
transformacje

‘
pól, która nie zmienia ge

‘
stości lagranżjanu (w

ogólności działania). Dla infinitezymalnej wartości parametru transformacji ε

φ → φ + δφ(ε) , (9.37)

wariacja lagranżjanu wynosi zero:

δL = δL
δφ

δφ + δL
δ(∂µφ) δ(∂µφ)

=
{
δL
δφ
−∂µ

(
δL

δ(∂µφ)

)}
δφ + ∂µ

(
δL

δ(∂µφ) δφ
)

= 0 . (9.38)

Ponieważ rozważamy transformacje
‘
pól spełniaja

‘
cych rówanania Eulera–Lagra-

nge’a, wyrażenie w pierwszym nawiasie znika. W zwia
‘
zku z tym spełnione jest

prawo zachowania pra
‘
du:

∂µ j
µ = 0 , jµ = δL

δ(∂µφ) δφ. (9.39)

Tak wie
‘
c z każda

‘
cia

‘
gła

‘
jednoparametrowa

‘
transformacja

‘
symetrii lagranżjanu

zwia
‘
zany jest zachowany pra

‘
d. Jest to treść twierdzenia Noether. Równanie

cia
‘
głości (9.39) pozwala zdefiniować zachowany w czasie ładunek:

Q(t) =
∫
d3 j0(t,x) , dQ

dt
= 0 . (9.40)
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Ćwiczenie 47
Korzystaja

‘
c z równania cia

‘
głości udowodnić zachowanie ładunku (9.40).

Lagranżjan pola Diraca (9.34) jest niezmienniczy wzgle
‘
dem globalnej trans-

formacji cechowania z rzeczywistym parametrem λ:

ψ′ = e−iλψ , ψ
′ = ψ eiλ , (9.41)

którym odpowiadaja
‘
infnitezymalne wariacje δψ= −iλψ oraz δψ= iλψ. Obliczaja

‘
c

(9.39) znajdziemy zachowany pra
‘
d odpowiadaja

‘
cy tej transformacji

jµ = ψγµψ , ∂µj
µ = 0 . (9.42)

Jest to wektorowy pra
‘
d Diraca (5.40), dyskutowany w rozdziale 5.3. Odpowia-

daja
‘
cy mu zachowany ładunek to

Q=
∫
d3x ψ†ψ , dQ

dt
= 0 . (9.43)

Dla bezmasowej cza
‘
stki Diraca istnieje druga globalna transformacja cecho-

wania z macierza
‘
γ5 be

‘
da

‘
ca symetria

‘
lagranżjanu (9.34):

ψ′ = e−iλγ5
ψ , ψ

′ = ψ eiλγ5
, (9.44)

z wariacjami δψ = −iλγ5ψ oraz δψ = iλψγ5. Poste
‘
puja

‘
c tak jak powyżej znaj-

dziemy zachowany pra
‘
d aksjalny (5.41)

jµA = ψγµγ5ψ , ∂µj
µ
A = 0 , (9.45)

z ładunkiem aksjalnym

QA =
∫
d3x ψ†γ5ψ ,

dQA
dt

= 0 . (9.46)

Ćwiczenie 48
Udowodnić, że transformacja (9.44) jest symetria

‘
dla bezmasowego lagranżjanu

(9.34).

Ćwiczenie 49
Pokazać, że globalna transformacja cechowania (9.41) dla zespolonych pól ska-
larnych jest symetria

‘
lagranżjanu (9.33), a zachowany pra

‘
d ma postać:

jµ = i
{

(∂µφ)φ − (∂µφ)φ
}
. (9.47)
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Globalne symetrie cechowania

10.1 Symetria izospinowa

Globalne transformacje cechowania (9.41) tworza
‘
przemienna

‘
grupe

‘
U(1), be

‘
da

‘
-

ca
‘
zbiorem liczb zespolonych postaci: U(λ) = exp{−iλ}, z działaniem grupowym

U(λ1)U(λ2) = U(λ1 +λ2) . (10.1)

Transformacje
‘
cechowania można uogólnić na przypadek grup nieprzemien-

nych (nieabelowych). Dla ustalenia uwagi rozpatrzymy grupe
‘
SU(2) złożona

‘
z

unitarnych macierzy o wymiarze 2×2 i wyznaczniku 1. Jest to grupa tzw. spinu
izotopowego – izospinu, wprowadzona przez Heisenberga do opisu oddziaływań
ja
‘
drowych. Punktem wyjściowym sa

‘
dwa pola Diraca, opisuja

‘
ce proton i neu-

tron: ψp i ψn. Tworza‘ one jeden stan, multiplet

ψ =
(
ψp
ψn

)
≡
(
p
n

)
. (10.2)

Macierz T̂3 = 1
2σ3 jest operatorem trzeciej składowej izospinu. Proton to stan

odpowiadaja
‘
cy wartości własnej izospinu T̂3 równej 1

2 , natomiast neutron to
stan o izospinie −1

2 .
Oddziaływania ja

‘
drowe nierozróżniaja

‘
protonu i neutronu, sta

‘
d pomysł by

lagranżjan dla tych oddziaływań był niezmienniczy ze wzgle
‘
du na tworzenie

kombinacji liniowych pól protonu i neutronu:(
p′

n′

)
= U

(
p
n

)
(10.3)

gdzie U ∈ SU(2). W szczególności, poniższa macierz z grupy SU(2) zamienia
proton z neutronem(

p′

n′

)
=
(

0 1
−1 0

)(
p
n

)
=
(

n
−p

)
. (10.4)

Zanim przedstawimy lagranżjan dla oddziaływań ja
‘
drowych nukleonów z pio-

nami, przedyskutujmy własności grupy SU(2).

76
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10.1.1 Grupa SU(2)

Dowolny element grupy SU(2) można zapisać w postaci

U = eiω , (10.5)

gdzie ω jest dwuwymiarowa
‘
macierza

‘
. Jej postać znajdziemy z warunku unitar-

ności, rozwijaja
‘
c w szereg eksponenty

1 = U U † =
(
1 + iω+ 1

2(iω)2 + ...
)(

1− iω†+ 1
2(−iω†)2 + ...

)
= 1 + i(ω−ω†)− 1

2

(
ω2−2ωω†+ (ω†)2

)
+ ... . (10.6)

Sta
‘
d warunek hermitowskości: ω = ω†. Dla macierzy unitarnych słuszny jest

wzór:
detU = eiTrω , (10.7)

latwy do sprawdzenia w bazie wektorów własnych macierzy U . Warunek unor-
mowania wyznacznika U do jedynki prowadzi do wniosku, że Trω= 0. Tak wie

‘
c

ω jest bezśladowa
‘
macierza

‘
hermitowska

‘
, która

‘
można sparametryzować przy

pomocy trzech parametrów:

ω = 1
2

(
ω3 ω1− iω2

ω1 + iω2 −ω3

)
= ω1 T̂

1 + ω2 T̂
2 + ω3 T̂

3 (10.8)

gdzie macierze T̂i, be‘da‘ce generatorami grupy SU(2), sa
‘
proporcjonalne do ma-

cierzy Pauliego (2.75): T̂ a = 1
2 σa. Spełniaja‘ one naste‘puja‘ce zwia‘zki wynikaja‘ce

ze wzorów (4.10):

[ T̂ a , T̂ b ] = iεabc T̂ c , (10.9)

Tr(T̂ aT̂ b) = 1
2 δ

ab . (10.10)

Zbiór bezśladowych i hermitowskich macierzy ω tworzy algebre
‘
Liego grupy

SU(2). Każda
‘
taka

‘
macierz można rozłożyć rozłożyć w bazie generatorów T̂ a.

Tak wie
‘
c ω tworza

‘
przestrzeń wektorowa

‘
rozpie

‘
ta

‘
na generatorach (wektorach

bazowych) grupy. Ostatecznie dowolna macierz z grupy SU(2) ma postać:

U(ω1,ω2,ω3) = exp{iωaT̂ a} . (10.11)

Powyższa
‘
konstrukcje

‘
można powtórzyć bez zmian dla grupy SU(N), znaj-

duja
‘
c n2−1 rzeczywistych parametrów ωa oraz tyle samo generatorów T̂ a. Bez-

śladowa, hermitowska macierz ω o wymiarze n×n ma bowiem

1
2(2n2−2n) + (n−1) = n2−1

niezależnych parametrów rzeczywistych. Przykładowo, grupa SU(3) ma osiem
parametrów.
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Grupa SU(2) działaja
‘
ca w przestrzeni liniowej zbudowanej z dubletów (10.2)

jest tożsama z jej dwuwymiarowa
‘
reprezentacja

‘
fundamentalna

‘
. Inna

‘
reprezen-

tacja
‘
grupy SU(2) jest trójwymiarowa reprezentacja wektorowa działaja

‘
ca w

przestrzeni liniowej trójwymiarowych wektorów π= (π1,π2,π3). Utwórzmy bez-
śladowa

‘
macierz hermitowska

‘

π̂ =
(

π3 π1− iπ2
π1 + iπ2 −π3

)
= π ·σ . (10.12)

Wyznacznik tej macierzy jest równy (z dokładnościa
‘
do znaku) kwadratowi

długości wektora π:

−det π̂ = (π1)2 + (π2)2 + (π3)2 = π2 . (10.13)

Transformacja U †π̂ U przy pomocy U ∈ SU(2) prowadzi do macierzy hermitow-
skiej i bezśladowej, gdyż

(U † π̂ U)† = U † π̂ U , Tr(U †π̂ U) = Tr(U U †π̂) = Tr π̂ = 0 .

Możemy wie
‘
c nowa

‘
macierz zapisać w bazie macierzy Pauliego

U † (π ·σ)U = π′ ·σ , (10.14)

gdzie π′ = (π′1,π′2,π′3). Obliczaja
‘
c wyznacznik obu stron znajdziemy:

π2 = −det(π ·σ) = −det(π′ ·σ) = π′2 . (10.15)

Tak wie
‘
c transformacja (10.14) indukuje obrót w przestrzeni euklidesowej:

π′ = Oπ , (10.16)

gdzie O ∈ SO(3), grupy trójwymiarowych macierzy rzeczywistych o wyznacz-
niku równym 1, spełniaja

‘
cych relacje

‘
: OTO = 1.

Korzystaja
‘
c ze wzorów (10.14) i (10.16), łatwo można pokazać, że złożenie

dwóch transformacji U1U2 indukuje złożenie obrotów O1O2. Grupa SO(3) jest
wie

‘
c reprezentacja

‘
grupy SU(2), zwana

‘
reprezentacja

‘
doła

‘
czona

‘
. Zauważmy, że

dwóm elementom ±U ∈SU(2) odpowiada jeden element O ∈SO(3). Zwia
‘
zne to

jest z topologicznymi własnościami obu grup. SO(3) nie jest grupa
‘
jednospójna

‘
,

gdyż nie każda
‘
krzywa

‘
zamknie

‘
ta

‘

1 można zdeformować w sposób cia
‘
gły do

punktu. Te
‘
własność posiada jednospójna grupa SU(2), izomorficzna z SO(3)

w otoczeniu elementu jednostkowego. Jest ona uniwersalna
‘
grupa

‘
nakrywaja

‘
ca

‘
dla grupy SO(3).

1Krzywa w grupie G to cia
‘
głe odwzorowanie t ∈ [0,1] → g(t) ∈ G. Dla krzywej zamknie

‘
tej

g(0) = g(1).
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10.2 Oddziaływania nukleonów z pionami

Rozważmy dublet pól nukleonowych (10.2) oraz pole pionów opisane trzema
rzeczywistymi polami skalarnymi π(x) = (π1(x),π2(x),π3(x)). Pole to możemy
również przedstawić w formie bezśladowej macierzy hermitowskiej (10.12):

π ·σ =
(

π3 π1− iπ2
π1 + iπ2 −π3

)
. (10.17)

Pod wpływem globalnej transformacji cechowania U ∈ SU(2) pole nukleonowe
transformuje sie

‘
zgodnie ze wzorem (10.3)

ψ ′ = U ψ , ψ
′ = ψU † , (10.18)

natomiast pola pionów transformuja
‘
sie

‘
zgodnie z reguła

‘
(10.14):

U π ·σU † = π′ ·σ, (10.19)

z której wynika prawo transformacyjne (10.16) dla pól π. Innymi słowy, pole
nukleonowe transformuje sie

‘
przy pomocy reprezentacji fundamentalnej grupy

SU(2), natomiast pola pionów przy pomocy reprezentacji doła
‘
czonej.

Skonstruujmy najpierw niezmienniczy wzgle
‘
dem izospinowej transformacji

cechowania lagranżjan swobodnych nukleonów:

L0 = ψ (iγµ∂µ −M)ψ . (10.20)

Piony sa
‘
pseudoskalarami, dlatego oddziaływuja

‘
z pseudoskalarnym pra

‘
dem

nukleonów:
LI = − g√

2
(iψγ5σiψ)πi = − ig√

2
ψγ5 (π ·σ)ψ . (10.21)

W ten sposób lagranżjan oddziaływania jest niezmienniczy wzgle
‘
dem odbić

przestrzennych, be
‘
da

‘
cych symetria

‘
oddziaływań silnych. Podobnie jak L0, jest

on także niezmienniczy wzgle
‘
dem izospinowych transformacji cechowania.

Ćwiczenie 50
Udowodnić, że lagranżjan L = L0 +L1 jest niezmienniczy wzgle

‘
dem transfor-

macji cechowania (10.18) i (10.19) .

Niezmienniczość cechowania dyktuje forme
‘
oddziaływań i ich relatywna

‘
siłe

‘
.

Wprowadzaja
‘
c pola fizycznych pionów,

π± = 1√
2

(π1± iπ2) , π0 = π3 , (10.22)

zapiszemy lagranżjan oddziaływania w jawny sposób:

−LI = ig√
2

(
p, n

)
γ5
(

π0 √
2π−√

2π+ −π0

)(
p
n

)

= g√
2

(ipγ5p)π0 + g (ipγ5n)π−+ g (inγ5p)π+− g√
2

(inγ5n)π0 .
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Sta
‘
d wynikaja

‘
naste

‘
puja

‘
ce relacje mie

‘
dzy stałymi sprzeżenia dla poszczególnych

oddziaływań:

gpnπ− = gnpπ+ =
√

2gppπ0 , gppπ0 = −gnnπ0 , (10.23)

dyktowane przez symetrie
‘
izospinowa

‘
.

10.3 Piony jako bozony Goldstona

Pozostaje jeszcze do określenia lagranżjan dla pionów. W tym celu rozważmy
oddziaływanie trzech pionów π z dodatkowym skalarnym polem mezonowym σ
opisywane lagranżjanem

L(π,σ) = 1
2 (∂µπ)(∂µπ) + 1

2 (∂µσ)(∂µσ) − V (π,σ) , (10.24)

gdzie potencjał oddziaływania

V (π,σ) = −1
2 µ

2(π2 +σ2) + λ

4 (π2 +σ2)2 . (10.25)

Stała sprze
‘
żenia λ > 0. Zwrócmy uwage

‘
na "zły" znak w członie z µ2, który nie

pozwala traktować µ jako masy pól mezonowych.
Powyższy lagranżjan ma globalna

‘
symetrie

‘
cechowania SO(4):(

π′

σ′

)
= O

(
π
σ

)
, (10.26)

gdzie O ∈ SO(4) jest obrotem w czterowymiarowej przestrzeni euklidesowej,
która

‘
tworza

‘
pola mezonowe.

Zdefiniujmy stan próżni jako konfiguracje
‘
pól minimalizuja

‘
ca

‘
wartość po-

tencjału oddziaływania

V ′(π,σ) = −1
2 µ

2 + λ

2 (π2 +σ2) = 0 . (10.27)

Tak określony stan próżni jest zdegenerowany, gdyż potencjał jest minimalizo-
wany przez zbiór konfiguracji spełniaja

‘
cy równanie

π2 +σ2 = µ2

λ
≡ v2 , (10.28)

dla których

Vmin =−µ
4

4λ < 0 . (10.29)

Jest to wartość mniejsza niż wartość potencjału dla zerowej konfiguracji pól,
V0 = 0. Tak wie

‘
c, prawdziwy stan próżni jest określony przez niezerowe kon-

figuracje pól mezonowych (10.28). Zauważmy, że zbiór stanów próżni jest nie-
zmienniczy wzgle

‘
dem transformacji symetrii lagranżjanu SO(4).
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Dokonajmy spontanicznego złamania symetrii próżni wybieraja
‘
c naste

‘
puja

‘
-

ca
‘
konfiguracje

‘
próżniowa

‘

π0 = 0 , σ0 = v > 0 . (10.30)

Nie narusza to ogólności rozważań, gdyż mógłby to być dowolny kierunek, który
sprowadzilibyśmy do postaci (10.30) przy pomocy transformacji cechowania.
Ważne jest tylko to, że stan próżni został wyróżniony. Wybór ten łamie symetrie

‘
próżni SO(4), wcia

‘
ż jednak pozostawiaja

‘
c symetrie

‘
wzgle

‘
dem obrotów wokół

osi wyznaczonej przez kierunek próżni φ0 = (0,v),(
0
v

)
=
(
A 0
0 1

)(
0
v

)
, A ∈ SO(3) . (10.31)

Tak wie
‘
c symetria próżni została złamana do podgrupy SO(3)⊂ SO(4).

Rozważmy nowe pola (π′,σ′), be
‘
da

‘
ce fluktuacjami wokół wybranego stanu

prózni,
π = 0 + π′ , σ = v + σ′ , (10.32)

a naste
‘
pnie przepiszmy lagranżjan (10.24) przy pomocy nowych pól. Cze

‘
ść

kinetyczna nie ulega zmianie, natomiast potencjał oddziaływania przyjmuje
naste

‘
puja

‘
ca

‘
postać

V =−1
2 µ

2
{
π′2 + (v+σ′)2

}
+ λ

4
{
π′2 + (v+σ′)2

}2
. (10.33)

Otrzymany lagranżjan jest niezmienniczy wzgle
‘
dem transformacji izospinowej

SO(3) pól pionów π′. Znajdźmy wyrażenia liniowe i kwadratowe w nowych
polach

V =
(
−µ2v+λv3

)
σ′ +

(
−1

2µ
2 + λ

2 v
2
)
π′2 +

(
−1

2µ
2 + 3λ

2 v
2
)
σ′2 + · · · .

Po podstawieniu wartości próżniowej v =
√
µ2/λ człony liniowy oraz kwadra-

towy dla pionów znikaja
‘
, natomiast człon kwadratowy dla mezonu sigma ma

teraz "dobry" znak: V = µ2σ′2 + · · · . Ostatecznie

L = 1
2 (∂µπ′)(∂µπ′) + 1

2 (∂µσ′)(∂µσ′) − 1
2 (2µ2)σ′2 − ·· · . (10.34)

gdzie człony zaznaczone kropkami opisuja
‘
oddziaływania pomie

‘
dzy polami me-

zonowymi. Tak wie
‘
c w wyniku spontanicznego złamania symetrii mezon sigma

otrzymuje mase
‘
, natomiast piony pozostaja

‘
bezmasowe:

mσ =
√

2µ, mπ = 0 . (10.35)

Trzy bezmasowe pola pionów nazywamy bozonami Goldstona. Ich istnienie wy-
nika z twierdzenia Goldstona, które przedstawimy w naste

‘
pnym rozdziale.

Ćwiczenie 51
Znaleźć brakuja

‘
ce człony w lagranżjanie (10.34). Pokazać, że σ rozpada sie

‘
na

dwa piony.
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10.4 Twierdzenie Goldstona

Bezmasowe bozony Goldstona pojawiaja
‘
sie

‘
w wyniku spontanicznego złamania

globalnej symetrii cechowania. Ich liczba jest równa liczbie złamanych syme-
trii. Jest to treść twierdzenia Goldstona. Przykładowo, w poprzednim rozdziale
symetria SO(4) z 6 parametrami została spontanicznie złamana do symetrii
SO(3) z 3 parametrami. Tak wie

‘
c liczba złamanych symetrii wynosi 6−3 = 3,

sta
‘
d trzy bezmasowe piony – bozony Goldstona.
W ogólności, rozważmy n pól skalarnych φi z lagranżjanem

L = 1
2(∂µφi)(∂µφi) − V (φ) . (10.36)

Niech φ0 = (φi0) be
‘
dzie stałym polem minimalizuja

‘
cym potencjał V

∂V

∂φi

∣∣∣∣
φ0

= 0 . (10.37)

Rozwijaja
‘
c potencjał wokół minimum otrzymamy

V (φ) = V (φ0) + 1
2(φi−φi0)(φj−φj0) ∂2V

∂φi∂φj

∣∣∣∣∣
φ0

+ · · · (10.38)

Symetryczna macierz drugich pochodnych,

∂2V

∂φi∂φj

∣∣∣∣∣
φ0

=M2
ij , (10.39)

po zdiagonalizowaniu określi masy pól. Ponieważ φ0 to minimum potencjału
wie

‘
c wszystkie wartości własne (10.39) sa

‘
dodatnie.

Rozważmy dowolna
‘
jednoparametrowa

‘
podgrupe

‘
transformacji symetrii la-

rgranżjanu (10.36) ze generatorem T a. Dla infinitezymalnej wartości parametru
ε otrzymujemy:

φi → φi+ δφi = φi + (εT a)ij φj . (10.40)

Niezmienniczość lagranżjanu oznacza mie
‘
dzy innymi, że

V (φ+ δφ) = V (φ) ⇒ δφi
∂V

∂φi
= 0 . (10.41)

Różniczkuja
‘
c ostatnie wyrażenie po φj , a naste

‘
pnie kłada

‘
c φ= φ0, mamy

∂ δφi

∂φj

∣∣∣∣∣
φ0

∂V

∂φi

∣∣∣∣
φ0

+ δφj(φ0) ∂2V

∂φi∂φj

∣∣∣∣∣
φ0

= 0 . (10.42)

Ze wgle
‘
du na warunek (10.37) pierwszy składnik w sumie znika. Ostatecznie,

otrzymujemy równanie na zerowe wartości własne macierzy (10.39)

∂2V

∂φi∂φj

∣∣∣∣∣
φ0

δφj(φ0) = 0 . (10.43)



10.5 Spontaniczne łamanie symetrii chiralnej 83

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c postać wariacji δφj ze wzoru (10.40), a naste

‘
pnie opuszczaja

‘
c

parametr ε ze wzgle
‘
du na jego dowolność, otrzymujemy

M2
ij (T aφ0)j = 0 . (10.44)

Równanie to ma nietrywialne rozwia
‘
zania dla tych generatorów, które łamia

‘
symetrie

‘
próżni

T aφ0 6= 0 . (10.45)
Tak wie

‘
c liczba zerowych wartości własnych macierzy mas (bezmasowych bozo-

nów Goldstona) jest równa liczbie generatorów transformacji symetrii lagranż-
janu łamia

‘
cych symetrie

‘
próżni. Udowodniliśmy w ten sposób twierdzenie Gold-

stona dla pola klasycznego.

Ćwiczenie 52
Znaleźć macierz mas (10.39) dla potencjału (10.25), a naste

‘
pnie ja

‘
zdiagona-

lizować pokazuja
‘
c, że istnieja

‘
trzy kierunki o zerowych wartościach własnych,

ortogonalne do kierunku pola próżni φ0. Pokazać, że kierunkowi φ0 odpowiada
niezerowa wartość własna µ2.

10.5 Spontaniczne łamanie symetrii chiralnej

Mechanizm spontanicznego łamania symetrii można użyć do konstrukcji efek-
tywnej teorii oddziaływań pionów z nukleonami, rozszerzaja

‘
c symetrie

‘
cecho-

wania SO(4) z poprzedniego rozdziału do symetrii chiralnej.
Rozważmy lagranżjan dla swobodnych, bezmasowych pól nukleonowych

(10.2)
L0 = iψ/∂ψ = i(ψL /∂ψL + ψR /∂ψR) . (10.46)

Lagranżjan ten jest niezmienniczy wzgle
‘
dem naste

‘
puja

‘
cej transformacji

ψL→ALψL ψR→ARψR , (10.47)

gdzie AL i AR sa
‘
niezależnymi macierzami z grupy SU(2). Jest to symetria

chiralna
SU(2)L⊗SU(2)R ' SO(4) . (10.48)

Pozostaje problem nadania masy nukleonom. Dodaja
‘
c człon masowy pro-

porcjonalny do ψψ=ψLψR+ψRψL łamiemy symetrie
‘
chiralna

‘
. Możemy jednak

ja
‘
utrzymać rozważaja

‘
c sprze

‘
żenia z polami mezonowymi (π,σ)

LI = −gψ
(
σ+ i√

2γ5π ·σ
)
ψ

= −gψL
(
σ+ i√

2γ5π ·σ
)
ψR − h.c. (10.49)

Lagranżjan ten jest niezmienniczy wzgle
‘
dem transformacji (10.47) dla nukle-

onów oraz naste
‘
puja

‘
cej transformacji dla pól mezonowych

U ≡ σ+ i√
2γ5π ·σ → U ′ = ALU A

†
R . (10.50)
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Jest to transformacja ortogonalna SO(4), gdyż zachowana jest odległość

σ2 +π2 = U U † . (10.51)

Mamy bowiem

σ′2 +π′2 = U ′U ′† = (ALU A†R)(ARU †A†L) =AL(U U †)A†L = σ2 +π2 .

Uwzgle
‘
dniaja

‘
c wkład od pól mezonowych (10.24) otrzymujemy ostateczna

‘
forme

‘
lagranżjanu

L = iψ/∂ψ − gψ
(
σ+ i√

2γ5π ·σ
)
ψ

+ 1
2 (∂µπ)(∂µπ) + 1

2 (∂µσ)(∂µσ) − V (π,σ) (10.52)

Spontaniczne złamanie symetrii próżni (10.30) do symetrii izospinowej,

π0 = 0 , σ0 = v > 0 ,

prowadzi do transformacji diagonalnych: AR = AL = A, które wcia
‘
z pozostaja

‘
symetria

‘
teorii. Tak wie

‘
c, symetria chiralna została złamana do symetrii izo-

spinowej
SU(2)L ⊗ SU(2)R → SU(2)I . (10.53)

Mechnizm ten nadaje mase
‘
nukleonom, gdyż po wprowadzeniu nowych pól,

π = π′ , σ = v + σ′ ,

człon −gσψψ w lagranżjanie (10.52) uzyskuje mase
‘
równa

‘

M = gv . (10.54)

Natomiast piony jako bozony Goldstona pozostaja
‘
bezmasowe.

Mezon σ można usuna
‘
ć ze spektrum czynia

‘
c go nieskończenie cie

‘
żkim, tzn.

wykonuja
‘
c granice

‘

µ,λ→∞ , v = µ/
√
λ= const . (10.55)

W wyniku pola mezonowe sa
‘
zwia

‘
zane nieliniowym warunkiem

σ2 +π2 = v2 = const.

Podstawiaja
‘
c σ =

√
v2−π2 do lagranżjanu swobodnego pionów, dostajemy

L0 = 1
2 [(∂π)2 + (∂σ)2]

= 1
2

[
(∂π)2 + (π ·∂π)2

v2−π2

]
= 1

2(∂π)2 + 1
2v2 (π ·∂π)2 + · · · . (10.56)

Otrzymujemy w ten sposób nieliniowy model sigma dla mezonów π.
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Lokalna symetria cechowania

Do tej pory parametry transformacji cechowania nie zależały od punktu cza-
soprzestrzeni x. Rozważmy transformacje

‘
lokalna

‘
, z parametrami zależnymi od

x. Dla grupy abelowej U(1) be
‘
da

‘
to transformacje

U(x) = exp{−igλ(x)} , (11.1)

natomiast dla grupy nieabelowej, na przykład SU(2),

U(x) = exp{−igωa(x) T̂ a} . (11.2)

W obu wzorach wprowadziliśmy stała sprze
‘
żenia g, niekoniecznie ta

‘
sama

‘
. W

ogólności, każda lokalna grupa cechowania wnosi własna
‘
stała

‘
sprze

‘
żenia.

W zwia
‘
zku z zależnościa

‘
parametrów od punktu czasoprzestrzeni pojawia sie

‘
trudność w skonstruowaniu lagranżjanu niezmienniczego wzgle

‘
dem lokalnych

transformacji cechowania. Źródłem problemu jest prawo transformacyjne po-
chodnej pola. Jeśli pole φ (skalarne lub spinorowe) transformuje sie

‘
jednorodnie

φ′(x) = U(x)φ(x) , (11.3)

to po zróżniczkowaniu obu stron otrzymujemy:

∂µφ
′ = U ∂µφ + (∂µU)φ = U

(
∂µ + U−1∂µU

)
φ. (11.4)

Pochodna pól nie transformuje sie
‘
jednorodnie tak jak pola, w zwia

‘
zku z tym

lagranżjany swobodne nie sa
‘
niezmiennicze wzgle

‘
dem transformacji cechowa-

nia. Na przykład, człon kinetyczny (∂µφ)(∂µφ) dla pola skalarnego nie jest
niezmienniczy wzgle

‘
dem transformacji (11.3).

Wyjściem z problemu jest konstrukcja pochodnej kowariantnej, prowadza
‘
cej

do transformacji jednorodnej dla pochodnej pola. Wprowadźmy kompensuja
‘
ce

pole Âµ(x), które również podlega transformacji cechowania, takiej by skom-
pensować dodatkowy człon U−1∂µU po prawej stronie (11.4). Pochodna kowar-
iantna to

Dµ = ∂µ + igÂµ(x) . (11.5)

85
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Chcemy by pod wpływem transformacji cechowania pochodna kowariantna pól
transformowała sie

‘
tak samo jak pola:

D ′µφ
′(x) = U(x)Dµφ(x) , (11.6)

gdzie D ′µ zawiera przecechowane pole Â′. Warunek ten pozwoli nam znaleźć
prawo transformacyjne dla pól kompensuja

‘
cych. Podstawiaja

‘
c prawo (11.3) po

lewej stronie (11.6), otrzymujemy

(∂µ + igÂ′µ)Uφ = U(∂µφ) + (∂µU)φ + igÂ′µUφ

= U
(
∂µ + U−1∂µU + igU−1Â′U

)
φ

= U
(
∂µ + igÂ

)
φ. (11.7)

Porównuja
‘
c druga

‘
i trzecia

‘
linijke

‘
znajdujemy

U−1∂µU + igU−1Â′U = igÂ ,

ska
‘
d wynika ostateczne prawo transformacyjne pól kompensuja

‘
cych, zwanych

od tej pory polami cechowania

Â′µ = UÂ′µU
−1− 1

ig
(∂µU)U−1 . (11.8)

Uzupełnia ono prawo transformacyjne pól (11.3). Porównuja
‘
c natomiast pierw-

sze i ostatnie wyrażenie w (11.7) znajdziemy,

D ′µ = U(x)DµU
−1(x) . (11.9)

Tak wie
‘
c pochodna kowariantna transformuje sie

‘
jednorodnie pod wpływem

transformacji cechowania
Pochodna kowariantna pozwala budować lagranżjany niezmiennicze wzgle

‘
-

dem lokalnej transformacji cechowania. Wystarczy bowiem w lagranżjanach
swobodnych zasta

‘
pić pochodna

‘
zwykła przez pochodna

‘
kowarianta

‘
:

∂µ → ∂µ + igÂµ . (11.10)

Przepis ten nazywa sie
‘
zasada

‘
minimalnego sprze

‘
żenia. Otrzymujemy w ten

sposób w lagranżjanie człony co najmniej trójliniowe w polach, opisuja
‘
ce od-

działywanie pól φ z pól cechowania. Pola te maja
‘
swoja

‘
dynamike

‘
niezależna

‘
od

pól φ, a opisywana
‘
lagranżjanem zbudowanym z pól Âµ. Oczywiście lagranżjan

ten powinien być niezmienniczy wzgle
‘
dem transformacji cechowania (11.8). W

naste
‘
pnych rozdziałach skonstruujemy takie lagranżjany.

11.1 Pole elektromagnetyczne

Pole elektromagnetyczne to pole cechowania grupy abelowej U(1). Rozważmy
dla ustalenia uwagi elektron i odpowiadaja

‘
ce mu pole bispinorowe Diraca ψ.

Symetria teorii elektronu wzgle
‘
dem lokalnych transformacji cechowania (11.1):

ψ ′(x) = e−ieλ(x)ψ(x) , (11.11)
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gdzie e > 0 jest ładunkiem elementarnym, wymusza wprowadzenie pola kom-
pensuja

‘
cego

Âµ(x) = Aµ(x) , (11.12)

które utożsamiamy z potencjałem elektromagnetycznym Aµ = (φ,−A). Pochod-
na kowariantna (11.5) przyjmuje wie

‘
c postać

Dµ = ∂µ + ieAµ , (11.13)

a prawo transformacyjne (11.8) ma znana
‘
z elektrodynamiki klasycznej postać

transformacji cechowania
A′µ = Aµ + ∂µλ. (11.14)

Z punktu widzenia transformacji Lorentza Aµ jest obiektem geometrycznym:
czterowektorem.

Ćwiczenie 53
Wyprowadzić (11.14) dla abelowej transformacji cechowania.

Niezmienniczy wzgle
‘
dem cechowania lagranżjan Diraca powstaje po zasto-

sowaniu zasady minimalnego sprze
‘
żenia do lagranżjanu swobodnego (9.35):

L = ψ{iγµ(∂µ+ ieAµ) −m}ψ . (11.15)

Lagranżjan ten można zapisać w formie sumy dwuliniowego lagranżjanu swo-
bodnego i trójliniowego lagranżjanu oddziaływania

L = L0 +LI = ψ (iγµ∂µ −m)ψ + (−e)(ψγµψ)Aµ . (11.16)

Tak wie
‘
c symetria wzgle

‘
dem lokalnej transfromacji cechowania prowadzi do

znanego z klasycznej elektrodynamiki oddziaływania w postaci

LI = −ej(em)µAµ (11.17)

z wektorowym pra
‘
dem Diraca (5.31).

Nie jest to sytuacja ogólna, jak pokazuje przykład zespolonego pola skalar-
nego. Zasada minimalnego sprze

‘
żenia prowadzi do lagranżjanu

L = [(∂µ+ ieAµ)φ ]† [(∂µ+ ieAµ)φ] −m2φ†φ. (11.18)

Jak łatwo pokazać lagranżjan oddziaływania ma naste
‘
puja

‘
ca

‘
postać

LI = ie{(∂µφ†)φ − φ†(∂µφ)}Aµ + e2φ†AµA
µφ. (11.19)

Ze wzgle
‘
du na człon kwadratowy w potencjałach, nie jest on postaci jµAµ z

pra
‘
dem skalarnym (9.47).

Ćwiczenie 54
Wyprowadzić lagranżjan (11.19).
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Lagranżjany (11.15) i (11.18) opisuja
‘
oddziaływanie pól spinorowych i ska-

larnych z zewne
‘
trznym (zadanym) polem elektromagnetycznym. Aby opisać

dynamike
‘
pola elektromagnetycznego należy dodać lagranżjan samego pola.

Musi on być niezmienniczy ze wzgle
‘
du na transformacje

‘
cechowania (11.14), a

także, co stanowi nasza
‘
podstawowa

‘
zasade

‘
, niezmienniczy wzgle

‘
dem transfor-

macji Lorentza.
Pierwszym krokiem w tym kierunku jest zdefiniowanie antysymetrycznego

tensora nate
‘
żeń pola elektromagnetycznego

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ . (11.20)

Jak łatwo sprawdzić jest on niezmienniczy wzgle
‘
dem transformacji cechowa-

nia (11.14). Nate
‘
żenia pól elektrycznego E i magnetycznego B sa

‘
sześcioma

niezależnymi składowymi tensora Fµν :

Ei = F0i = ∂0Ai−∂iA0 = −∂tAi−∂iφ (11.21)

Bi = −1
2εijkFjk = −εijk ∂jAk = εijk ∂jA

k . (11.22)

Tak wie
‘
c

Fµν =


0 E1 E2 E3

−E1 0 −B3 B2

−E2 B3 0 −B1

−E3 −B2 B1 0

 . (11.23)

Niezmienniczy wzgle
‘
dem cechowania lagranżjan swobodnego pola elektro-

magnetycznego jest zbudowany z niezmiennika lorentzowskiego FµνFµν :

L = −1
4FµνF

µν . (11.24)

Drugi możliwy niezmiennik, εµναβFµνFαβ, jest wykluczony ze wzgle
‘
du na ła-

manie symetrii wzgle
‘
dem odbić przestrzennych i czasowych, porównaj dyskusje

‘
prawa transformacji symbolu epsylon w rozdziale 2.2.

Odrzucaja
‘
c w lagranżjanie (11.24) niewpływaja

‘
ce na równania ruchu pełne

czterodywergencje, otrzymamy

L = 1
2Aµ (gµν� − ∂µ∂ν)Aν , (11.25)

gdzie � = ∂α∂
α. Dokonuja

‘
c wariacji δAµ znajdujemy równania Eulera–Lagran-

ge’a swobodnego pola elektromagnetycznego

(gµν� − ∂µ∂ν)Aν = 0 , (11.26)

które zapisać można również w formie jawnie niezmienniczej wzgle
‘
dem trans-

fomacji cechowania
∂µF

µν = 0 . (11.27)

Ćwiczenie 55
Pokazać (11.25) oraz udowodnić równoważność równań pola (11.26) i (11.27).
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Nakładaja
‘
c warunek cechowania Lorentza ∂νAν = 0, otrzymujemy z (11.26)

bezmasowe równanie Kleina–Gordona

�Aµ = 0 . (11.28)

Sta
‘
d po skwantowaniu pole elektromagnetyczne opisuje bezmasowe fotony. Ce-

chowanie Lorentza eliminuje jedna
‘
z czterech składowych pol Aµ, wcia‘ż jednak

pozostaje
‘
swoboda cechowania

A′µ =Aµ + ∂µf , �f = 0 , (11.29)

konsystentna zarówno z równaniami ruchu (11.28) jak i warunkiem Lorentza.
Możemy ja

‘
użyć do wyeliminowania jeszcze jednej składowej pola elektroma-

gnetycznego, pozostawiaja
‘
c dwie niezależne składowe. Odpowiadaja

‘
one dwóm

poprzecznym polaryzacjom tego pola. Przykład ten ilustruje nadmiarowość w
opisie rzeczywistości fizycznej, która

‘
wnosi symetria cechowania.

11.2 Pole wektorowe z masa̧

Forma langranżjanu (11.25) sugeruje, iż by nadać fotonom mase
‘
należy do la-

granżjanu (11.24) dodać człon masowy

L = −1
4FµνF

µν + 1
2m

2AµA
µ . (11.30)

Łamie on symetrie
‘
cechowania (11.14). Otrzymujemy sta

‘
d naste

‘
puja

‘
ce równania

ruchu (
gµν(�+m2) − ∂µ∂ν

)
Aν = 0 . (11.31)

Działaja
‘
c pochodna

‘
∂µ po obu stronach, znajdujemy

m2∂µA
µ = 0 . (11.32)

Ponieważ m2 6= 0, z równań ruchu wynika warunek znikania czterodywergencji
∂µA

µ = 0. Możemy wie
‘
c zapisać równania ruchu (11.31) w równoważnej formie

(
�+m2

)
Aµ = 0 , ∂µA

µ = 0 . (11.33)

Wektorowe pole z masa
‘
nazywa sie

‘
polem Proca. Ma ono trzy niezależne

składowe, ze wzgle
‘
du na warunek znikania czterodywergencji pola. Dodatkowa

składowa jest zwia
‘
zana z polaryzacja

‘
podłużna

‘
pola z masa

‘
. W tym przypadku

nie mamy już swobody (11.29), która eliminowała składowa
‘
podłużna

‘
pola bez-

masowego. Warunek ten nie jest bowiem konsystentny z pierwszym z równań
ruchu (11.33).
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11.3 Pole Yanga–Millsa

Rozważmy nieabelowa
‘
lokalna

‘
transformacje

‘
cechowania (11.2), dla ustalenia

uwagi generowana
‘
przez grupe

‘
SU(2). Działa ona na dublety pól (fermionowych

lub skalarnych),

ψ(x) =
(
ψ1(x)
ψ2(x)

)
, (11.34)

jako reprezentacja fundamentalna

ψ′(x) = e−igωa(x) T̂aψ(x) . (11.35)

Uogólnienie na grupe
‘
SU(N) wymaga rozszerzenia dubletów do multipletów o

N składowych oraz zwiekszenia liczby generatorów i parametrów transformacji
do N2−1.

Pole cechowania Âµ jest macierza
‘
hermitowska

‘
i bezśladowa

‘
o wymiarze

2×2. Należy wie
‘
c do algebry Liego grupy cechowania i może być rozłożone w

bazie jej generatorów

Âµ(x) = Aaµ(x) T̂ a =
(

A3
µ A1

µ− iA2
µ

A1
µ+ iA2

µ −A3
µ

)
. (11.36)

Dla grupy SU(2) mamy wie
‘
c trzy niezależne składowe pola cechowania Aaµ. Dla

grupy SU(N) to N2− 1 składowych. Pola te nazywaja
‘
sie

‘
polami cechowania

Yanga–Millsa lub polami kolorowymi.
Pochodna kowariantna to

Dµ = ∂µ + igAaµ T̂
a , (11.37)

a transformacja cechowania jest zadana wzorem (11.8). Stosuja
‘
c zasade

‘
mini-

malnego sprze
‘
żenia (11.10), skonstruujemy niezmienniczy wzgle

‘
dem cechowania

lagranżjan opisuja
‘
cy oddziaływanie pól ψ z polami Yanga–Millsa. Na przykład,

dla pól fermionowych otrzymujemy

L = iψγµ(∂µ+ igAaµ T̂
a)ψ −mψψ. (11.38)

Lagranżjan ten możemy zapisać w znanej już formie

L = L0 +LI = {iψγµ∂µψ −mψψ} − g (ψγµ T̂ aψ)Aaµ . (11.39)

Tak wie
‘
c pole Yanga–Millsa oddziaływuje z kolorowymi pra

‘
dami Diraca

ĵaµ = ψγµ T̂ aψ , (11.40)

podobnie jak w przypadku abelowym (11.16).
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11.4 Nieabelowy tensor natȩżeń

Pozostaje do skonstruowania lagranżjan samego pola Yanga-Millsa. Musimy w
tym celu uogólnić definicje tensora nate

‘
żenia pola cechowania (11.20). Policzmy

w zwia
‘
zku z tym komutator dwóch pochodnych kowariantnych w działaniu na

dowolne pole φ:

[Dµ ,Dν ]φ = (∂µ+ igÂµ)(∂ν + igÂν)φ − (µ↔ ν)

= {∂µ∂ν + ig (∂µÂν + Âν∂µ+ Âµ∂ν + igÂµÂν)}φ − {µ↔ ν}

= ig (∂µÂν−∂νÂµ + ig [Âµ Âν ])φ. (11.41)

Podkreślone, symetryczne człony uległy skasowaniu podczas antysymetryzacji.
Dla przypadku abelowego, gdy komutator dwóch potencjałów znika, otrzymu-
jemy tensor nate

‘
żenia Fµν . Dlatego możemy zdefiniować jego nieabelowe uogól-

nienie w postaci

F̂µν = 1
ig

[Dµ ,Dν ] = ∂µÂν−∂νÂµ + ig [Âµ , Âν ] . (11.42)

Tensor ten można rozłożyć na składowe kolorowe w bazie generatorów grupy
cechowania. Podstawiaja

‘
c rozkład (11.36) dla potencjałów otrzymujemy

F̂µν = F aµν T̂
a = (∂µAaν − ∂νAaµ − g εabcAbµAcν) T̂ a . (11.43)

Sta
‘
d relacja mie

‘
dzy składowymi nate

‘
żeń i potencjałów pól kolorowych

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ − g εabcAbµAcν . (11.44)

Zwróćmy uwage
‘
na nieliniowe człony jakie pojawiaja

‘
sie po prawej stronie po-

wyższej relacji. Jak zobaczymy, sa
‘
one odpowiedzialne za samoodziaływanie pól

Yanga–Millsa.

Ćwiczenie 56
Wyprowadzić wzór (11.43).

Jak transformuja
‘
sie nieabelowe nate

‘
żenia pod wpływem transformacji ce-

chowania potencjałów (11.8)? Korzystaja
‘
c z reguły transformacyjnej dla po-

chodnej kowariantnej (11.9), znajdziemy

igF̂ ′µν = [D′µ ,D′ν ] = (UDµU
−1)(UDνU

−1)− (UDνU
−1)(UDµU

−1)

= U(DµDν−DνDµ)U−1 = U(igF̂µν)U−1 .

Sta
‘
d jednorodna reguła transformacyjna dla nate

‘
żeń nieabelowych pól cechow-

nia:
F̂ ′µν = U F̂µν U

−1 . (11.45)
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W przypadku abelowym możemy przestawić wielkości po prawej stronie otrzy-
muja

‘
c niezmienniczość cechowania dla pola elektromagnetycznego:

F ′µν = Fµν . (11.46)

Łatwo już skonstruować niezmienniczy wzgle
‘
dem cechowania lagranżjan po-

la Yanga–Millsa
L = −1

2 Tr(F̂µνF̂µν) = −1
4 F

a
µνF

aµν , (11.47)
gdzie w ostatniej równości wykorzystaliśmy własność (10.10) generatorów grupy
cechowania.

Ćwiczenie 57
Udowodnić niezmienniczość lagranżjanu (11.47) wzgle

‘
dem transformacji cecho-

wania.

Podstawiaja
‘
c zwia

‘
zek (11.44) do lagranżjanu (11.47) możemy go zapisać w

formie L= L0 +LI , gdzie cze
‘
ść swobodna to

L0 = −1
4
(
∂µA

a
ν−∂νAaµ

)
(∂µAaν−∂νAaµ) , (11.48)

natomiast cze
‘
ść opisuja

‘
ca samoodziaływanie pól cechowania ma postać

LI = g

2 ε
abc (∂µAaν−∂νAaµ)AbµAcν − g2

4 εabcεadeAbµA
c
νA

dµAeν . (11.49)

Zauważmy, że lagranżjan oddziaływania zawiera czlony trójliniowe w polach Aµ,
proporcjonalne do stałej sprze

‘
żenia g, a także człony czteroliniowe proporcjonal-

ne do g2. Po skwantowaniu pola kolorowego, otrzymamy w ten sposób punktowe
oddziaływanie trzech lub czterech kwantów pola (bozonów pośrednicza

‘
cych).

Ćwiczenie 58
Wyprowadzić lagranżjany (11.48) i (11.49).

Lagranżjan (11.47) prowadzi do nieliniowych równań Eulera–Largrange’a
dla swobodnego pola Yanga–Millsa,

∂µF
aµν − g εabcAbµF cµν = 0 . (11.50)

Równania te mózna zapisać w bardziej zwartej formie w naste
‘
puja

‘
cy sposób

∂µF̂
µν + ig [Âµ , F̂µν ] = 0 . (11.51)

Podstawiaja
‘
c zwia

‘
zek (11.44) do równania (11.50) i wybieraja

‘
c cechowanie Lo-

rentza ∂µAaµ = 0, otrzymamy

�Aaν = g εabcAbµ
(
F cµν + ∂µA

c
ν

)
. (11.52)
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Tak wie
‘
c pola Yanga–Millsa wynikaja

‘
ce z lagranżjanu (11.47) sa

‘
polami bez-

masowymi, m= 0.

Ćwiczenie 59
Wyprowadzić równania ruchu (11.50), a naste

‘
pnie udowodnić, że można je za-

pisać w formie (11.51).

11.5 Podsumowanie

Podsumowuja
‘
cac, pełny lagranżjan oddziaływania, niezmienniczy wzgle

‘
dem trans-

formacji cechowania, to:

L = −1
4 F

a
µνF

aµν + iψγµ
(
∂µ + igAaµ T̂

a
)
ψ − mψψ. (11.53)

Zauważmy, że ze wzgle
‘
du na niezmienniczość cechownia, pola Yanga–Millsa

oddziaływuja z ta
‘
sama

‘
stała sprze

‘
żenia g zarówno z polami Diraca jak i mie

‘
dzy

soba
‘
.
Jako podsumowanie umieszczamy też tabelke

‘
charakteryzuja

‘
ca

‘
lokalne trans-

formacje cechowania
φ′(x) = U(x)φ(x)
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Transformacja abelowa U(1) nieabelowa SU(N)

U(x) = exp{−ieλ(x)} exp{−igωa(x) T̂ a}

pola cechowania Aµ Âµ =Aaµ T̂
a

pochodna kowariantna Dµ = ∂µ+ ieAµ Dµ = ∂µ+ igÂµ

cechowanie pól A ′µ =Aµ+∂µλ Â ′µ = UÂµU
−1− (1/ig)(∂µU)U−1

nate
‘
żenia pól Fµν = ∂µAν−∂νAµ F̂µν = ∂µÂν−∂νÂµ+ ig [Âµ Âν ]

cechowanie nate
‘
żeń F ′µν = Fµν F̂ ′µν = U F̂µνU

−1

lagranżjan L=−(1/4)FµνFµν L=−(1/2)Tr(F̂µνF̂µν)

równania pola ∂µF
µν = 0 ∂µF̂

µν + ig [Âµ , F̂µν ] = 0

Tablica 11.1: Podstawowe relacje dla lokalnych transformacji cechowania.



Rozdział 12

Oddziaływania elektrosłabe

12.1 Pola chiralne a masy fermionów

Oddziaływania słabe łamia
‘
parzystość P (rozdział 5.6) dlatego podstawowymi

polami materii fermionowej sa
‘
pola chiralne, na przykład dla elektronu ψe ≡ e

eL = PL e = 1−γ5
2 e, eR = PR e = 1 +γ5

2 e. (12.1)

W oddziaływaniach słabych pola lewe oddziaływuja
‘
inaczej niż pola prawe.

Odta
‘
d utożsamiliśmy chiralność ze skre

‘
tnościa, (+) =R oraz (−) = L, pomimo

tego że sa
‘
one słuszne tylko dla pól bezmasowych.

Zapiszmy lagranżjan swobodnego pola Diraca (9.35) przy pomocy pól chi-
ralnych korzystaja

‘
c ze zwia

‘
zku e= eL+eR,

LD = i(eL+eR)γµ∂µ(eL+eR) − m(eL+eR)(eL+eR) . (12.2)

Człony mieszane w cze
‘
ści kinetycznej znikaja

‘
, gdyż na przykład

eL γ
µ∂µeR = e† (PL γ0 γµPR)∂µe = e† (γ0 γµPLPR)∂µe = 0 .

W powyższym rachunku wykorzystaliśmy własność antykomutacji macierzy γµ
z macierza

‘
γ5 co prowadzi do warunku

γµPL = PRγ
µ , γµPR = PLγ

µ (12.3)

oraz ortogonalność operatorów rzutowych: PLPR = 0. Podobnie można udowod-
nić, że w cze

‘
ści masowej lagranżjanu znikaja

‘
wyrażenia diagonalne, na przykład

eR eR = e†(PR γ0PR)e = e†(γ0PLPR)e = 0 .

Ostatecznie wie
‘
c otrzymujemy po wprowadzeniu oznaczenia /∂ = γµ∂µ

LD = ieL /∂ eL + ieR /∂ eR − m(eR eL + eL eR) . (12.4)

Jak widzimy człon masowy sprze
‘
ga pola o różnych chiralnościach. Sprze

‘
żenie

to utrudnia analize
‘
oddziaływań słabych, dlatego w pierwszym przybliżeniu

95
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założymy, iż rozważane pola sa
‘
bezmasowe. Tak wie

‘
c pola prawe i lewe nie

komunikuja
‘
sie

‘
ze soba

‘
. Po skonstruowaniu lagranżjanu oddziaływań elektro-

słabych powrócimy do problemu generacji masy materii fermionowej poprzez
sprze

‘
żenie ze skalarnym polem Higgsa, tak by zachowane były symetrie cecho-

wania lagranżjanu bezmasowego.

12.2 Pola materii i transformacje cechowania

W teorii Weinberga–Salama–Glashowa lewoskre
‘
tne pola fermionowe leptonów i

kwarków tworza
‘
dublety, a prawoskre

‘
tne pola tworza

‘
singlety wzgle

‘
dem lokalnej

grupy cechowania SU(2)L. Tak wie
‘
c dla pierwszej generacji leptonów mamy:

Le =
(
νeL
eL

)
, eR , (12.5)

gdzie νeL,eL,eR to chiralne pola Diraca neutrina i elektronu, zależne od punktu
czasoprzestrzeni x. Podobnie dla pierwszej generacji kwarków

Lq =
(
uL
dL

)
, uR , dR . (12.6)

W zgodzie z obserwacjami, w standardowym sformułowaniu nie wyste
‘
puje pra-

woskre
‘
tne neutrino.

Lokalna nieabelowa transformacja cechowania SU(2)L działa na lewoskre
‘
tne

dublety leptonowe i kwarkowe w identyczny sposób:

L′e,q(x) = e−igωa(x) T̂aLe,q(x) , . (12.7)

Macierze T̂ a to generatory grupy SU(2) zadane przez macierze Pauliego

T̂ a = 1
2 σ

a . (12.8)

Prawoskre
‘
tne pola sa

‘
singletami wzgle

‘
dem transformacji SU(2), tzn. zachodzi:

T̂ aψR = 0 . (12.9)

Dodatkowo dla prawych i lewych pól fermionowych określona jest abelowa
transformacja cechowania U(1)Y , generowana‘ przez hiperładunek Yi

ψ ′R,Li(x) = e−ig′ω(x)Yi/2ψR,Li(x) . (12.10)

Spełnia on relacje
‘
Gell-Manna - Okubo

T 3
i + 1

2Yi = Qi , (12.11)

gdzie Qi jest wielokrotnościa
‘
elementarnego ładunku elektrycznego e > 0 dla

danego pola, a T 3
i jest trzecia

‘
składowa

‘
słabego izospinu:

T̂ 3ψiL = T 3
i ψiL . (12.12)
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Pole T 3
i Yi/2 Qi

νeL +1/2 −1/2 0
eL −1/2 −1/2 -1
eR 0 −1 -1
uL +1/2 1/6 2/3
dL −1/2 1/6 -1/3
uR 0 2/3 2/3
dR 0 −1/3 -1/3

Tablica 12.1: Wartości trzeciej składowej izospinu, hiperładunku i ładunku elek-
trycznego dla cza̧stek elementarnych pierwszej rodziny.

Niezmienniczość cechowania wzgle
‘
dem transformacji SU(2)L⊗U(1)Y pro-

wadzi do naste
‘
puja

‘
cego lagranżjanu dla leptonów

Le = iLe /D
LLe + ieR /DR eR (12.13)

oraz podobnie dla kwarków

Lq = iLq /D
LLq + iuR /DRuR + idR /DR dR . (12.14)

Pochodne kowariantne, /D = γµDµ, sa‘ skonstruowane zgodnie z zasada
‘
mini-

malnego sprze
‘
żenia. Grupa SU(2)L wnosi trzy pola cechowania W a

µ , natomiast
grupa U(1)Y wprowadza jedno pole cechowania Bµ, każde ze swoimi stałymi
sprze

‘
żenia, g i g′, odpowiednio. Tak wie

‘
c dla pól lewoskre

‘
tnych

DL
µ = ∂µ + igW a

µ T̂
a + ig′Bµ Ŷ , (12.15)

gdzie macierz hiperładunku Ŷ

Ŷ =
(
Y1/2 0

0 Y2/2

)
. (12.16)

Definiuja
‘
c w podobny sposób diagonalna

‘
macierz ładunków elektrycznych Q̂,

zapisujemy relacje
‘
(12.11) w postaci macierzowej

T̂ 3 + Ŷ = Q̂ . (12.17)

Podobnie definiujemy pochodna kowariantna dla pól prawoskre
‘
tnych

DR
µ = ∂µ + ig′BµQi . (12.18)

Lagranżjany (12.13) i (12.14) można zapisać w formie L = L0 +LI , gdzie
lagranżjan oddziaływania LI w sektorze leptonowym to

LIe = −Le γµ
(
gW a

µ T̂
a + g′BµŶ

)
Le − g′ (Qe eR γµeR)Bµ , (12.19)

natomiast w sektorze kwarkowym otrzymujemy

LIq =−Lq γµ
(
gW a

µ T̂
a + g′BµŶ

)
Lq− g′

(
Qd dR γ

µdR + QuuR γ
µuR

)
Bµ

(12.20)
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12.3 Pra̧dy naładowane

Zapiszmy macierz z polami cechowania w lagranżjanie oddziaływania jako sume
‘

cze
‘
ści diagonalnej i pozadiagonalnej

gW a
µ T̂

a + g′BµŶ = g
(
W 1
µ T̂

1 +W 2
µ T̂

2
)

+
(
gW 3

µ T̂
3 +g′BµŶ

)
(12.21)

Rozważmy składowa
‘
pozadiagonalna

‘
zadana

‘
przez wyraz w pierwszym nawia-

sie. Wprowadzaja
‘
c nowe pola

W±µ =
W 1
µ ± iW 2

µ√
2

(12.22)

oraz wykorzystuja
‘
c jawna

‘
postać generatorów grupy SU(2),

T̂ 1 = 1
2

(
0 1
1 0

)
, T̂ 2 = 1

2

(
0 −i
i 0

)
, (12.23)

otrzymujemy

W 1
µ T̂

1 +W 2
µ T̂

2 = 1√
2

(
0 W−µ
W+
µ 0

)
= W−µ T̂

+ + W+
µ T̂
− , (12.24)

gdzie nowe generatory to

T̂+ = 1√
2

(
0 1
0 0

)
, T̂− = 1√

2

(
0 0
1 0

)
. (12.25)

Możemy teraz łatwo zapisać lagranżjan oddziaływania dla pra
‘
dów nałado-

wanych w formie macierzowej

L(cc)
Ie = −gLe γµ

(
W 1
µ T̂

1 + W 2
µ T̂

2
)
Le

= − g√
2

(
νeL ,eL

)
γµ
(

0 W−µ
W+
µ 0

)(
νeL
eL

)
.

Wykonuja
‘
c mnożenia macierzowe otrzymujemy ostateczna

‘
postać lagranżjanu

dal pra
‘
dów naładowanych

L(cc)
Ie = − g√

2
(νeL γµ eL)W−µ −

g√
2

(eL γµ νeL)W+
µ . (12.26)

Zwróćmy uwage
‘
na to, że w procesach z pra

‘
dami naładowanymi uczestnicza

‘
tylko lewoskre

‘
tne fermiony, łamia

‘
c maksymalnie parzystość P .

Poste
‘
puja

‘
c analogicznie z lagranżjanem kwarkowym (12.20), znajdziemy

L(cc)
Iq = − g√

2
(uL γµ dL)W−µ −

g√
2

(
dL γ

µuL
)
W+
µ . (12.27)

Zwrócmy tym razem uwage
‘
na te same stałe sprze

‘
żenia jak dla procesów lep-

tonowych, co wyraża uniwersalny charakter oddziaływań z pra
‘
dami nała-

dowanymi. Do zagadnienia uniwersalności pra
‘
dów naładowanych wrócimy w

rozdziale poświe
‘
conym mieszaniu kwarków.
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12.4 Pra̧dy neutralne

Rozważmy diagonalna
‘
cze

‘
ść lagranżjanu oddziaływania (12.19) zwia

‘
zana

‘
z pra

‘
dami

neutralnymi, które nie zmieniaja
‘
ładunku elektrycznego

L(nc)
Ie = −Le γµ

(
gW 3

µ T̂
3 +g′BµŶ

)
Le − (g′QeBµ)eR γµeR . (12.28)

Chcemy zidentyfikować oddziaływania elektromagnetyczne mieszaja
‘
c bozono-

we pola cechowania przy pomocy liniowej transformacji unitarnej (dwuwymia-
rowego obrotu) (

W 3
µ

Bµ

)
=
(

cosθW sinθW
−sinθW cosθW

)(
Zµ
Aµ

)
. (12.29)

Pozostaja
‘
cy do wyznaczenia parametr θW nazywany jest ka

‘
tem mieszania

Weinberga.
Podstawiaja

‘
c te relacje do macierzy w pierwszym nawiasie w lagranżjanie

(12.28), otrzymujemy

gW 3
µ T̂

3 +g′Bµ Ŷ =

= g (cosθWZµ+ sinθWAµ) T̂ 3 + g′ (−sinθWZµ+ cosθWAµ) Ŷ

=
(
g cosθW T̂ 3−g′ sinθW Ŷ

)
Zµ +

(
g sinθW T̂ 3 +g′ cosθW Ŷ

)
Aµ .

Załóżmy naste
‘
puja

‘
ce relacje mie

‘
dzy ka

‘
tem Weinberga a stałymi sprze

‘
żenia,

g sinθW = g′ cosθW = e, (12.30)

gdzie e> 0 jest elementarnym ładunkiem elektrycznym.Wykorzystuja
‘
c naste

‘
pnie

zwia
‘
zek T̂ 3 + Ŷ = Q̂, otrzymujemy

gW 3
µ T̂

3 +g′Bµ Ŷ = g

cosθW

(
T̂ 3− Q̂ sin2 θW

)
Zµ + eQ̂Aµ . (12.31)

Podstawiaja
‘
c natomiast nowe pola w drugim wyrażeniu w nawiasie w lagranż-

janie (12.28), dostaniemy

g′BµQe = g′ (−sinθW Zµ + cosθW Aµ)Qe

= g

cosθW

(
−sin2 θW Qe

)
Zµ + eQeAµ . (12.32)

Ostatecznie, po wprowadzeniu nowych pól, lagranżjan (12.28) przyjmuje postać

L(nc)
Ie = − g

cosθW
Le γ

µ
(
T̂ 3− Q̂sin2 θW

)
LeZµ −e

(
Le γ

µ Q̂Le
)
Aµ

− g

cosθW
eR γ

µ
(
−Qe sin2 θW

)
eRZµ − eQe (eR γµeR)Aµ . (12.33)



100 Rozdział 12 Oddziaływania elektrosłabe

Ćwiczenie 60
Sprawdzić wzory (12.30)–(12.32).

Zauważmy, że dla dubletu leptonowego macierz ładunku elektrycznego Q̂
ma postać

Q̂=
(
Qνe 0
0 Qe

)
=
(

0 0
0 −1

)
(12.34)

Sta
‘
d w cze

‘
ści elektromagnetycznej ze sprze

‘
żeniem do pola Aµ dostaniemy brak

takich oddziaływań dla oboje
‘
tnych elektrycznie neutrin oraz standardowy la-

granżjan oddziaływania elektromagnetycznego dla leptonów naładowanych

L(A)
Ie =−eQe (eL γµeL+eR γ

µeR)Aµ = −eQe (eγµe)Aµ . (12.35)

W oczywisty sposób oddziaływania elektromagnetyczne nie rozróżniaja
‘
skre

‘
-

tności, tym samym nie łamia
‘
parzystości P. Poste

‘
puja

‘
c podobnie w sektorze

kwarkowym, otrzymujemy dla cze
‘
ści elektromagnetycznej lagranżjan

L(A)
Iq = −e

(
Quuγ

µu + Qd dγ
µd
)
Aµ . (12.36)

Dla cze
‘
ści lagranżjanu ze sprze

‘
żeniem do neutralnego elektrycznie pola Zµ,

otrzymujemy

L(Z)
Ie,q =− g

cosθW
ψi γ

µ
(
T 3
i −Qi sin2 θW

)
ψiZµ (12.37)

gdzie ψi jest dowolnym polem chiralnym, leptonowym, νL,eL,eR, lub kwarko-
wym, uL,uR,dL,dR. Zauważmy, że pra

‘
dy neutralne łamia

‘
parzystość P

ze wzgle
‘
du na inne wartości trzeciej składowej izospinu, T 3

i =±1/2 dla cza
‘
stek

lewych i T 3
i = 0 dla cza

‘
stek prawych.

Oczywistym jest, że w przeciwieństwie do pra
‘
dów naładowanych, pra

‘
dy neu-

tralne nie zmieniaja
‘
zapachu zarówno kwarków jak i leptonów.

Ćwiczenie 61
Pokazać, że lagranżjan oddziaływania dla pra

‘
dów neutralnych można zapisać

przy pomocy bispinorów Diraca, ψ = ψR+ψL, w postaci

L(Z)
Ie,q = − g

2cosθW
∑
f

ψf γ
µ (Vf −Afγ5)ψf Zµ , (12.38)

gdzie
Vf = T 3

f −Qf sin2 θW , Af = T 3
f , (12.39)

natomiast f rozróżnia leptony i kwarki.
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12.4.1 Relacje dla ka̧ta Weinberga

Z warunku (12.30) wynika, że ka
‘
t Weinberga jest zadany przez stosunek stałych

sprze
‘
żenia

tgθW = g′

g
, (12.40)

z którego można wyliczyć

cosθW = g√
g2 +g′2

sinθW = g′√
g2 +g′2

, (12.41)

by otrzymać relacje
‘

e= gg′√
g2 +g′2

. (12.42)

Eksperymentalna wartość ka
‘
ta Weinberga jest określona przez sin2 θW = 0.22.

12.5 Podsumowanie

Lagranżjan oddziaływania dla pól elektrosłabych ma strukture
‘

LI = −
∑
i,j

Gij (ψi γµψj)Wµ (12.43)

z podanymi w tabelce poniżej polami cechowania i stałymi sprze
‘
żenia. Pola ψi

sa
‘
polami chiralnymi, z których tworzymy istnieja

‘
ce w teorii pra

‘
dy: lewe dla

pra
‘
dów naładowanych oraz prawe i lewe dla pra

‘
dów neutralnych.

Pra
‘
dy Wµ Gij

naładowane (i 6= j) W±µ
g√
2

neutralny (i= j) Zµ
g

cosθW
(T 3
i −Qi sin2 θW )

elektromagnetyczny (i= j) Aµ eQi

Tablica 12.2: Pra̧dy i sprzȩżenia w modelu Weinberga-Salama.



102 Rozdział 12 Oddziaływania elektrosłabe

Poniższa tabelka podsumowuje liczby kwantowe pól chiralnych. Wpisaliśmy
w nia

‘
hipotetyczne neutrino prawoskre

‘
tne, które w modelu Weinberga-Salama

jest cza
‘
stka

‘
nieoddziaływuja

‘
ca

‘
z polami cechowania (neutrino sterylne).

Pola chiralne ψi T 3
i Qi Uwagi

νL 1/2 0
NR 0 0 Neutrino sterylne
eL -1/2 -1
eR 0 -1 Singlet
uL 1/2 2/3
uR 0 2/3 Singlet
dL -1/2 -1/3
dR 0 -1/3 Singlet

Tablica 12.3: Pola chiralne w teorii elektrosłabej (pierwsza generacja).



Rozdział 13

Mechanizm Higgsa

Skończonu zasie
‘
g oddziaływań słabych sugeruje, że ich bozony pośrednicza

‘
ce

maja
‘
mase

‘
. Jednym ze sposobów nadania masy jest dodanie członu masowego,

tak jak dla pola Proca (11.30), do lagranżjanu pól cechowania

LG = −1
4

3∑
a=1

W a
µνW

aµν − 1
4BµνB

µν , (13.1)

gdzie tensory nate
‘
żeń pól cechowania to
W a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW a

µ − g εabcW b
µW

c
ν (13.2)

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ . (13.3)
Nie jest to jednak dobra metoda, gdyż w przypadku pól nieabelowych otrzy-
mujemy nierenormalizowalna

‘
teorie

‘
kwantowa

‘
. Wyjściem z problemu jest me-

chanizm zaproponowany przez Higgsa.

13.1 Spontaniczne łamanie lokalnej symetrii cecho-
wania

Rozważmy dublet zespolonych skalarnych pól Higgsa

φ =
(
φ+

φ0

)
=
(
φ1 + iφ2
φ3 + iφ4

)
, (13.4)

gdzie φi to cztery składowe rzeczywiste. Pole to sprze
‘
ga sie

‘
z polami cechowania

W a
µ i Bµ, ze wgle

‘
du na lokalna

‘
symetria

‘
cechowania SU(2)L⊗U(1)Y :

φ′(x) = e−igωa(x) T̂a φ(x)
φ′(x) = e−ig′ω(x) ŶH φ(x) , (13.5)

gdzie ŶH jest diagonalna macierza
‘
hiperładunku pól Higgsa postaci (12.16).

Podobnie jak dla pól fermionowych spełniona jest relacja

T̂ 3 + ŶH = Q̂ ≡
(

1 0
0 0

)
. (13.6)

103
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Pole T 3
i Yi/2 Qi

φ+ +1/2 1/2 1
φ0 −1/2 1/2 0

Tablica 13.1: Wartości trzeciej składowej izospinu, hiperładunku i ładunku elek-
trycznego dla pól Higgsa.

Tak wie
‘
c zakładamy, że składowa φ+ niesie dodatni ładunek elektryczny e,

natomiast składowa φ0 jest neutralna. Sta
‘
d macierz hiperładunku

ŶH =
(

1/2 0
0 1/2

)
. (13.7)

Wartości trzeciej składowej izospinu, hiperładunku i ładunku elektrycznego dla
pól Higgsa podsumowujemy w tabelce 13.1.

Niezmienniczy wzgle
‘
dem transformacji lagranżjan pól Higgsa (13.5) przyj-

muje naste
‘
puja

‘
ca

‘
postać

LH = (Dµφ)† (Dµφ) − V (φ†φ) , (13.8)

gdzie pochodna kowariantna to

Dµ = ∂µ + igW a
µ T̂

a + ig′BµŶH . (13.9)

Potencjał oddziaływania jest zadany przez

V (φ†φ) = λ(φ†φ)2 − µ2φ†φ, λ > 0 . (13.10)

Zwróćmy uwage
‘
na "zły" znak w czynniku kwadratowym w polach, który nie

pozwala na interpretacje
‘
µ2 jako masy pola Higgsa.

Stan podstawowy (próżnia) pola Higgsa odpowiada minimum potencjału V ,
określonego przez znikanie pierwszej pochodnej

V ′(φ†φ) = 2λφ†φ − µ2 = 0 . (13.11)

Innymi słowy minimum jest określone przez warunek

φ†φ = µ2

2λ , (13.12)

który definiuje zbiór konfiguracji niezmienniczy wzgle
‘
dem grupy cechowania

SU(2)L⊗U(1)Y .
Spontaniczne łamanie symetrii cechowania polega na wyborze konkretnej

konfiguracji φ0 spełniaja
‘
cej powyższe równanie. Standardowym wyborem jest

φ0 = 1√
2

(
0
v

)
, v =

√
µ2

λ
. (13.13)
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W rozdziale 14.1 pokażemy, że parametr łamania symetrii v = 247 GeV. W
ten sposób symetria cechowania zostaje złamana, gdyż stan φ0 nie jest nie-
zmienniczy wzgle

‘
dem pełnej grupy symetrii cechowania. Pozostaje on jednak

symetryczny ze wzgle
‘
du na transformacje cechowania U(1)Q, generowane przez

operator ładunku elektrycznego

Q̂= T̂ 3 + ŶH =
(

1 0
0 0

)
, (13.14)

gdyż
Q̂φ0 = 0 => e−iλ(x)Q̂φ0 = φ0 . (13.15)

Warunek ten wyraża neutralność elektryczna
‘
stanu próżni.

Podsumowuja
‘
c, wybór konfiguracji (13.13) łamie spontanicznie wyjściowa

‘
symetrie

‘
cechowania do grupy cechowania odziaływań elektromagnetycznych,

SU(2)L⊗U(1)Y → U(1)Q , (13.16)

przy skali zadanej przez wartość v. Teoria ze spontaniczym łamaniem symetrii
jest po skwantowniu renormalizowalna. Dowód tego faktu został przedstawiony
przez ’t Hoofta i Veltmana za co zostali uhonorowani nagroda

‘
Nobla w 1999

roku.

13.2 Masa bozonów pośrednicza̧cych

Rozważmy fluktuacje
‘
pola φ′(x) wokól konfiguracji próżniowej φ0

φ(x) = φ′(x) + φ0 . (13.17)

Pole φ′(x) uzyskuje status nowego dynamicznego pola, przy pomocy którego
zapiszemy larganżjan Higgsa. Podstawiaja

‘
c (13.17) do lagranżjanu (13.8) znaj-

dziemy mie
‘
dzy innymi człon

LM =
[
(gW aµ T̂ a+g′Bµ ŶH)φ0

]† [
(gW a

µ T̂
a+g′BµŶH)φ0

]
. (13.18)

Człon ten nadaje mase
‘
bozonom pośrednicza

‘
cym w lagranżjanie be

‘
da

‘
cym suma

‘
larganżjanu pól cechowania (13.1) i lagranżjanu pól Higgsa (13.8):

L = LG+LH = (LG+LM ) + (LH −LM ). (13.19)

Policzmy, po wykonaniu podstawienia nowych pól cechowania (12.29) i wy-
korzystaniu relacji (12.31)

(gW a
µ T̂

a+g′BµŶ )φ0 =

=
(
gW−µ T̂

+ +gW+
µ T̂
−+ g

cosθW

(
T̂ 3− Q̂sin2 θW

)
Zµ+eQ̂Aµ

)
φ0
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Wykorzystuja
‘
c naste

‘
pnie własności stanu próżni

Q̂φ0 = 0 , T̂−φ0 = 0 , T̂ 3φ0 =−1
2 φ0 , (13.20)

otrzymujemy

(gW a
µ T̂

a+g′BµŶ )φ0 =
(
gW−µ T̂

+− g

2cosθW
Zµ

)
φ0 . (13.21)

Zwróćmy uwage
‘
, że człon z polemAµ znika ze wzgle‘du na neutralność elektryczna

‘
stanu próżni.

Podstawiaja
‘
c relacje

‘
(13.21) do lagranżjanu (13.18), znajdujemy

LM = φ†0

(
gW+µ T̂−− g

2cosθW
Zµ
)(

gW−µ T̂
+− g

2cosθW
Zµ

)
φ0

= g2W+µW−µ

(
φ†0 T̂

−T̂+φ0
)

+ g2

4cos2 θW
ZµZµ

(
φ†0φ0

)

− g2

2cosθW

{
W+µZµ

(
φ†0 T̂

−φ0
)

+W−µZµ
(
φ†0 T̂

+φ0
)}
. (13.22)

Podstawiaja
‘
c postać (13.13) stanu próżni, znajdujemy

φ†0φ0 = v2

2 , φ†0 T̂
−T̂+φ0 = v2

2 (13.23)

oraz dla wyrażeń w ostatniej linijce

φ†0 T̂
−φ0 = φ†0 T̂

+φ0 = 0 . (13.24)

Ostatecznie, lagranżjan LM przyjmuje postać

LM = g2v2

4 W+µW−µ + g2v2

8cos2 θW
ZµZµ + 0 ·AµAµ

= m2
WW+µW−µ + 1

2m
2
Z Z

µZµ . (13.25)

Otrzymaliśmy w ten sposób trzy masywne bozony W± i Z0 z masa
‘

mW = gv

2 mZ = gv

2cosθW
(13.26)

oraz bezmasowe pole fotonowe Aµ. Bezmasowość fotonu jest wynikiem istnie-
nia residualnej symetrii U(1)Q stanu próżni Higgsa, równanie (13.15), która
odzwierciedla jej neutralność elektryczna

‘
. Ze wzorów (13.26) wynika, że ka̧t

Weinberga wia
‘
że masy bozonów pośrednicza

‘
cych

mW

mZ
= cosθW , (13.27)

co prowadzi do relacji mW < mZ . Eksperymentalna wartość mas bozonów
pośrednicza

‘
cych to mW = 80.4 GeV oraz mZ = 91.2 GeV.
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13.3 Lagranżjan Higgsa w cechowaniu unitarnym

Zadane przez cztery składowe rzeczywiste pole Higgsa (13.4) można sparame-
tryzować także w inny sposób:

φ(x) = U−1(ξ(x))
(

0
(v+H(x))/

√
2

)
, (13.28)

gdzie dwuwymiarowa macierz

U−1(ξ(x)) = e iξa(x) T̂a/v (13.29)

należy do grupy SU(2), v =
√
µ2/λ jest skala

‘
dla wartości próżniowej pola

Higgsa, natomiast H(x) jest rzeczywistym polem skalarnym. Tak wie
‘
c, cztery

niezależne składowe rzeczywiste tej parametryzacji to pola (ξ(x),H(x)).
Dowód istnienia takiej parametryzacji wynika z naste

‘
puja

‘
cego rozumowa-

nia. Rozważmy dowolny dwuskladnikowy wektor o współczynnikach zespolo-
nych

φ=
(
a
b

)
. (13.30)

Działaja
‘
c na niego macierza

‘
z grupy SU(2):

U = 1√
|a|2 + |b|2

(
b −a
a∗ b∗

)
, (13.31)

otrzymujemy

U φ =
(

0√
|a|2 + |b|2

)
. (13.32)

Mnoża
‘
c obie strony przez macierz odwrotna

‘
otrzymujemy postać parametryza-

cji (13.28)

φ = U−1
(

0√
|a|2 + |b|2

)
, U−1 ∈ SU(2) . (13.33)

Ćwiczenie 62
Pokazać, że macierz (13.31) należy do grupy SU(2), a naste

‘
pnie udowodnić

zwia
‘
zek (13.32).

Macierz (13.29) jest elementem lokalnej grupy cechowania SU(2). Możemy
wie

‘
c skorzystać ze swobody cechowania lagranżjanu (13.19) i wykonać trans-

formacje
‘
cechowania z macierza

‘
odwrotna

‘

U(ξ(x)) = e−iξa(x) T̂a/v . (13.34)
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Przecechowuja
‘
c pole Higgsa oraz pola bozonów pośrednicza

‘
cych,

φ′ = Uφ = 1√
2

(
0

v+H

)
(13.35)

Ŵ ′
µ = U ŴµU

−1− 1
ig

(∂µU)U−1 , (13.36)

otrzymujemy lagranżjan (13.19) wyrażony przy pomocy nowych pól

L = LG(Ŵ ′,B) + LH(φ′) . (13.37)

Powyższa transformacja pól nazywa sie
‘
cechowaniem unitarnym. Ujawnia ona

fizyczny stopień swobody lagranżjanu Higgsa, rzeczywiste pole H, be
‘
da

‘
ce fluk-

tuacja
‘
(13.17) wokół próżni φ0. Pozostałe skladowe pola Higgsa, ξ, zostały

zaabsorbowane przez nowe pola cechowania Ŵ ′. W przypadku globalnej sy-
metrii cechowania pola ξ byłyby bezmasowymi bozonami Goldstona z rozdziału
10.3. Pojawiaja

‘
sie

‘
one w wyniku złamania symetrii próżni (13.13) przez trans-

formacje SU(2). Dla każdego generatora tej grupy zachodzi bowiem

T̂ aφ0 6= 0 . (13.38)

W teorii z lokalna
‘
symetria

‘
cechowania bezmasowe bozony Goldstona zosta-

ły, mówia
‘
c obrazowo, “zjedzone” przez trzy wektorowe bozony pośrednicza

‘
ce,

które uzyskały w ten sposób mase
‘
. Masowe pola wektorowe maja

‘
dodatkowy

stopień swobody zwia
‘
zany z polaryzacja

‘
podłużna

‘
i ten właśnie stopnień swo-

body został dostarczony przez zaabsorbowane składowe pola Higgsa.
Lagranżjan Higgsa wyrażony w nowych polach ma naste

‘
puja

‘
ca

‘
postać

LH = 1
2(∂µH)(∂µH) − V (v+H)

= (v+H)2

2
[
(gW a

µ T̂
a+g′BµŶH)ξ0

]† [
(gW a

µ T̂
a+g′BµŶH)ξ0

]
, (13.39)

gdzie ξT0 = (0,1) jest wektorem jednostkowym w kierunku wyróżnionym przez
stan próżni.

Wyrażenie w pierwszej linijce L1(H) opisuje pole Higgsa i jego samooddzia-
ływanie. Obliczaja

‘
c bowiem potencjał Higgsa

V (φ′) = λ

4 (H+v)4− µ
2

2 (H+v)2 , (13.40)

dostajemy po odrzuceniu wyrazów niezależnych od pól H oraz wykorzystaniu
relacji v =

√
µ2/λ:

L1(H) = 1
2(∂µH)(∂µH) − 1

2(2µ2)H2 − λvH3 − 1
4λH

4 . (13.41)

Tak wie
‘
c, z tej cze

‘
ści lagranżjanu Higgsa wynikaja

‘
naste

‘
puja

‘
ce wnioski.
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• Cza
‘
stki Higgsa maja

‘
mase

‘

mH =
√

2µ =
√

2λv. (13.42)

• Cza
‘
stki Higgsa oddziaływuja

‘
ze soba

‘
trój- i czterowierzchołkowo ze sta-

łymi sprze
‘
żenia, odpowiednio λv oraz λ/4. Wyznaczenie wartości tego

sprze
‘
żenia be

‘
dzie ważnym elementem badań eksperymentalnych po ewen-

tualnym odkryciu cza
‘
stki Higgsa.

Wyrażenie w nawiasach kwadratowych w drugiej linijce (13.39) zostało już
policzone w poprzednim rozdziale, równanie (13.25). Tak wie

‘
c dla tej linijki

otrzymujemy

L2(H) = (v+H)2

8
[
2g2W+µW−µ + (g2 +g′2)ZµZµ

]
. (13.43)

Rozwijaja
‘
c (v+H)2 stwierdzamy, że cze

‘
ść L2 lagranżjanu Higgsa zawiera:

• Człon nadaja
‘
cy mase

‘
bozonom pośrednicza

‘
cym

L2(Hm) = m2
WW+µW−µ + 1

2m
2
Z Z

µZµ . (13.44)

• Człony trójwierzchołkowe opisuja
‘
ce oddziaływania cza

‘
stki Higgsa z dwo-

ma bozonami pośrednicza
‘
cymi:

L2(H3) = gmW HW+µW−µ + gmZ

2cosθW
HZµZµ . (13.45)

• Człony czterowierzchołkowe opisuja
‘
ce oddziaływania dwóch cza

‘
stek Hig-

gsa z dwoma bozonami pośrednicza
‘
cymi:

L2(H4) = g2

4 H2W+µW−µ + g2

8cos2 θW
H2ZµZµ . (13.46)

Przypomnijmy, że całkowity lagranżjan Higgsa to

LH = L1(H) + L2(Hm) + L2(H3) + L2(H4) . (13.47)

Ćwiczenie 63
Wyprowadzić wzory (13.39)–(13.42).



Rozdział 14

Fenomenologia oddziaływań
elektrosłabych

14.1 Teoria Fermiego

Jest to fenomenologiczna teoria oddziaływań słabych, opisuja
‘
ca niskoenerge-

tyczne oddziaływania z udziałem pra
‘
dów naładowanych, na przykład rozpad

miuonu lub neutronu

µ → νµ+e+νe n → p+e+νe . (14.1)

Procesy te ilustruja
‘
kilka ważnych aspektów oddziaływań słabych.

1. Podlegaja
‘
im oprócz elektronu e i neutrina elekronowego νe, także inne

leptony: miuon µ i towarzysza
‘
ce mu neutrino miuonowe νµ.

2. W procesach z udziałem letptonów zachowana jest cza
‘
stkowa liczba lep-

tonowa:

(e,νe) → le =±1 (14.2)

(µ,νµ) → lµ =±1 , (14.3)

gdzie znak (+) dotyczy cza
‘
stek, natomiast (−) antycza

‘
stek.

Ćwiczenie 64
Sprawdzić, że w procesach (14.1) sa

‘
zachowane cza

‘
stkowe liczby leptonowe oraz

całkowita liczba leptonowa l = le+ lµ.

Obserwacje te prowadzo do poje
‘
cia generacji. Do istnieja

‘
cej struktury mul-

tipletu (12.5) dodajemy jej kopie
‘
miuonowa

‘(
νµL
µL

)
, µR (14.4)

110
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z identycznym lagranżjanem oddziaływania jak dla generacji elektronowej. Wie
‘
-

cej na temat generacji w rozdziale 14.5.
Fermi założył uniwersalny charakter oddziaływań słabych postuluja

‘
c naste

‘
-

puja
‘
ca

‘
ogólna

‘
forme

‘
lagranżjanu oddziaływania

LF = −GF√
2
JµJµ , (14.5)

gdzie GF jest fenomenologiczna
‘
stała

‘
Fermiego o wymiarze GeV −2. Wyste

‘
pu-

ja
‘
cy tu pra

‘
d jest suma

‘
pra

‘
dów leptonowego i hadronowego

Jα = lα + hα , (14.6)

o uniwersalnej strukturze V −A, porównaj (5.39),

lα = eγα (1−γ5)νe + µγα (1−γ5)νµ + . . . + h.c. (14.7)

hα = pγα (1−γ5)n + . . . + h.c. (14.8)

Przykładowo, dla rozpadu miuonu lagranżjan Fermiego ma naste
‘
puja

‘
ca

‘
pos-

tać
LF = −GF√

2
[νµ γα (1−γ5)µ] [eγα (1−γ5)νe] . (14.9)

Opisuje on czterofermionowe oddziaływanie punktowe. Z punktu widzenia kwan-
towej teorii pola, teoria Fermiego jest nierenormalizowalna ze wgle

‘
du na ujemny

(w jednostkach masy) wymiar stałej sprze
‘
żenia GF . Można ja

‘
jednak potrakto-

wać jako teorie
‘
efektywna

‘
, prowadza

‘
ca

‘
do dobrego opisu oddziaływań słabych

w zakresie energii
E� 1/

√
GF . (14.10)

W takim przypadku amplituda procesu iM jest określona przez najniższy rza
‘
d

rachunku zaburzeń wzgle
‘
dem stałej Fermiego. Na przykład, dla rozpadu miuonu

otrzymujemy amplitude
‘

iM = GF√
2

[νµ γα (1−γ5)µ] [eγα (1−γ5)νe] . (14.11)

Obliczaja
‘
c przy jej pomocy czas życia miuonu i porównuja

‘
c go z wartościa

‘
mierzona

‘
wyznaczymy wielkość stałej Fermiego

GF = 1.166×10−5m−2
p , (14.12)

gdzie mp jest masa
‘
protonu.

Teorie
‘
Fermiego można potraktować jako niskoenergetyczne przybliżenie

do teorii Weinberga–Salama. Dla dużych energii czterofermionowe oddziały-
wanie punktowe zostaje zasta

‘
pionowe poprzez oddziaływanie z wymiana

‘
bo-

zonów pośrednicza
‘
cych. Jednak dla energii (14.10) można napisać amplitude

‘
analogiczna

‘
do (14.11), wychodza

‘
c z lagranżjanu Weineberga–Salama (12.26)

rozszerzonego o drugi dublet letonowy (14.4):

iM =
(
g√
2

)2 1
M2
W

[νµL γαµL] [eL γα νeL] , (14.13)
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gdzie czynnik 1/M2
W to propagator bozonu W dla małych wartości kwadratu

przekazu czterope
‘
du −p2�M2

W .
Wyste

‘
puja

‘
ce tu pra

‘
dy maja

‘
strukture

‘
V −A, gdyż dla dowolnych pól fer-

mionowych zachodzi

ψL γ
αχL = ψ† (PL γ0 γ

αPL)χ = ψ† (γ0 γ
αP 2

L)χ = 1
2 ψγ

α (1−γ5)χ.

Wykorzystuja
‘
c powyższy zwia

‘
zek w (14.13) otrzymamy amplitude

‘
(14.11) pod

warunkiem, że
GF√

2
= g2

8M2
W

= 1
2v2 , (14.14)

gdzie w ostatniej równości użyliśmy pierwsza
‘
z relacji (13.26). Możemy wie

‘
c

znaleźć wartość stałej sprze
‘
żenia

g ≈ 0.67 (14.15)

oraz wartość próżniowa
‘
pola Higgsa

v = (
√

2GF )−1/2 ' 247 GeV . (14.16)

Jak pamie
‘
tamy, v jest jednocześnie skala

‘
spontanicznego łamania symetrii (13.16)

oddziaływań elektrosłabych.

Ćwiczenie 65
Obliczyć wartość g oraz v.

14.2 Masy naładowanych leptonów

Rozpocznijmy od masy elektronu. Nie może ona być generowana ze standardo-
wego członu w lagranżjanie (porównaj (12.4))

Lm = −me (eR eL + eL eR) = −me ee, (14.17)

gdyż pola eL i eR sa
‘
składowymi, odpowiednio, dubletu i singletu grupy cecho-

wania SU(2)L. Tak wie
‘
c lagranżjan ten nie ma symetrii oddziaływań elektro-

słabych.
Możemy jednak skonstruować lagranżjan z ta

‘
symetria

‘
, z którego otrzy-

mamy człon postaci (14.17) po spontanicznym złamaniu symetrii przez pole
Higgsa:

Lm = −Ge
(
LeφeR + h.c.

)
, (14.18)

gdzie Ge jest stała‘ sprze‘żenia Yukawy.

Ćwiczenie 66
Udowodnić niezmienniczość (14.18) wzgle

‘
dem transformacji SU(2)L⊗U(1)Y .
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W cechowaniu unitarnym (13.35) otrzymujemy

Lm = −Ge√
2

(v+H)(eR eL + eL eR) . (14.19)

Kłada
‘
c H = 0 otrzymujemy człon masowy (14.17),

Lm → −me (eR eL + eL eR) , (14.20)

z masa
‘

me = Gev√
2
. (14.21)

Podstawiaja
‘
c wartość masy elektronu oraz wartości próżniowej v ' 247 GeV

znajdziemy wielkość bezwymiarowej stałej sprze
‘
żenia

Ge ≈ 3 ·10−6 . (14.22)

W zwia
‘
zku z tak mała

‘
wartościa

‘
sprze

‘
żenia oddziaływanie mie

‘
dzy elektronem

a cza
‘
stka Higgsa wynikaja

‘
ce z lagranżjanu (14.19),

LI = −Ge√
2
Hee, (14.23)

jest zaniedbywalnie małe. Zwrócmy jednak uwage
‘
, że stała sprze

‘
żenia tego od-

działywania,
Ge√

2
= me

v
= g

2
me

MW
, (14.24)

rośnie z masa
‘
fermionu. Jak zobaczymy, dla dostatecznie dużej masy kwarków

oddziaływanie to be
‘
dzie niezaniedbywalne.

Wypiszmy na koniec pełny lagranżjan pola elektronowego oddziaływuja
‘
cego

z polem Higgsa w cechowaniu unitarnym

L = L0 + Lm = e

(
i/∂ −me −

me

v
H

)
e. (14.25)

Ćwiczenie 67
Wyprowadzić relacje

‘
(14.24) wychodza

‘
c z równości (14.21).

14.3 Masy kwarków

Podobnie można skonstruować mase
‘
dla kwarków (12.6). Dla kwarku d mamy

analogiczny lagranżjan jak dla elektronu (14.18)

Lm = −Gd
(
Lq φdR + h.c.

)
. (14.26)

W cechowaniu unitarnym otrzymujemy

−Lm = Gd√
2

(v+H)
(
dR dL + dL dR

)
→ md

(
dR dL + dL dR

)
. (14.27)
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gdzie masa md =Gd v/
√

2.
Powstaje jednak problem dla kwarku górnego u, gdyż wyrażenie Lq φuR

nie jest niezmiennicze wzgle
‘
dem transformacji U(1)Y . Ponadto po spontani-

cznym złamaniu symetrii otrzymalibyśmy człon mieszany dLuR zamiast uLuR.
Rozwia

‘
zaniem jest wprowadzenie dualnego pola Higgsa

φ̃ = iσ2φ
∗ =

(
0 1
−1 0

)(
φ+∗

φ0∗

)
=
(

φ0∗

−φ+∗

)
. (14.28)

Pole to transformuje sie
‘
tak samo jak φ, równania (12.13), z wartościa

‘
hiperła-

dunku YHi =−1/2.

Ćwiczenie 68
Udowodnić, że φ̃ transformuje sie

‘
tak samo jak pole φ pod wpływem transfor-

macji SU(2)L. Skorzystać z relacji słusznej dla dowolnego U ∈ SU(2):

iσ2U
∗ = U iσ2 , (14.29)

która
‘
sprawdzić można bezpośrednim rachunkiem podstawiaja

‘
c postać (13.31)

macierzy U .

Przy pomocy dualnego pola Higgsa można skonstruować niezmienniczy la-
granżjan generuja

‘
cy mase

‘
kwarku u

Lm = −Gu
(
Lq φ̃uR + h.c.

)
. (14.30)

W cechowaniu unitarnym otrzymamy forme
‘
taka

‘
jak dla leptonów

−Lm = Gu√
2

(v+H)(uRuL + uLuR) → mu (uRuL + uLuR) , (14.31)

gdzie mu = Guv/
√

2. Podobnie jak dla leptonów oddziaływanie pola Higgsa z
kwarkami jest proporcjonalne do ich masy. Dla najcie

‘
ższego z nich, kwarku top

za masa
‘
mt ≈ 175 GeV, stała sprze

‘
żenia tego oddziaływania jest rze

‘
du jedynki

Gt√
2

= mt

v
≈ 0.7 . (14.32)

Ćwiczenie 69
Udowodnić niezmienniczość lagranżjanu (14.30) wzgle

‘
dem transformacji grupy

elektrosłabej SU(2)L⊗U(1)Y .

14.4 Masy neutrin

Przeprowadzone w ostatnich latach eksperymenty neutrinowe sugeruja
‘
, że neu-

trina posiadaja
‘
niewielka

‘
(w skali eV ) mase

‘
. Pojawia sie

‘
zatem pytanie jak

dodać do modelu standardowego mase
‘
neutrin, zachowuja

‘
c (spontanicznie zła-

mana
‘
) symetrie

‘
cechowania SU(2)L⊗U(1)Y .



14.4 Masy neutrin 115

Rozwia
‘
zanie 1

Załóżmy, że masowe neutrino jest opisywane bispinorem spełniaja
‘
cym rów-

nanie Diraca. Istnieje wie
‘
c niezależne od aktywnego neutrina, νL, sterylne neu-

trino o chiralności dodatniej, NR. Pozostaje ono singletem wzgle
‘
dem trans-

formacji cechowania z grupy SU(2)L i jak zauważyliśmy w rozdziale 12.5, nie
odziaływuje z elektrosłabymi bozonami pośrednicza

‘
cymi. Oddziaływuje nato-

miast z polem Higgsa, które nadaje mase
‘
neutrinom tak jak górnym kwarkom,

poprzez lagranżjan
Lm = −Gν

(
Le φ̃NR + h.c.

)
. (14.33)

W cechowaniu unitarnym

−Lm = Gν√
2

(v+H)
(
NR νL + νLNR

)
→ mD

ν

(
NR νL + νLNR

)
, (14.34)

gdziemD
ν =Gν v/

√
2 jest masa

‘
Diraca neutrin. Człon masowy Diraca zachowuje

cza
‘
stkowa

‘
liczbe

‘
leptonowa

‘
, gdyż jest niezmienniczy wzgle

‘
dem transformacji

(14.47) z naste
‘
pnego rozdziału.

Rozwia
‘
zanie 2

Załóżmy, że zarówno aktywne neutrino lewoskre
‘
tna, νL, jak i sterylne neu-

trino prawoskre
‘
tne, NR, sa‘ opisywanymi bispinorami Majorany, ψ=ψc. Wtedy,

zgodnie ze wzorami (6.9) i (6.10), zachodzi

ν = νL+ (νL)c , N =NR+ (NR)c . (14.35)

Najogólniejszy lagranżjan masowy niezmienniczy wzgle
‘
dem właściwej, ortochro-

nicznej tranformacji Lorentza to

−Lm = M3 νν + M1NN + mD

(
N ν + νN

)
, (14.36)

lub zapisuja
‘
c w postaci macierzowej

−Lm =
(
ν, N

)( M3 mD

mD M1

)(
ν
N

)
. (14.37)

Po rozpisaniu na składowe chiralne, lagranżjan ten przyjmuje postać

−Lm =
(
νL, (NR)c

)( M3 mD

mD M1

)(
(νL)c
NR

)
+ h.c. (14.38)

W najbardziej popularnym mechaniźmie huśtawki M3 = 0 oraz mD�M1 i
po diagonalizacji macierzy mas otrzymujemy dwa neutrina o ujemnej chiralności

ν1L ' νL−
mD

M1
(NR)c , ν2L ' (NR)c+ mD

M1
νL (14.39)

z masami, odpowiednio,

m1 '
m2
D

M1
� mD , m2 ' M1 . (14.40)

Tak wie
‘
c, mechanizm ten tłumaczy istnienie bardzo lekkiego neutrina porzez

wprowadzenie bardzo cie
‘
żkiego sterylnego neutrina.
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14.5 Generacje i mieszanie

Wielkim osia
‘
gnie

‘
ciem ostatniego ćwierćwiecza XX wieku była eksperymentalna

weryfikacja istnienia trzech generacji kwarków i leptonów o masach m< v. Ze
wzgle

‘
du na symetrie

‘
cechowania SU(2), tworza

‘
one dublety dla cza

‘
stek lewych

oraz singlety dla cza
‘
stek prawych. Wprowadźmy oznaczenia, dla leptonów

Lie =
(
νeL
eL

)
,

(
νµL
µL

)
,

(
ντL
τL

)
(14.41)

EiR = (eR , µR , τR ) , (14.42)

oraz dla kwarków

Liq =
(
uL
dL

)
,

(
cL
sL

)
,

(
tL
bL

)
(14.43)

U iR = (uR , cR , tR ) (14.44)

Di
R = (dR , sR , bR ) . (14.45)

gdzie i= 1,2,3 to wskaźnik zapachu.
Dla każdego z dubletu leptonowego (wraz z odpowiadaja

‘
cym mu singletem)

istnieje ściśle zachowana cza
‘
stkowa liczba leptonowa (14.2): le, lµ, lτ . Wraz z

nimi zachowana jest też całkowita liczba leptonowa

l = le + lµ + lτ . (14.46)

Z twierdzenia Noether, istnienie zachowanych leptonowych liczb kwantowych
jest zwia

‘
zane z niezmienniczościa

‘
lagranżjanu wzgle

‘
dem globalnych transfor-

macji
Lie → eiαiLie , EiR → eiαiEiR , (14.47)

gdzie fazy αi zależa‘ od generacji i = 1,2,3. Oznacza to w szczególności, że jak
dota

‘
d nie zaobserwowano przejść mie

‘
dzy generacjami leptonowymi, na przykład

pra
‘
du naładowanego νeL→ µL lub pra

‘
du neutralnego eL,R→ µL,R.

Dla generacji kwarkowych obowia
‘
zuje zachowanie całkowitej liczby bario-

nowej zwia
‘
zanej z niezależna

‘
od generacji globalna

‘
symetria

‘
cechowania

Liq → eiαLiq , U iR → eiαU iR , Di
R → eiαDi

R . (14.48)

Nie istnieja
‘
natomiast cza

‘
stkowe liczby barionowe, możliwe wie

‘
c sa

‘
przejścia

mie
‘
dzy generacjami kwarkowymi. W szczególności w rozpadach dziwnych mezo-

nów, K−→ π0 +e−+νe, zaobserwowano pra
‘
d naładowany ze zmiana

‘
dziwności:

sL→ uLW
− . (14.49)

Jak dota
‘
d nie zaobserwowano natomiast procesów z pra

‘
dami neutralnymi ze

zmiana
‘
dziwności (zapachu): sL,R→ dL,R, na przykład w procesie rozpadu ka-

onu, K+→ π+ +e+ +e−.
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14.5.1 Ka̧t mieszania Cabibbo

W przypadku tylko dwóch generacji kwarkowych fakty te można opisać wpro-
wadzaja

‘
c kombinacje

‘
liniowa

‘
dolnych kwarków dL i sL obrócona

‘
o ka

‘
t Cabibbo

θC : (
uL

d ′L = cosθC dL + sinθC sL

) (
cL

s ′L =−sinθC dL + cosθC sL

)
.

Nowe dublety używamy do konstrukcji lagranżjanu oddziaływań elektrosła-
bych. Tak wie

‘
c, przejścia naste

‘
puja

‘
teraz tylko w ramach jednej generacji,

dopuszczaja
‘
c jednakże pra

‘
dy naładowane ze zmiana

‘
dziwności

uL → sLW
+ , cL → dLW

+ . (14.50)

Jednocześnie stałe sprze
‘
żenia tych procesów zostana

‘
zmodyfikowane o wartość

sinusa lub cosinusa ka
‘
ta Cabibbo. Na przykład, dla pierwszego pra

‘
du nałado-

wanego w lagranżjanie (12.27):

uL γ
µ d ′L = cosθC (uL γµ dL) + sinθC (uL γµ sL) . (14.51)

Efekt ten łamie uniwersalność pra
‘
dów naładowanych dla procesów leptonowych

i hadronowych. Ze wzgle
‘
du na to, że transformacja dolnych kwarków jest orto-

gonalna nie pojawia
‘
pra

‘
dy neutralne ze zmiana

‘
dziwności, gdyż

d ′L γ
µ d ′L + s ′L γ

µ s ′L = dL γ
µ dL + sL γ

µ sL . (14.52)

Ćwiczenie 70
Udowodnić relacje

‘
(14.52).

Uogólnienie mechanizmu mieszania na trzy generacje polega na wykonaniu
unitarnej transformacji VCKM , mieszaja

‘
cej dolne kwarki: d ′L

s ′L
b ′L

= VCKM

 dL
sL
bL

 . (14.53)

Macierz VCKM nazywamy macierza
‘
mieszania Cabibbo–Kobayashi–Maskawy.

Unitarność macierzy zapewnia brak pra
‘
dów neutralnych ze zmiana

‘
zapachu,

tzn. słuszna jest relacja (14.52) uzupełniona o trzeci kwark b

d ′L γ
µ d ′L + s ′L γ

µ s ′L + b ′L γ
µ b ′L = dL γ

µ dL + sL γ
µ sL + bL γ

µ bL . (14.54)
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14.6 Macierz mieszania CKM

Ska
‘
d bierze sie

‘
mieszanie? Czy można je zrozumieć w ramach modelu standar-

dowego? Okazuje sie
‘
, że kluczem do zrozumienia jest analiza generacji członów

masowych kwarków w lagranżjanie zgodnie z zasadami przedstawionymi w po-
przednich rozdziałach.

Napiszmy najogólniejszy lagranżjan zbudowany z pól (14.41)–(14.45), nie-
zmienniczy wzgle

‘
dem transformacji cechowania SU(2)L⊗U(1)Y . Uogólniaja‘c

lagranżjan (12.13) i (12.14) dla trzech generacji, otrzymamy

LF =
3∑
i=1

i
{
Lie /D

LLie + Liq /D
LLiq + EiR /DREiR + U iR /DRU iR + Di

R /DRDi
R

}
.

(14.55)
Do tego dodamy lagranżjan generuja

‘
cy mase

‘
ze sprze

‘
żeniami Yukawy, zbudo-

wany według zasady omawianej w poprzednim rozdziale

LY = −
∑
i,j

{
Gije (LieφE

j
R) + Giju (Liq φ̃U

j
R) + Gijd (Liq φD

j
R) + h.c.

}
, (14.56)

gdzie sumujemy po powtarzaja
‘
cych sie

‘
wskaźnikach i, j = 1,2,3. Wielkości Gij

sa
‘
trzema zespolonymi macierzami stałych sprze

‘
żenia o wymiarze 3×3. Zwróć-

my uwage
‘
, że niezmienniczość cechowania wymusza sprze

‘
żenia fermionów z róż-

nych generacji w najogólniejszej postaci larganżjanu masowego. Otrzymujemy
w ten sposób niedagonalne macierze stałych sprze

‘
żenia Gij .

W cechowaniu unitarnym (13.35), po spontanicznym złamaniu symetrii
otrzymujemy

LY = −v+H√
2

{
ELGeER + ULGuUR + DLGdDR + h.c.

}
, (14.57)

gdzie zastosowaliśmy zapis macierzowy, na przykład

ELGeER =
(
eL, µL, τL

) Gee Geµ Geτ
Gµe Gµµ Gµτ
Gτe Gτµ Gττ


 eR
µR
τR

 .
Udowodnimy najpierw

Twierdzenie
Dla dowolnej nieosobliwej macierzy zespolonej G istnieja

‘
macierze unitar-

ne A i B takie, że zachodzi

G = A†ΛB , (14.58)

gdzie Λ jest diagonalna
‘
macierza

‘
rzeczywista

‘
z dodatnimi wartościami

własnymi
Λ = diag(λ1, λ2, λ3). (14.59)

Macierze unitarne sa
‘
określone z dokładnościa

‘
do transformacji

A,B→ diag(eiφ1 , eiφ2 , eiφ3)A,B . (14.60)
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Dowód
Rozważmy macierze hermitowska

‘
GG†, która

‘
można zdiagonalizować przy

pomocy unitarnej macierzy A. Jej wartości własne sa
‘
rzeczywiste i dodat-

nie, λ2
i > 0,

GG† =A†Λ2A, Λ2 = diag(λ2
1, λ

2
2, ...,λ

2
n) . (14.61)

Naste
‘
pnie zapiszemy macierz G w postaci

G=A†ΛB, B = Λ−1AG, (14.62)

gdzie Λ =diag(λ1, λ2, ...,λn) oraz Λ−1 =diag(1/λ1, 1/λ2, ...,1/λn) i wszyst-
kie λi > 0. B jest szukana

‘
druga

‘
macierza

‘
unitarna

‘
, która diagonalizuje

G, gdyż
BB† = (Λ−1AG)(G†A†Λ−1) = Λ−1Λ2Λ−1 = 1 .

Warunek B†B=G†A†(Λ−1)2AG= 1 można udowodnić korzystaja
‘
c z wła-

sności (Λ−1)2 = (Λ2)−1, a naste
‘
pnie obliczaja

‘
c (Λ2)−1 z relacji (14.61).

Możemy wie
‘
c znaleźć diagonalizuja

‘
ce macierze unitarne dla każdej macierzy

sprzeżeń Ge,u,d i przepisać lagranżjan (14.57) w formie

LY =−v+H√
2

{
EL (A†eΛeBe)ER+UL (A†uΛuBu)UR+DL (A†dΛdBd)DR+h.c.

}
gdzie macierze Λe,u,d sa

‘
diagonalne. Przedefiniowuja

‘
c naste

‘
pnie każde z pól

E′L = AeEL E′R = BeER

U ′L = AuUL U ′R = BuUR

D ′L = AdDL D ′R = BdDR , (14.63)

otrzymamy lagranżjan wyrażony przy pomocy nowych pól

LY = − v+H√
2

{
E′LΛeE′R + U ′LΛuU ′R + D ′LΛdD ′R + h.c.

}
. (14.64)

Kłada
‘
c H = 0 otrzymujemy lagranżjan generuja

‘
cy mase

‘
fermionów

Lm = −
{
E′LMeE

′
R + U ′LMuU

′
R + D ′LMdD

′
R + h.c.

}
. (14.65)

W każdym członie tego lagranżjanu macierz mas to

M = v√
2
diag(λ1 ,λ2 ,λ3)≡ diag(m1 ,m2 ,m3) . (14.66)

Sta
‘
d pola primowane maja

‘
określona

‘
mase

‘
mi = vλi/

√
2.

Zakładaja
‘
c na pocza

‘
tek zerowa

‘
mase

‘
neutrin zauważamy, że macierz tran-

formacji dla pól neutrinowych jest w zasadzie dowolna. Wykorzystajmy te
‘
swo-

bode
‘
i przedefiniujemy pole neutrin νTL = (νeL, νµL, ντL) przy pomocy unitarnej

macierzy diagonalizuja
‘
cej Ae ,

ν ′L = Ae νL , (14.67)
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tak by leptonowa cze
‘
ść lagranżjanu (14.55) nie uległa zmianie. Rzeczywiście,

dla lewoskre
‘
tnych leptonów otrzymujemy:

Le /D
LLe = (L ′e Ae) /DL (A†eL ′e) = L ′e /D

L (AeA†e)L ′e = L ′e /D
LL ′e ,

gdzie skorzystaliśmy z warunku unitarności macierzy Ae. W przypadku gdy
neutrina posiadaja

‘
niezerowa

‘
mase

‘
, co wydaje sie

‘
już być niezaprzeczalnym

faktem eksperymentalnym, pola neutrin ulegaja
‘
zmieszaniu, tak jak w opisa-

nych poniżej rozważaniach dla kwarków.
Rozważaja

‘
c transformacje (14.63) dla kwarków stwierdzamy, że podobnie

nie ulegnie zmianie człon kinetyczny oraz człon z pra
‘
dami neutralnymi w kwar-

kowej cze
‘
ści lagranżjanu (14.55). Natomiast ze wzgle

‘
du na inna

‘
macierz trans-

formacji dla kwarków górnych i dolnych w dubletach kwarkowym zmieni sie
‘

cze
‘
ść lagranżjanu dla pra

‘
dów naładowanych wyste

‘
puja

‘
cych w członie Lq /DLLq.

Otrzymamy bowiem dla pra
‘
du naładowanego wyrażonego w nowych polach

Lcc = − g√
2

(UL γµDL)W−µ = − g√
2

(
U ′L γ

µAu (Ad)†D ′L
)
W−µ .

Podkreślona unitarna macierz

VCKM = Au (Ad)† (14.68)

to macierz Cabibbo–Kobayashi-Maskawy (CKM) ze wzoru (14.53), w którym
pola po prawej stronie to pola primowane o określonej masie, a pola po lewej
stronie to nowe pola, które w tym momencie oznaczylibyśmy jako

D ′′L = VCKMD ′L , (14.69)

lub zapisuja
‘
c przy pomocy składowych d ′′L

s ′′L
b ′′L

=

 Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb


 d ′L
s ′L
b ′L

 . (14.70)

Nowe pola dolnych kwarkówD ′′L diagonalizuja
‘
lagranżjan oddziaływania, ale nie

maja
‘
określonej masy tak jak pola primowane D ′L. Sta‘d multiplet kwarkowy ma

teraz postać (
U ′L

D ′′L = VCKMD ′L

)
, U ′R , D ′R . (14.71)

Od tej pory zapominamy o wyjściowych polach (nieprimowanych) przy pomocy
których zapisaliśmy lagranżjan fermionowy (14.55) oraz (14.56) i posługujemy
sie

‘
polami o określonej masie (primowanymi). W cze

‘
ści lagranżjanu dla kwar-

kowych pra
‘
dów naładowanych pojawi sie

‘
macierz mieszania CKM.

Ćwiczenie 71
Udowodnić, że macierz (14.68) jest unitarna.
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14.7 Liczba parametrów macierzy CKM

Rozumowanie przeprowadzimy dla macierzy unitarnej o wymiarze n×n.
W rozdziale 1. pokazaliśmy, że macierze z grupy SU(n) maja

‘
n2−1 parame-

trów rzeczywistych. Natomiast macierze unitarne z grupy U(n) maja
‘
n2 para-

metrów rzeczywistych ze wzgle
‘
du na brak warunku unormowania wyznacznika

do jedynki. Pośród nich mamy n(n−1)/2 ka
‘
tów obrotu w płaszczyznach dwu-

wymiarowych w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Rozważaja
‘
c bowiem

czysto rzeczywiste macierze unitarne otrzymujemy grupe
‘
ortogonalna

‘
O(n) z

n(n−1)/2 ka
‘
tami Eulera. Pozostałe n(n+ 1)/2 parametrów to niezależne fazy

exp(iφ) w zespolonych elementach macierzy unitarnej z grupy U(n).
Swoboda transformacji (14.60) dla macierzy A,B pozwala zredukować liczbe

‘
niezależnych faz w macierzy CKM wykonuja

‘
c transformacje

‘
eiα1 0 0

0 eiα2 0
... ... ...
0 0 eiαn

 VCKM


e−iβ1 0 0

0 e−iβ2 0
... ... ...
0 0 e−iβn

 (14.72)

i tak dobieraja
‘
c fazy by wyzerować maksymalna

‘
liczbe

‘
niezależnych faz. Tym

samym dokonujemy globalnej transformacji cechowania pól U ′ i D ′ (dla obu
skre

‘
tności) przy pomocy macierzy czynników fazowych.

U ′i → eiαiU ′i , D ′i → eiβiD ′i . (14.73)

W ten sposób nie jest zachowana cza
‘
stkowa liczba hadronowa w ramach jednej

generacji, ze wzgle
‘
du na różne fazy αi i βi w ramach tego samego dubletu.

Ile niezależnych faz wprowadza transformacja (14.72) Zapiszmy każda
‘
z faz

w postaci

αi = 1
n

n∑
k=1

αk + α′i = α + α′i

βi = 1
n

n∑
k=1

βk + β′i = β + β′i . (14.74)

Łatwo udowodnić sumuja
‘
c fazy αi i βi, że

n∑
i=1

α′i =
n∑
i=1

β′i = 0 .

Tak wie
‘
c wśród 2n faz primowanych jest 2(n− 1) niezależnych. Podstawiaja

‘
c

parametryzacje
‘
(14.74) do (14.72) otrzymamy jako wspólny czynnik exp i(α−β)

dla wszystkich elementów. Wyste
‘
puja

‘
ca tu faza (α−β) jest ostatnim niezale-

żnym elementem. Ostatecznie transformacja (14.72) wnosi (2n−1) niezależnych
faz, które zredukuja

‘
liczbe

‘
niezależnych faz w macierzy CKM do

1
2n(n+ 1) − (2n−1) = 1

2(n−1)(n−2) . (14.75)
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Liczba generacji Liczba niezal. ka̧tów Liczba niezal. faz
1 0 0
2 1 0
3 3 1
4 6 3

Tablica 14.1: Liczba paramerów macierzy CKM.

Pozostałe n(n−1)/2 parametry to ka
‘
ty Eulera.

W tabeli 14.1 podsumowujemy liczbe
‘
parametrów macierzy VCKM w zależ-

ności od liczby generacji n. Widzimy, że dla dwóch generacji otrzymujemy tylko
jeden ka

‘
t Cabibbo, natomiast dla trzech generacji mamy trzy ka

‘
ty i jedna

‘
faze

‘
.

W tym przypadku jedna
‘
z możliwych parametryzacji jest

VCKM =

 1 0 0
0 c23 s23
0 −s23 c23


 c13 0 s13 eiδ

0 1 0
−s13 e−iδ 0 c13


 c12 s12 0
−s12 c12 0

0 0 1


(14.76)

co po wymnożeniu macierzy prowadzi do

VCKM =

 c12 c13 s12 c13 s13 eiδ
−s12 c23− c12 s23 s13 e−iδ c12 c23−s12 s23 s13 e−iδ s23 c13
s12 s23− c12 c23 s13 e−iδ −c12 s23−s12 c23 s13 e−iδ c23 c13

 ,
(14.77)

gdzie cij = cosθij oraz sij = sinθij .
Wyste

‘
puja

‘
ca tu faza δ 6= 0 prowadzi do łamania symetrii CP w oddziaływa-

niach słabych. Z przeprowadzonych doświadczeń wynika naste
‘
puja

‘
ca herarichia

ka
‘
tów mieszania

1� θ12� θ23� θ13 . (14.78)

Wynika sta
‘
d parametryzacja Wolfensteina macierzy mieszania. Kłada

‘
c s12 = λ

zapisujemy

Vcb ' s23 =Aλ2 oraz Vub = s13eiδ 'Aλ3(ρ− iη) ,

gdzie A' 1 i |ρ− iη|< 1. Ostatecznie, z dokładnościa
‘
do członów O(λ3) otrzy-

mamy

VCKM =

 Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb



'

 1−λ2/2 λ Aλ3(ρ− iη)
−λ 1−λ2/2 Aλ2

Aλ3(1−ρ− iη) −Aλ2 1

 . (14.79)
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Wykorzystuja
‘
c warunek unitarności dla pierwszej i trzeciej kolumny

V ∗udVub + V ∗cdVcb + V ∗tdVtb = 0 , (14.80)

otrzymujemy zwia
‘
zek mie

‘
dzy parametrami (ρ,η) poprzez tzw. trójka

‘
t unitar-

ności powstały po podzieleniu (14.80) przez V ∗cbVcd,
V ∗udVub
V ∗cdVcb

+ 1 + V ∗tdVtb
V ∗cdVcb

= (−ρ+ iη) + 1 + (ρ−1− iη) = 0 . (14.81)

W płaszczyźnie zespolonej otrzymujemy wie
‘
c trójka

‘
t o wierzchołkach w punk-

tach (0,0), (1,0) oraz (ρ,η). Istnienie trójka
‘
ta jest wie

‘
c przejawem łamania

symetrii CP poprzez różna
‘
od zera wartość parametru η. Wznaczenie tego

parametru pozostaje wielkim wyzwaniem eksperymentalnym.

14.8 Podsumowanie

Podsumowaniem be
‘
dzie podanie pełnej postaci lagranżjanu oddziaływań elek-

trosłabych w cechowaniu unitarnym (13.35):

L = LG + LH + LF . (14.82)

Lagranżjan pól cechowania to

LG = −1
4

3∑
a=1

W a
µνW

aµν − 1
4BµνB

µν . (14.83)

Wyste
‘
puja

‘
ce tu pola należy wyrazić przy pomocy pól cechowania W±µ ,Zµ,Aµ,

zdefiniowanych poprzez równania (12.22) i (12.29).
Lagranżjan pola Higgsa w cechowaniu unitarnym przyjmuje postać

LH = 1
2 (∂µH)(∂µH) − 1

2m
2
HH

2 −

√
λ

2 mHH
3 − λ

4 H
4

−
(

1 + H

v

)2{
m2
WW+µW−µ + 1

2m
2
Z Z

µZµ

}
. (14.84)

Pierwsza linijka opisuje samoodziaływanie pola Higgsa, natomiast druga nadaje
mase

‘
bozonom pośrednicza

‘
cym W± i Z0, a także opisuje ich oddziaływanie z

polem Higgsa.
Lagranżjan dla pól materii fermionowej to

LF =
∑
i

{
ψi

(
i/∂ −mi −

mi

v
H

)
ψi

− g

cosθW
(T 3
i − sin2 θWQi)(ψi γµψi)Zµ

− eQi (ψi γµψi)Aµ
}

−
∑
i

g√
2
Li γ

µ (W+
µ T̂

−+ W−µ T̂
+)Li (14.85)
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gdzie tgθW = g′/g oraz e= g sinθW . Sumowanie w członach z ψi jest przeprowa-
dzone po wszystkich możliwych chiralnych polach fermionowych. Na przykład,
dla pierwszej generacji

ψi ∈ {νeL, eL, eR, uL, uR, dL, dR}

Natomiast sumowanie po Li dotyczy lewoskre
‘
tnych dubletów leptonowych i

kwarkowych

Li ∈
{(

νeL
eL

)
,

(
νµL
µL

)
,

(
ντL
τL

)
,

(
uL
d ′L

)(
cL
s ′L

)(
tL
b ′L

)}
.

W dubletach kwarkowych dolne kwarki sa
‘
zmieszane przy pomocy macierzy

CKM. Wartości składowej izospinu T 3
i oraz ładunków elektrycznych Qi można

znaleźć w tabeli 12.5
Pierwsza linijka w lagranżjnie (14.85) to człon swobodny oraz człon opisuja

‘
cy

oddziaływanie pól materii z polem Higgsa z siła sprze
‘
żenia proporcjonalna

‘
do

masy fermionu. Druga i trzecia linijka opisuje pra
‘
dy neutralne z wymiana

‘
Z0 i

pra
‘
d elektromagnetyczny, natomiast ostatnia linijka zawiera pra

‘
dy naładowane

z wymiana
‘
bozonów W±

Lagranżjan oddziaływań elektrosłabych ze spontanicznie złamana
‘
symetria

‘
cechowania ma 17 niezależnych parametrów:

• 2 stałe sprze
‘
żenia g i g′ (albo ka

‘
t Weinberga θW i ładunek e),

• 2 parametry pola Higgsa - wartość próżniowa
‘
pola Higgsa v (lub mase

‘
mH) oraz stała

‘
sprze

‘
żenia λ,

• 9 mas fermionowch - sześciu kwarków i trzech masywnych leptonów

• 4 parametry macierzy CKM (trzy ka
‘
ty oraz faza).

Po dodaniu stałej sprze
‘
żenia gs teorii oddziaływań silnych, chromodynamiki

kwantowej, otrzymujemy 18 niezależnych parametrów modelu standardowego
cza

‘
stek elementarych opartego o grupe

‘
cechowania:

SU(3)c⊗SU(2)L⊗U(1)Y . (14.86)

Liczba parametrów może ulec zwie
‘
kszeniu w zwia

‘
zku z niezerowa

‘
masa

‘
neu-

trin. Tak duża liczba parametrów powoduje, że nie można uznać modelu (14.86)
za teorie

‘
podstawowa

‘
. W szczególności wartości mas fermionów pozostaja

‘
nie-

wyjaśnione. Może to mieć zwia
‘
zek z tym, że nie rozważmy oddziaływań grawi-

tacyjnych.
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Oddziaływania silne

Oddziaływania silne dotycza
‘
tylko kwarków, gdyż leptony nie oddziaływuja

‘
sil-

nie. Na poziomie materii elementarnej oddziaływania silne nie rozróżniaja
‘
zapa-

chu kwarków. Jedynym stopniem swobody istotnym dla tych oddziaływań jest
kolor. W naste

‘
pnym rozdziale przedstawimy lagranżjan oddziaływań silnych.

15.1 Lagranżjan chromodynamiki

Każde fermionowe pole kwarkowe ψ ∈ {u,d,s,c, t,b} istnieje w trzech stanach

ψ(x) =

 ψ1(x)
ψ2(x)
ψ3(x)

 . (15.1)

Wskaźniki i = 1,2,3 nazywane sa
‘
kolorem, gdyż bardziej obrazowo można do-

konać identyfikacji kolejnych wskaźników z kolorem: czerwonym, zielonym i
niebieskim. Pola kwarkowe transformuja

‘
sie

‘
zgodnie z reprezentacja

‘
fundamen-

talna
‘
lokalnej grupy cechowania SU(3):

ψ′(x) = U(x)ψ(x) , U(x) ∈ SU(3) . (15.2)

Lagranżjan niezmienniczy wzgle
‘
dem powyższej transformacji cechowania

ma znana
‘
już forme

‘
(11.53):

LQCD = iψγµ
(
∂µ + igsA

a
µ T̂

a
)
ψ − 1

4 F
a
µνF

aµν . (15.3)

gdzie gs jest stała‘ sprze‘żenia oddziaływań silnych. Lagranżjan ten jest również
niezmienniczy wzgle

‘
dem odbić P i C. Sta

‘
d obie składowe chiralne pól kwarko-

wych, ψL i ψR, oddziaływuja‘ silnie w taki sam sposób. Ponadto założyliśmy, że
kwarki sa

‘
bezmasowe. Teoria kwantowa wynikaja

‘
ca z lagranżjanu (15.3) nazywa

sie
‘
chromodynamika

‘
kwantowa

‘
(QCD).

W lagranżjanie (15.3) sumujemy po powtarzaja
‘
cym sie

‘
wskaźniku koloro-

wym, a= 1,2, . . . ,8. Osiem pól cechowania Aaµ, be‘da‘cych nośnikiem oddziaływań

125
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silnych, nazywa sie
‘
gluonami. Ich liczba jest zwia

‘
zana z liczba

‘
generatorów T̂ a

grupy SU(3). Tradycyjnie używa sie
‘
reprezentacji Gell-Manna dla generatorów

T̂ a = 1
2 λ

a , (15.4)

gdzie

λ1 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 λ2 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 λ3 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0



λ4 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 λ5 =

 0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 λ6 =

 0 0 0
0 0 1
0 1 0



λ7 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 λ8 = 1√
3

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 . (15.5)

Każdy z generatorów jest macierza
‘
hermitowska

‘
i bezśladowa

‘
,

(T̂ a)† = T̂ a , Tr T̂ a = 0 , (15.6)

ponadto
Tr(T̂ aT̂ b) = 1

2 δ
ab . (15.7)

Generatory tworza
‘
algebre

‘
Liego zadana

‘
przez relacje komutacji

[ T̂ a, T̂ b ] = ifabc T̂ c , (15.8)

gdzie stałe struktury grupy fabc sa
‘
kompletnie antysymetryczne ze wzgle

‘
du na

permutacje wskaźników. Różne od zera składowe to

f123 = 1

f147 = f246 = f257 = f345 = 1
2

f156 = f367 =−1
2

f458 = f678 = 1
2
√

3 (15.9)

15.2 Ładunki kolorowe kwarków

Spośród generatorów (15.4) istnieja
‘
dokładnie dwa generator, T̂ 3 i T̂ 8, które ze

soba
‘
komutuja

‘
. Zinterpretujemy je jako operatory ładunków kolorowych jakie

niosa
‘
kwarki, odpowiednio, Q̂3

F dla ładunku izotopowego oraz Q̂8
F dla hiperła-

dunku,

Q̂3
F = 1

2

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 Q̂8
F = 1

2
√

3

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 . (15.10)
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Wyrazy diagonalne to ładunki kolorowe kwarków o określonym kolorze. Ujmu-
ja
‘
c to bardziej precyzyjnie, ładunki kolorowe to wartości własne operatorów

ładunku,

Q̂3
F qi = ε3i qi , Q̂8

F qi = ε8i qi . (15.11)

gdzie wektory własne to

q1 =

 1
0
0

 q2 =

 0
1
0

 q3 =

 0
0
1

 . (15.12)

W bazie tej pole kwarkowe (15.1) można zapisać w formie

ψ(x) = ψ1(x)q1 + ψ2(x)q2 + ψ3(x)q3 . (15.13)

Wektory (15.12) rozpinaja
‘
przestrzeń liniowa

‘
reprezentacji fundamentalnej gru-

py koloru SU(3).
Podsumowuja

‘
c, otrzymujemy naste

‘
puja

‘
ce wektory ładunków εi = (ε3i , ε8i ) dla

kwarków o kolorze i ∈ {1,2,3}= {c,z,n}:

ε1 =
(1

2 ,
1

2
√

3

)
, ε2 =

(
−1

2 ,
1

2
√

3

)
, ε3 =

(
0 ,− 1√

3

)
. (15.14)

15.3 Ładunki kolorowe gluonów

Gluony niosa
‘
analogiczne ładunki kolorowe. Inne sa

‘
tylko operatory ładunków,

gdyż pola gluonowe istnieja
‘
w innej przestrzeni. Sa

‘
one elementami algebry Lie-

go, be
‘
da

‘
ca

‘
ośmiowymiarowa

‘
przestrzenia

‘
reprezentacji doła

‘
czonej grupy SU(3).

Pola kwarkowe natomiast tworza
‘
trójwymiarowa

‘
przestrzeń reprezentacji fun-

damentalnej (porównaj dyskusje
‘
reprezentacji grupy SU(2) w rozdziale 10.1.1).

Odpowiednie operatory ładunków dla gluonów to

Q̂3
A = Ad T̂ 3 ≡ [ T̂ 3, · ] Q̂8

A = Ad T̂ 8 ≡ [ T̂ 8, · ] . (15.15)

Sa
‘
to operatory liniowe, niewyprowadzaja

‘
ce poza algebre

‘
Liego ze wzgle

‘
du na

warunek komutacji (15.8). Ogólnie można pokazać, że odwzorowanie

T̂ a→Ad T̂ a (15.16)

jest reprezentacja
‘
algebry Liego SU(3), gdyż zachowana jest relacja komutacji

(15.8) dla nowych operatorów

[Ad T̂ a,Ad T̂ b ] = Ad[ T̂ a, T̂ b ] = ifabcAd T̂ c (15.17)

Ćwiczenie 71
Udowodnić relacje (15.17). W dowodzie wykorzystać tożsamość Jacobiego

[ [ T̂ a, T̂ b ] , T̂ c ] + [ [ T̂ b, T̂ c ] , T̂ a ] + [ [ T̂ c, T̂ a] , T̂ b ] = 0 .
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Aby znaleźć wartości ładunków kolorowych dla gluonów zmienimy baze
‘

generatorów T̂ a na nowa
‘
, która rozwia

‘
zuje równania własne dla operatorów

(15.15). Nowa
‘
baze

‘
tworza

‘
dwa generatory odpowiadaja

‘
ce zerowym ładunkom

τ3 = T̂ 3 = 1
2

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 τ8 = T̂ 8 = 1
2
√

3

 1 1 0
0 1 0
0 0 −2


(15.18)

oraz sześć generatorów odpowiadaja
‘
cych niezerowym ładunkom kolorowym

τ12 = T̂ 1 + i T̂ 2
√

2
= 1√

2

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 τ21 = τ †12 = 1√
2

 0 0 0
1 0 0
0 0 0



τ13 = T̂ 4 + i T̂ 5
√

2
= 1√

2

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 τ31 = τ †13,=
1√
2

 0 0 0
0 0 0
1 0 0



τ23 = T̂ 6 + i T̂ 7
√

2
= 1√

2

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 τ32 = τ †23 = 1√
2

 0 0 0
0 0 0
0 1 0

 .
(15.19)

Bezpośredni rachunek prowadzi bowiem do naste
‘
puja

‘
cych relacji

[ T̂ 3 , τ ij ] = η
(3)
ij τ ij , [ T̂ 8 , τ ij ] = η

(8)
ij τ ij , (15.20)

gdzie wektor ładunków ηij = (η(3)
ij ,η

(8)
ij ) ma postać

ηij = εi − εj . (15.21)

Tak wie
‘
c ładunki kolorowe gluonów sa

‘
różnica

‘
ładunków kwarków (15.14):

η12 = (1 ,0) η21 = −η12

η13 =
(1

2 ,
1√
3

)
η31 = −η13

η23 =
(
−1

2 ,
1
3

)
η32 = −η23 . (15.22)

Ćwiczenie 72
Wyprowadzić relacje (15.20) – (15.22).
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Jak wygla
‘
daja

‘
nowe pola gluonowe niosa

‘
ce powyższe ładunki kolorowe? Ma-

cierz pól cechowania zapisana w bazie generatorów (15.4) to

Â = AaT̂ a = 1
2


A3 +A8/

√
3 A1− iA2 A4− iA5

A1 + iA2 −A3 +A8/
√

3 A6− iA7

A4 + iA5 A6 + iA7 −2A8/
√

3



≡ 1√
2


G11 G12 G13

G21 G22 G23

G31 G32 G33

 . (15.23)

Nowe pola gluonowe Gij , be
‘
da

‘
ce kombinacjami liniowymi wyjsciowych pól Aa,

to pola o określonych ładunkach kolorowych. Biora
‘
c bowiem pod uwage

‘
postać

(15.22) generatorów możemy zapisać pole cechowania Â w nowej bazie

Â = A3 τ3 + A8 τ8 +
{
G12 τ12 + G13 τ13 + G23τ23

}
+
{
G21 τ21 + G31 τ31 + G32τ32

}
(15.24)

Pola A3 i A8 (lub diagonalne polaGii) to pola neutralne kolorowo, natomiast
pola niediagonalne Gij to pola niosa

‘
ce ładunki kolorowe. Na podstawie relacji

(15.20) zachodzi bowiem dla pól Ĝij =Gijτ ij

Q̂3
A Ĝ

ij = [ T̂ 3 , Ĝij ] = η
(3)
ij Ĝ

ij ,

Q̂8
A Ĝ

ij = [ T̂ 8 , Ĝij ] = η
(8)
ij Ĝ

ij . (15.25)

Zapiszmy na koniec lagranżjan oddziaływania kwarków z polami cechowania
wynikaja

‘
cy z lagranżjanu (15.3),

Lint = −gs q γµÂµ q , (15.26)

przy pomocy nowych pól. Podstawiaja
‘
c postać (15.23) otrzymujemy:

Lint = − gs√
2

(q1, q2, q3)

 /G11 /G12 /G13

/G21 /G22 /G23

/G31 /G32 /G33


 q1
q2
q3

 , (15.27)

gdzie /Gij = γµGijµ . Spośród trzech pól diagonalnych tylko tylko dwa z nich sa
‘

niezależne, gdyż ze wzgle
‘
du na bezśladowość macierzy Â zachodzi

/G11 +/G22 +/G33 = 0 .
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Wykonuja
‘
c mnożenia macierzowe w (15.27) znajdujemy ostateczna

‘
postać la-

granżjanu oddziaływania kwarków z gluonami

Lint = − gs√
2
∑
i<j

{
qi /G

ij qj + qj /G
ji qi

}

− gs√
2

{
q1γ

µq1− q2γ
µq2√

2
A3
µ + q1γ

µq1 + q2γ
µq2−2q3γ

µq3√
6

A8
µ

}
.

(15.28)

Pierwsza linijka opisuje oddziaływania z wymiana
‘
ładunków kolorowych speł-

niaja
‘
cych prawo zachowania (15.21), natomiast druga linijka opisuje oddziaływa-

nia bez wymiany ładunków.

Ćwiczenie 73
Pokazać, że z lagranżjanu (15.27) wynika forma (15.28).

Powyższa konstrukcja nie jest niezmiennicza wzgle
‘
dem transformacji cecho-

wania, gdyż przekształcenie (15.2) miesza składowe o różnych ładunkach kolo-
rowych. Podobnie działa transformacja cechowania pól gluonowych. Ustalaja

‘
c

cechowanie można jednak wydobyć treść fizyczna
‘
zapisuja

‘
c lagranżjan oddzia-

ływania w formie (15.28).


